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La Mécanique des Milieux Continus est l'outil de base nécessaire a toute modélisation en

ingénierie !

Mécanique
des fluides

%9,

(RDM)

ePlaques et coques

eComposites
eThéorie des arcs

eHomogénéisation

e Elasticité plane CP/DP

ﬁhéorie des poutres \

/




Introduction
v = SEATECH

- TOULON Le probléme d’élasticité e
€1 / @)

Hypothése des petites perturbations

= 1 - — -
8=—(VU+VTU) u Déplacement [m]
Théorie des poutres 2 -
U=Unmp suraQ, ¢ Déformation |-
Jaction Equation de compatibilité
Torsion
Flexion divo+f=py dansQ o Contrainte [N / mz}
— - . — 3
Méthodes Energétiques o E sur 0Q). f force volumique (e.g. pesanteur pg) [N/m ]
R sur o€y F force surfacique (e.g. un effort de pression pn) [N/mz}

o= Ktr(Z)i+2uz L,u  coefficients de Lamé [N/m2]
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Rappel: Principe fondamental de la dynamique

Sllopvdv =l fav ([ Tds

dv - —
jﬂzpa dV =[[[.fdV+][ onds

. Définition du
Conservation )
vecteur
de la masse )
contrainte

flup S av = [ Fav-+ [ civ(o)av

Théoreme de
la divergence

V3 [fl,(divo+F-py)dv=0

Principe Fondamental de la dynamique

Torseur dynamique

Torseur des action extérieures

Sl py AV = Fdv-+ [, T s

]

d . - - — -
4 :POM AV AV =[[,OMAfdV +[],,OMA T ds

Forme locale de I'équation d’équilibre

‘ {divc=5+¥=p§ dans Q)

on=F sur 0Q)
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Autre approche: Le Principe des puissances virtuelles (PPV) (Germain 1972)

Axiome d’objectivité
La puissance virtuelle des efforts intérieurs associée a tout mouvement rigidifiant est nulle.
Axiome d’équilibre
Pour tout milieu matériel repéré dans un référentiel absolu, a chaque instant et pour tout mouvement
virtuel, la puissance virtuelle des quantités d’accélération est égale a la somme des puissances virtuelles
des efforts intérieurs et des efforts extérieurs.

I +11, =TI,
Théorie des poutres
Traction Considérons un mouvement virtuel défini par une vitesse virtuelle &y
Torsion T

- == . == 1| 0dév Odv
Flexion I, =~ []],:30 dv ol 8D = T
Méthodes Energétiques R . -

He:Uj f-ov dv + H T-0V ds ou T estle vecteur contrainte
z ox

I, ZHJZPV'SV dv ou 7Y représente l'accélération
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Définitions & Hypothéses de Bernouilli
== SEATECH

m“  TOULON Définition d’une poutre

On appelle poutre le solide engendré par une surface plane dont le centre de gravité décrit une courbe v, la
surface S restant normale a cette courbe, avec :

* La courbe y est appelée ligne moyenne ou fibre moyenne

* La surface S est appelée section normale

* Le rayon de courbure en tout point de y doit étre grand par rapport aux dimensions de S

* Les dimensions de S sont négligeables devant la longueur de la courbe y

* Les variations de forme et de dimension de S doivent étre progressives
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Définitions & Hypothéses de Bernouilli

Notations

. Ll
A X‘,

Dans la configuration déformée

_ levecteur unitaire tangent a la déformée
€1 de lafibre moyenne

-1

T(X,)=aF(X,)&, avec a:HF(Xl)él

Le plan P tangent en X(Xl)défini par le point X(Xl)
et les vecteurs

F(X,)8, etE,(X,)=bF(X,)&, avec |o:HF(x1)é2

-1

Le vecteur unitaire El(Xl) normal a P

Le vecteur unitaire E3 (X,)tel que (x(X,), El, Ezr E3)
soit un repére orthonormé



Définitions & Hypothéses de Bernouilli
== SEATECH

' TOULON Hypothéses de Bernouilli

(i) Les sections droites restent planes
(ii) Les sections droites se déforment librement dans leur plan
(iii) La variation des déformations de la section le long de la poutre est tres petite

RDM

_ Conséquences
Introduction

(S(Xl)) P(Xl) On peut confondre la transformée de la section et le plan tangent

Traction

Torsion

Le déplacement de la section droite
peut étre représenté par un vecteur
translation et par un vecteur
Méthodes Energétiques rotation passage de(Xl e1, ez es)

a (X(Xl) E,,E,,E )

Flexion
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Déplacement généralisé

Déplacement généralisé

VXeSX,) TGX)=0(X,) +OX,)AXX +V,(X)E, (X,)+ v, (X) E,(X,)
— - ~ J N ~ J

Translation Rotation Déplacement dans le plan

U, (X,) + @, (X,) X5 — o, (X,) X,
VXeSX,) TX)=1u,(X,)—o, (X)X, +V,(X)
Uy (X, ) + 0, (X,) X, + v, (X)

Remarques

F(X,)&, =x(X,)x(X,,1,0) =E
E(xl) €, est unitaire et orthogonal a E(Xl) €,

(E(Xl) él)-(F(Xl) e, ) ~U, (X)) — @y (X,) +-- Donc en général la déformée d'une section droite n'est

- - pas, au second ordre prés, orthogonale a la déformée de
(F(Xl) €, ) ) (F(Xl) es) ~U;, (Xl) + o, (Xl) t+e- la fibre moyenne
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* Déplacement généralisé
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Efforts généralisés

Travail virtuel des efforts extérieurs

Pour simplifier la présentation on se limite aux forces volumiques

~ [[[F-8u dv
[[fae dv= [ ([T,e XX ),

I, :J ( I ) f-U ddeX3)dX1

Su; Sw] 0 Sul +3m,X, —SwiX,
STU(X) =8U' (X,) +8D(X,) AX X =18ub b+1{8wf tALX, p=1  Sul —dwiX,
Suf Sy X, Sul, +SwX,

—_— _>f . £ P . Y X r
I, _J 8 (ﬂs(xl)f dXZdX3)dX1+J 8 ( | fs(xl)xlx/\f dXdes)dxl

Efforts généralisés

fi(x,)=|[ S(Xl)f dX,dX, [N/m]

Ef(X1)=HS(X )@J dX,dX, [Nm/m]



Déformations généralisées

== SEATECH
- TOULON Déformations généralisées )
f
Uy (X,) + 0, (X;) X, — 0, (X,) X, Uiy 0g0%; = 03,
. ; - |1
RDM G(X) =1 u, (X,) — 0, (X,) X, + v, (X) m) :- E(u;1 0, X, — o, ) v,
Introduction Uy (X,) + o, (X;) X, +v5(X) 1, ; 1
E(u&1 +o,, X, + coz) E(VZI_,’ +V

* Définitions & Hypothéses
de Bernouilli

* Déplacement généralisé

* Efforts généralisés

On définit les déformations généralisées:

CH (Xl) = Ui’l (Xl) X,l(x1) = (01,1 (Xl)
a,(X,) =u;,1 (X)) —o5(X;) %, (X)) =0,,(X;)
EEien a,(X,) :u;,l (X;)+,(X;)  x3(X)= 0)3,1()(1)
Torsion
Flexion - _
Méthodes Energétiques A+ %K ~ XXy ’ *
= 1
€= E(a2 —%:X;) vy, .
1 1
5(33 + %X, ) E(Vz,a TV, ) Vi




Déformations généralisées

f
d, =u =
== SEATECH , T 1= A=
o TOULON Déformations généralisées a,=Uy,; —@; Y, =0y,
_f _
d; =U3; TO, Y3=0;,
Casl: a,#0, a,=a;=Y1=%>=Y3=0
RDM =52 d]1 2=a3= 17X 27X 3
On en déduit tz L al
i -~ _n > <——>
Introduction U; =0, U; =0 etw=0 -
soit
Définitions & Hypothéses uy(X)=a,X; et uz(X)=u,(X)=0

de Bernouilli
Déplacement généralisé
Efforts généralisés pur

La poutre est dans un état d'allongement

Cas2: a,#0,a;=a3=Y1=X=%3=0
Traction On en déduit

u =0,ul=0 etw=0
Torsion

ul(X,)=a,X, etu,(X)=a,X,

Flexion La poutre est dans un état de glissement
dans le plan (€,,€,)

Méthodes Energétiques

Cas3: a3 #0, a1=aZ=X1=XZ=X3=O

La poutre est dans un état de glissement

dans le plan (€, ,€,)




Déformations généralisées a =u o
- SEATECH ) o ) P v
- TOULON Déformations généralisées a,=Uy; —®; X, =0,
—uf —
A3 =Uz; T, Y3 =03,

Cas4: x1#0,a; =a,=a3 =7, =%3 =0
RDM - ‘
On en déduit

- a =0 soitd' =0 3 ’_)
Introduction % 1

etw, =w, =0, etw, =xX, 2
Définitions & Hypotheses La poutre est dans un état de torsion autour Xk
de’ Bernouilli - de son axe 3
Déplacement généralisé 1

Efforts généralisés
Cas5: y,#0, a;=a,=a3=Y1=43=0

f_ . f_ _ _
u=u,=0 et w,=w,=0

Traction , f 1 ¥
Soit w, =x,X,; etuy(X;)= _Exle ’
Torsi
orsion D'ou u,(X)=x,X,X;, 1
_ 1
Flexion u, (X) =0, u,(X)= —Exzxi

Méthodes Energétiques

La fibre moyenne se déforme selon une
parabole dans le plan (€,,¢€,), la section

droite tournant de y,X, autour de ¢, .
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Déplacement généralisé
Efforts généralisés

Traction
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Déformations généralisées

_f _
d; =Uy, X1 =g
y L] V' é ’ . ’ f
Déformations généralisées a,=U,, —0, ¥,=0,,
_f _
d; =Uz; T, Y¥;=0;,

Casb6: 370, a;=a,=a3=Y1=%,=0
w, =w, =0 et par suiteu, (X)=—x,X,X,,

1 ., La
us(X)=0etu,(X)= EX3X1

fibore moyenne se déforme selon une
parabole dans le plan (€,,€,), la section

droite tournant de y3X; autour de €,

- a; est I'allongement unitaire de la fibre moyenne
- a, et a5 sont des glissements dans les plans (e,,e,) et (e,,¢€,)

- %, est I'angle de torsion autour de I'axe e; par unité de longueur
- X2, X3 sont les courbures de la fibre moyenne dans les plans (e,,¢,) , (€,,€,)



Contraintes généralisées

SEATEOI*
== TOULON Travail Virtuel des efforts intérieurs
I =- o:8¢ dv
RDM int JJJQ - .
da, + 0y, X, — 0. X . .
Introduction _ Oun On O _ ; K275 7Ok
c=|c, 0 O Oe= E(6a2—5X1X3) ov,, .
* Définitions & Hypothéses O3 0 0 1 1
de Bernouilli \ T “(da, +dy. X —(dv, , +0ov oV
. Déplacement géndralisé Hypothese de Bernouilli ! ] 2( 3 TOX1 2) 2( 23 3,2) 33 |
* Efforts généralisés
» Déformations
généralisées JJJQO dV=J (Jj ] dX dX )

Traction

Torsion

L

o =J (Salﬂs(xl)cll dX,dX; +83, [[, 01 dXdX, 493, [, 0y dXdX, +)dX1
: . o L

Méthodes Energétiques _|_J' (8X1ﬂs(x )(XZG31 —X3621) dXZdX3)dX1

L
J szjj oy ddeX3—8x3ﬂs(xl)X26n ddeX3)dX1
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* Définitions & Hypothéses
de Bernouilli

* Déplacement généralisé

* Efforts généralisés

» Déformations
généralisées

Traction

Torsion

Flexion

Méthodes Energétiques

Contraintes généralisées

Contraintes généralisées

Tl(X1)=ﬂs(xl)011 dX,dX, Effort normal T, )
T,0%0)= [[ gy O XX, T={T,|= jjs(xl)cel dX,dX,
' Efforts tranchants T,
T,(X,) = jjs(xl)cls dX,dX,
M, (X;) = ﬁs(xl)(XZGﬂ —X;0,,) dX,dX;  Moment de torsion M, B
M, (X,) = [f g Y5O dX,dX, | M=4M, » = HS(X XX e, dX,dXs
' Moments de flexion M '
3
M, (X,) = _US(Xl)XzGu dX,dX,

la contrainte généralisée est constituée des
éléments de réduction, au centre de la section, du
torseur des forces appliquées par la partie droite de
la poutre sur la partie gauche!

T= > Forces "a droite" =—> Forces "a gauche"

M= > Moments "a droite" =—> Moments "a gauche"



Equations d’équilibre

== SEATECH
- TOULON PTV
SO I, + 11, =TT,
_Jffzg . 8_D dv + jjjzie : SG dv=0 VSG (en ne tenant compte que des forces de volume pour simplifier)

Introduction
80 =380 (X, )+ 8D(X,) A X, X

Définitions & Hypothéses _¢ =f . —f
de Bernouilli I, ZJ ou -f dX, -I-J dm-c dX,

Déplacement généralisé

Efforts généralisés 3
Déformations _Hint =J (Z(SaITI + 8XiMi )) Xm
généralisées i=1

Contraintes généralisées )

M, =— [ (8T} -T—80,T, +80,T, + 88, -M) dX,
Traction L/ = - e = L = N _
I, =~ (8T -T+86, -M-35"- (& A T))dX, 8, AT=T38, T8,
Torsion

M, = (80T, +80 -M, +88' (€, AT))dX, +:

Flexion

. z g —f [= rd -~ f — - - ~—f
Méthodes Energétiques ou (T, +f |+0® -|M, +€ AT+c |)dX +-- »

—

Rmg: Sur un trongon non chargé: T, =0 et M, +&, AT=0 mp
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de Bernouilli

* Déplacement généralisé

* Efforts généralisés

» Déformations
généralisées

* Contraintes généralisées

* Equations d’équilibbre

Traction

Torsion

Flexion

Méthodes Energétiques

Loi de comportement

Elasticité
_ 611 612 G13
c=|c,, 0 O
o, 0 O
Ou .
E
= | 1+v (o]
€= Gy, — —
E E
1+v
O3 0
. E

c= —ETr(g)i +

) a; + %, X5 = XsX,
1
= E(az ~%aXs)
c 1
?11_ ] E(as + %1 X, )

1+v=
——0
E

=

Vy3+V

3,2 ) Viz

T, =[] .00 dX,dX; =] Ee,, dX,dX, = [[ E(a, +7,X; —x5X,) dX,dX,

T,= [0, dX,dX,

T, = [0 dX,dX,

J

([ E ([ E
—g,, dX,dX; =

Jsl+v JJs2(1+v)
rr E rr
——g,; dX,dX; =

Jsl+v J)s2(1+v)

(a, —x:X;) dX,dX,

(a; +3,X;) dX,dX,
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Introduction

* Définitions & Hypothéses
de Bernouilli

* Déplacement généralisé

* Efforts généralisés

» Déformations
généralisées

* Contraintes généralisées

* Equations d’équilibbre

Traction

Torsion

Flexion

Méthodes Energétiques

Loi de comportement

Elasticité

o, 0 O
I Ou . . |
E
= |1+v (o
£= G,, —V
E Y E
1+
M Oy 0 y2u
E E

M, = [[ (X045 —X;0,,) dX,dX; = H
S

= V_ == 1+v=
e= ——Trlc)1 + —oc
E E
a; + %, X5 = XsX, y y
1
E(az _X1X3) Vi *
1 1
E(as +%.X, ) 5("2,3 +V;, ) Vis

E
2(1+v)

(—a,X, +a,X, +%, 06 +X3)) dX,dX,

M, = [[ Xy05, dX,dX, = [[ E(a,X, +2,%5 —%5X,X, ) dX,dX,

M, = =[] X,00, dX,dX; == E(a,X, =7 +7,%,X; ) dX,dX,



Loi de comportement

== SEATECH
e TOULON Simplification, section d’une poutre
E 2 2
RDM T ZHSE(al"'X)G_X}'z) dX,dX, M, = 52(1_'_\})(_3)(3"'%2 + %, (X3 +X3)) dX,dX,
. rr E
Introduction T, = i) (3, —7%) dX,dx, M, = [[ E (a6 +x,X3 —x#X, ) dX,dX,
JJS

* Définitions & Hypotheses _ - _ 2

de Bernouilli T = )2 +v) (a3 + X%) dXZdX3 M, = jfsE (aA XaKa + XZ%-”) dXZdX?’
* Déplacement généralisé 7
* Efforts généralisés
» Déformations

généralisées 3
* Contraintes généralisées
* Equations d’équilibbre — -

T g E(X2 %, X3 )OM dX,dX, =0 2)
Traction
Torsion ”S(Xl)E X dX,dX, =0 -
T, = E dX,dX M, = X5 +X3) dX,dX

Flexion ﬂs(xl)E X, dX,dX;=0 ! a1H5 20 ! XlJ'L 201+ v)( 2 3) 20

, L ([ E
Méthodes Energétiques Ijs(xl)E X,X; dX,dX; =0 T, = azw 20 dX,dX; M, =y, HSE X; dX,dX,

Cr E
T, =a, ey dX,dX, M, =y, [ EX; dX,dX,




Loi de comportement

== SEATECH -
- TOULON Cas mono matériaux
E
RDM T, =a, || E dX,dX M, = ﬂ X2 +X2) dX,dX
1 1HS 293 1= X1 52(1+V)( 2 3) 2973
Introduction [ E 5
T, =2 || S11v) dX,dX, M, =y, [[EX; dX,dX,
* Définitions & Hypothéses ([ E jj 5 dx.d
de Bernouilli T, =a dX.,dX M, = EX X,dX
* Déplacement généralisé ’ 3./.) 52(1+V) o s s o

* Efforts généralisés

» Déformations
généralisées

* Contraintes généralisées

Si de plus les caractéristiques ne dépendent pas de |'espace (un seul matériau), on obtient :

* Equations d’équilibbre T1 =a1ES ) -|-2 :aZGS ) T3 =a3GS

M, =%,Gl; , M,=y.El, , M;=7xEl

Traction
Torsion OuU G est le module de Coulomb  G= E
2(1+v)
Flexion
Méthodes Energétiques N zﬂs (X; +X§) dX,dX,
etl,, I,, I3 les moments quadratiques , =HS X3 dX,dX,

=] X} dX,dX,




Traction
SEATEOF

- TOULON Définition

T,#0, T,=0, T,=0, M,=0, M,=0, M,=0

Dans quel cas ?

RDM

—

Pourchaqueintervalle]Xil,Xifl[ f'4T, =0

"+M, +8, Tz()
+T(x'+) T(X, )=

"+ M(X ) =M(X, )=o

’

Introduction

ol
§1

Théorie des poutres PourX; i=1,...,]

Torsion l

Flexion

Ol T

Méthodes Energétiques ff =ff§1, ¢'=0, F =Fi_é1, C'=0




Traction
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Conséquences

T,=afS , T,=a,GS , T,=a,GS

M, =%,Gl, , M, =xEl, , M;y=y,EL
RDM ) o
Ou .
Introduction a, +%,X; — %X, E
Théorie des poutres e= l(a2 _X1X3) — 1+v T Ou
2 E E
1 1+v
_(as + X1X2 ) _(Vz,s + Vi, ) Vigz O13 0
. i 2 i E
Torsion _ _
_ Ou 0 0
Flexion a, 0 0 E
= c
Méthodes Energétiques e=0 v,, 0= 0 f 0 G,,=0,=0
O 0 v
. 0 0 Ou
} E

o O O

o O O
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Introduction
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Torsion

Flexion
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Traction

Relation contrainte — effort normal

T, (X;) ZJIS(Xl)Gll dX,dX, ‘ c, =%

Allongement

du, ©

—_n

AL=] du €,=—"=
J; du Hodx, E

.
Sn dx1=J “Lgx,
E Y
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Introduction

Théorie des poutres

Traction

Flexion

Méthodes Energétiques

Torsion
Définition

T,=0, T,=0, T,=0, M,#0, M,=0, M,=0
Dans quel cas ?

Pour chaqueintervalle ]X;,Xifl[ f147,=0

PourX, i=1,...,]
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Traction
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Torsion

Conséquences

T,=aES , T,=a,GS , T,=a,GS

M, =%,Gl, , M,=y.El, , M;=y,El
a; + %, X5 —%3X, * *
= 1
€= E(az X1X3) Vi *
1
(a3+X1X2) E(V23+V32) Vigz
i 0 —X1 X5 X1X2_ | 0
2 2
&= X21X3 0 0 =—1_|E_V012
we o | |1,

a, =a, =a,
[ on
E
B 1+v B
E 12
1+vG
i E 13
1+v 1+v
E Y E
0 0
0 0
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Introduction

Théorie des poutres

Traction

Flexion

Méthodes Energétiques

Torsion

Déplacement, déformation

contrainte €e er
Danslerepere(G,€,,€, ,€,)

0 - =
VM (M) =—0,X,8, + 0,X,8, = €628 &)
uM)=o, re,
0O 0 =
P E
see)=|0 0 O| avec 1=2G et G=
O(G2, 8, ) T €. 2L+ V)
T 0 O 3

i ro, | [
0O O 5 0
=l 0 O 0O |=| O
Sym O 0 Sym

o

o O o

-
(@) ON‘X
ey




Flexion
v = SEATECH

— TOULON Définition

T,=0, T,=0, T,=0, M,=0, M,#0, M,#0

Conséquences
T,=a,S , T,=a,GS , T,=2a,GS
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Peau mince . o
These Fahmi Alila 2017

/ - : ' Nid d'abeille

Adhésif

Peau mince Parineau Sandwich

A. Mir, B. Bezzazi, Redouane Zitoune, Francis Collombet. Caractérisation mécanique d’un panneausandwich a
ame en liége et peaux jute/époxy. 17¢émes Journées Nationales sur les Composites (JNC17),Jun 2011, Poitiers-

Futuroscope, France. pp.25. hal-00597889
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a,=0 - u,;=0 — u =Cste=0
Xy = - 0)1’1=0 — , =Cste=0
=0 —> ,,=0 — o,=Cste=0
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=< TOULON Flexion plane simple
T,=0, T,#0, T,=0, M;=0, M,=0, M,#0

Contraintes

M
Oy = __3X2
RDM L
Introduction
L T
Théorie des poutres —_ 2
p o= jjszxz dX,dX, -
3
Traction
X{+dX
Torsion X e
0, K0y
Méthodes Energétiques
Déformée de la fibre moyenne
2, f
1y y' <1 1, du, M,
P — -~ -
R (1+y')"” ' Ry dx?  ElL
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FF b S v Ua 4F+F4 Ve =
+F+F+ Vs =
A C D B C D BI PFS { #A_* ] i L
> /A|ACAF+ADAF+ABA Vs =0
=]
RDM °
V,-F-F+V, =0 v —F
Introduction —aF—2aF+ 3aVB ~0 A B
Théorie des poutres F F Ve
C D B
G
Traction .
_ Sur la partie AC « a droite » <>
Torsion
0 0 0 0
{?AC=E+F+VB Tac={—F—F+V, t={—F! Mac=140 =40
Méthodes Energétiques Mac =GCAF+GDAF+GBA Ve 0 0 (x—a)F+(x—2a)F+(3a—x)VB XF
M
Rmg: d 3=—T2 Va
dx
LG
Si on vérifie « a gauche » <>
- — 0 0
TAC:—(VA) - 0 0 _
Tac =1-V, t=4-F Mac=9 0 (=70

MAC :_(G_A/\VA) 0 0 —(—XVA) XF
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Exemple de flexion pure

Sur la partie CD
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Introduction dX1 Ely
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F Va F Vg
A B; C D A| B! C ID PES Va+F+Vp=0
<— 2 /A EAE+EAVD:6
RDM ] (
¥
Introduction {VA -F+V, =0 ) AT g
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A 2
Sur la partie AB of s
Torsion 3 X
Mas =—GA AVa M,z =XV, ZZFX
V& ledies st ELuf ELy" =M ELy = > ¢ Ely, = X Cxsc
etnodes chergetiques = = =— — =— —
3¥2,11 AB 37 AB 3AB 37 AB 4 2 1 37AB 4 2 1 2
Sur la partie BD . . F[ X
Meo =GD A Vp ELYzp =Z(—?+4ax+C3J

Vp F
I M, =(4a—x)V, =—(4a—x)

D
G — 4 Bl %3
Elyygp =

—| —=+2ax’* +C,x+C,
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F
—— y ey = [ L exac ey =F[ X et s Cxtc
<« 5 37AB 4 2 1 2 37BD 4 6 3 4
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Introduction
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Ulzeilie ¢les peliies Conditions aux limites 2 (0)
Traction yBD(4a):O
F
Torsion 1
B D
Conditions de continuité Vae(3) =Y (3)
Méthodes Energétiques Yas (a) =Yoo (a)
rCZZO rC B 7a2 -
3 3 17 3 )
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Fonctions de singularité

(Sin<0 f(X)=c lorsqueX=a
f (X)=0 lorsqueX=a
f (X)=(X-a)" lorsqueX>a

f(X)=0 lorsqueX<a

f(X)=(X—2a)" telleque-
(X) < > a Sin>0

Fonctions de singularité : utilisation pour le calcul des fleches

[N/m] q(X,) Chargement linéique perpendiculaire & une poutre droite

Xl
Effort tranchant

N -T,(x)=]

—00

q(x) dx

[Nm] Ma(Xl):—jX1 Moment fléchissant

—0

T,(x) dx

Regle d’intégration

<0 - [ (X-a)dx=(x-a)""

X . n+1
n<0 — J<X—a>ndx=u

LT
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Mo
+—X) q(x):—M0<x—a>
RDM <>
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Théorie des poutres | ’ 1
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Traction (L) X

Torsion
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Méthode singularités: Exemple
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A B; C D
a 3a

V, c v,
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A B C D )
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a(x)
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—0) " —F(x—a) +--
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Méthode singularités: Exemple

y(0)=0

y(4a)=0

Conditions aux limites

F 3
El :—(3x3—4 X—2 —21a2x)
3Y 24 < >

ELY,s = g(x3 E 7a2x)

F
ELy,, :ﬂ(—x3 +12ax’ —33a’x + 42’
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Exemple de systeme hyperstatique

V, . Ve
A
/A|Ma +ABAF+ACARc =
", =0 3 équations mm)  Systéme hyperstatique de °1
V,—-F+V.=0 4 inconnues Y P |
M, —aF+(a+b)V, =0 y(a+b)=0!

-1

q(x)=-M, (x —O>_2 +V, <x—0>_1 —F<x—a>_1 +V, <x—(a+b)>
-T,(x)=—M, <x>_1 +V, <x>0 —F(x —a>0

M, (x) =ELy" =M, {x)” +V,x—F(x—a)'

x> F 2
EI3y’=—MAx+VA?—E<x—a> +c,

x> x>

F 3
ELy=—M, —+V,———(x—a) +c,Xx+C
3Y ) "6 6< > ! ?

—

0
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F Va F B
A B C M, AHo B C
Ne = et g
RDM
Introduction =0
V,—-F+V.=0
Théorie des poutres M, —aF+(a+b)VC =0

Traction , ;
X x> F 3 y(0)=0
Torsion EI3y=—MA?+VAE—E<x—a> +CX+C, )

Méthodes Energétiques

Fb[(a +b)’ —bz} v Fa’ [23((a +:>))3— al v=F Fa’ [23((a +§)Z—a]
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Hypothése des petites perturbations

Introduction - 1/~ .- ~

8=—(Vu+V u) u
Théorie des poutres 2 -
u= Uimp sur aQU €

Equation de compatibilité

Déplacement [m]

Déformation [—]

Traction

Torsion

al

divc=s+¥=p§ dans Q
— {F sur o€,

Contrainte [N / mz}

Flexion
. - 3
force volumique (e.g. pesanteur pg) [N/m ]

-+

on=

—

R sur o€y

mal’

force surfacique (e.g. un effort de pression pﬁ) [N/mz}

= [N/m2]
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V=Ump sur GQU

v continu et différentiable

Contrainte Statiqguement Admissible

RDM
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div§+¥:0 dans Q)

Introduction
Théorie des poutres sn=F sur 6QF

Torsion W(Z):J'J'J' %?Z:Z 40 g(v)zw(VSV)—HLj.; dQ—H@QFE-\? doQ

Flexion _ _ _ )
Energie complémentaire élastique & (5)=-W (s)- JLQU(S(X) ' n(X))-U(X) doQ
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i 5
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Pour tout champ de déformations e

et tout champ de contraintes s ,on a:

W(e)+ W (s)— 1) QE(X):E(X) dQ >0

RDM

et I'égalité n'a lieu que si et seulement si _
Introduction e et s satisfont la loi de comportement s=C:e
Théorie des poutres

Théoréeme
Traction Uest CA.

= Vv C.A.
Torsion o estS.A.

VXEQZ:%(VU+VTG) sietseulementsi VES.A. o
= &(V)=E(U)=¢ (0) =& (s)

Flexion
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w=_[f] o d=" [, f-u do+[| Fu don+ [[ ofi-Un do0

- 1
c=|c, 0 O W:Ejjjg(onan+2012812+2c513813) dX,dX,dX,

_Hj( SEE a +X2X X3 )+612(az_X1X3)+613(33+X1X2)) XmdXZdX3

o ove | (e axgo)o, oo e S0 )=l (G, 1) o,
LX) = [y 0 IXdXs M, (x)= [ [y, s Ao,

L = —
o[, T 20 w1, o

oLi=1l
a,ES T = a,ES M:X1EI1
20+v) % 21+v) ' 2+4v)]

L
111> T2 T2 |v| |V| M S

== | +2+23 dX, Z ( Ci-ei)
2| | ES GS GS Gl, E|2 EI

T,=a,ES, T,= M,=Ex,l,, My=Ey,l;
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VisP/2 Vy=P/2

P I I
C . . .
A# A ; B Section circulaire rayon R
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Théoréme de réciprocité de Maxwell-Betti
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[ ':9:35 av= 78 avs [, F 5 o=
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[[[ o:c do=[[f,f"d do+[f Fd dao

| Il | I =l |
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€
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=&
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Or,
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Vu

Véu

Jff f"T dQ+ [ F'-@ doq=|[[ f-@" dQ+[[ F-T" doQ
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Théoréme de Castigliano

les = 1§54 05P). (0 + 050
W=J2R-0 W =o 2 (R+60R)-(G+080) 55 _vp.5q
MW .55 =lim~ (W + 057, - W(F))
OP " 900
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1= .. 1 = .
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