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Résistance des Matériaux -3-

Ce cours de résistance des matériaux a pour objectif d'approfondir la mécanique des
solides élastiques, puis a partir de la mécanique des milieux continus, nous introduirons la
théorie des poutres. Dans une premiére partie, nous étudierons la démarche qui nous permet
I'établissement des équations de la théorie des poutres (une démarche similaire pourrait étre
utilisée pour les plaques et coques). Dans une deuxieme partie, nous nous attacherons a
exposer les outils classiques de la théorie des poutres : étude de cas simples, méthodes
énergétiques, ...etc...

La résistance des matériaux est un outil indispensable a toute modélisation en calcul des
structures. Méme si d'autres méthodes (par exemple les éléments finis) sont en général
utilisées, un calcul rapide de RDM permet de vérifier les ordres de grandeur et de juger de
I'opportunité d'utiliser d'autres méthodes plus complexes.

Ce polycopié est en perpétuel correction (quand j'en prends le temps). C'est pourquoi, je
serai reconnaissant aux étudiants de m'exposer toute suggestion susceptible d'en améliorer
le contenu.
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RAPPELS DE MECANIQUE DES MILIEUX
CONTINUS

| - Cinématique

| - 1 Configuration, mouvement, déplacement, ...

- - -

L'espace physique est rapporté a un repére orthonormé direct (O,el,ez,es). L'ensemble

des particules ou points matériels constituant le milieu continu étudié, occupe a chaque
instant t, un ensemble de positions dans I'espace: c'est la configuration du systeme a l'instant
t, noté Q(t) (d'intérieur Q(t) et de frontiere 0Q(t)).

On introduit aussi la notion de configuration de référence : c'est la configuration

particuliére du systéme a un instant tg fixé. Souvent on prendra Qo = 5(0) , et on parlera alors

de configuration initiale.
Toute particule Mg de Qo est repérée par son vecteur position X dans la configuration de

référence. Toute particule M de ﬁ(t) est repérée par son vecteur position )?'(t) dans la

configuration actuelle (a l'instant t).

Q(t)

Configuration de référence Configuration actuelle
a l'instant t, al'instant t

Figure 1
La position de chaque particule M sera donc déterminée si on connait sa position dans la
configuration de référence et une fonction @ telle que :
X(t) = cD()?,t) (1)

- - -

@ définit le mouvement par rapport a (O,el,ez,eg). Dire que le milieu est continu, c'est

dire que @ est une fonction continue et biunivoque de X.
X et t définissent les variables de Lagrange

—

X et t définissent les variables d'Euler
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-8- Rappel de MMC

Le déplacement par rapport a la configuration Q,, a l'instant t, de la particule Mg est le

vecteur
U(X,t) = X(X,t) =X (2)

| - 2 Déformation

—

Considérons deux particules voisines X et X+dX . A l'instant t ces particules occupent la
position X et X +dX avec dX(t) = (D()?+d)?,t)—d>(f(,t)

Par définition du gradient on écrit :

q)()_(+d)?,t) - cp(?(,t)+§(>?,t)d>?+@(”d>?”z)

Soit

dizF(f(,t) dX avec F(Y,t):%()?,t) (3)

F est une application linéaire qui fait passer de I'espace vectoriel dans lequel peut varier
dX dans I'espace vectoriel ou varie a priori dX . Cette application linéaire, appelée tenseur

gradient, permet donc le passage de la configuration Q. a la configuration ﬁ(t)

En notation indicielle,

[ox, ox, ox, |

oX, X, oX,

e ®e-Pi s - we o[22 X O
,. OX, oX, X, ox,

OX; OX; OX,

X, X, X,

* Transformation d'un élément de volume dV dans Qo en un élément de volume dv dans
Q(t).
dv :det(F)dV

* Transformation d'un élément de surface NdSdans Q. en un élément de surface dans

ds

S
o
(%]

Il
Q
M
—+
T
M
21

Le tenseur gradient décrit la transformation locale au voisinage d'une particule donnée.
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Résistance des Matériaux -9-

Afin de rendre compte des déformations, c'est a dire des changements de forme autour de
cette particule, on s'intéresse a I'évolution du produit scalaire de deux vecteurs matériels pris
respectivement dans les deux configurations Qo et Q(t).

Considérons trois particules voisines X, X+dX , X+dX'. Aprés déformations, elles occupent
dans Q(t) les positions respectives X, X +dX , X +dx’ .

=, - =4 - 8 ! 4
di’-di":(F(X,t) dX)-(F(X’,t) dX’) X, —~dX, e Xjep =%%dxidx}
oX, ax OX, OX
d'ou sa variation autour de la transformation
dx - dx'-dX -dX' = %%—@ dx.dx’
OX, OX: ! !
soit
dx - dx'-dX - dX' =2 dX € dX’

en posant

£= z(FT(X,t)F(X,t) —1) (4)

L'application linéaire e est appelée tenseur des déformations. Cette application est

symétrique mais dépend bien siir de la base (O,el,e2,93) initialement choisie.

Autre écriture :

D'aprés (2) et (3)

= OX = 8=
Xt)=—(X,t)=1 + —X
F(X,t) GX( 1) (X,t)
soit
=1 au _T _T ou
€= 5 &(X t) + 8_ (X,t) + 6_ (X, t) (X t) (5)

ou encore en notation indicielle
o _Lfou 0y oy du
Vo2l ex, ox,  ox, ox,

| - 3 Cas des petites perturbations

Cette hypothese correspond au cas ou |*

ou
et |—(X,t)| sont petits.
ox P

En reprenant (5) et en ne retenant que les termes d'ordre 1, on obtient :

SEATECH



-10 - Rappel de MMC

Erer :E —(X,t) +—X (X,t) (6)

ou encore en notation indicielle
1( ou.  Ou
g =—| —+—
) oX; oX
| - 4 Conditions de compatibilité

A tout déplacement U on fait correspondre une déformation Z On peut aussi se poser le
probleme inverse. Ce probléme est dit ‘probléeme de compatibilité géométrique d'un champ
de déformation’, ou encore 'probléme d'intégrabilité d'un champ de déformation’.

Les conditions de compatibilité peuvent étre établies dans le cas général, cependant nous
ne les établirons que dans le cas des petites perturbations.

Décomposons maintenant le gradient des déplacements en une partie symétrique Z et une
partie antisymétrique 3

ou = =
8_X(X't)_€(x't) +w(X,t)

— =T

= - Ou,

wzl @(X,t) _@ (X,t) w; :1 %__J
2| oX OX 2

Ona
Wik =& — €,
soit en dérivant une nouvelle fois

wij,kl :wij,lk Vi, j, k, Idans {1,2,3}

ViK€ +e; — & —8, =0 (7)

Réciproquement, si £ vérifie (7), alors les formes différentielles
dw; =(eki,j —ejk‘i) dx,

ij

sont exactes; elles permettent donc de construire le champ w de tenseur antisymétrique.
On vérifie ensuite que les formes différentielles
du, =(w, +£, ) dx,

sont exactes, d'ou la possibilité de construire unchamp de déplacement u(X,t) défini dans
Qo.
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Il - Sthénique
Il -1 Forces

Elles résument les effets mécaniques, autres que cinématiques, exercés sur le milieu
continu considéré par le reste du domaine physique. Leur schématisation a chaque instant
repose sur la définition d'un champ de vecteur ®(x,t) et d'une mesure positive o, définis sur
la configuration actuelle 5(t) .®(x,t) est une densité de force pour la mesure .

* Si ® est une mesure de volume, alors ®(x, t) est une force volumique (densité volumique
de force) définie dans Q(t) de la configuration actuelle, par la fonction

fi XeQ)> fix,t)e R?

* Si @ est une mesure de surface, alors ®(x,t) est une force surfacique (densité surfacique
de force) définie sur 0Q¢(t) de la configuration actuelle, par la fonction

F: XedQ(t)>F(xt)e R?

* .. etc..

* Les forces sont définies sur la configuration actuelle.

* A un instant donné et en un point donné x de JQ(t), on ne peut imposer a la fois le
déplacement et la force !. Mais |'un des deux doit étre imposé. On note 0Qk(t) la frontiere ou
la force est imposée, et 0QQy(t) la frontieére ou le déplacement est imposé. Dans le cas des
appuis mobiles, les composantes non imposées cinématiquement le sont pour les forces

* Le monde extérieur au milieu considéré doit, pour imposer le déplacement U(t) au bord
0Q(t), exercer des forces que nous noterons ﬁ(x,t). Comme elles sont a priori inconnues,
nous les appellerons réactions pour éviter de les confondre avec les autres forces qui, elles,

sont données.

Il - 2 Contraintes

Il - 2.1 Notion de Vecteur-contrainte et tenseur des contraintes

Soit un corps (C) en équilibre par application d'un systeme
d'actions mécaniques extérieures. Imaginons qu'une
surface X divise (C) en deux parties (1) et (2). La partie (1) est
en équilibre sous les actions mécaniques extérieures qui lui
sont appliquées et les actions mécaniques exercées par la
partie (2). Nous admettrons que sur chaque élément de

surface dX de X, (2) exerce sur (1) une force d?(x,t,ﬁ)l/2 de
densité superficielle T(x,t,n).
dF(x,t,R),, = T(x,t,7) dZ (8)

T(x,t,n) est le vecteur contrainte au point x,

SEATECH



-12 - Rappel de MMC

relativement a la facette dX définie par son vecteur normal n.

La densité surfacique de forces exercées en x dépend de x, t et aussi de |'orientation de la
surface T au voisinage de x. Elle est linéairement dépendante de n. On introduit alors
I'application o telle que:

T(x,t,7) =o(x,t) A (9)

L'application o(x,t) s'appelle le tenseur des contraintes de Cauchy en x a l'instant t; il

caractérise, dans la configuration actuelle, les efforts intérieurs de cohésion exercés sur une
partie du solide a travers |'élément de surface nd.

Il - 2.2 Autre écriture du tenseur des contraintes

En utilisant la remarque du §I-2 pour exprimer 1 d= en fonction de NdS, (8) devient:
dF (x(X,1) t,i(N,1)) =TT N(X)ds

ou E est le tenseur
(X, t): Ne®R® T tN)=IIXHN < R’

défini par

TI(X,t) = (detF) o F |

Cette application linéaire ﬁ(X,t), définie pour Xeﬁo, s'appelle le premier tenseur des

contraintes de Piola-Kirchoff en X a l'instant t; la composante ITj; est la ieme composante du
vecteur contrainte exercée sur la déformée d'une surface unité, normale a éj, de la

configuration de référence. On prendra garde au fait que le tenseur 11 n'est pas symétrique.

Si maintenant on cherche le vecteur "force de cohésion" dans la configuration de référence
— — =-1 — o, =
dR, (X, tN)=F (X,t)dF (x(X,t),t,Ai(N,t)) = SN(X) dS

ou S est le tenseur défini par
= =1=
S=F II
Cette application linéaire S(X,t), définie pour Xeﬁo, s'appelle le second tenseur des

contraintes de Piola-Kirchoff en X a l'instant t. Attention, sa composante S;; n'est pas la ieme
composante du vecteur contrainte exercée sur la déformée d'une surface unité, normale a éj

, de la configuration de référence, mais seulement la i®Me composante de son transporté dans
la configuration de référence.

Selon le jeu d'écriture adopté, on a donc trois descriptions des contraintes :

= =\"1==T =\-1===T
o:(detF) ITF :(detF) FSF (10)
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Il -3 Equilibre

Il - 3.1 Le Principe des Puissances Virtuelles
Pour schématiser les efforts mis en jeu, il est commode d'imaginer des mouvements fictifs
(ou virtuels) et d'analyser le travail ou la puissance qui en résulte. Par exemple, pour évaluer
les forces de gravité agissant sur un objet, on peut imaginer de le soulever (mouvement virtuel

de bas en haut).

[1-3.1.1 Le Principe des Puissances Virtuelles (Germain 1972)

Un milieu matériel étant isolé, on peut distinguer les actions extérieures qui agissent sur le
milieu, des actions intérieures qui représentent les liaisons existant entre toutes les parties

du milieu.

Axiome d'objectivité
La puissance virtuelle des efforts intérieurs associée a tout mouvement rigidifiant est
nulle.
Axiome d'équilibre
Pour tout milieu matériel repéré dans un référentiel absolu, a chaque instant et pour tout
mouvement virtuel, la puissance virtuelle des quantités d'accélération [], est égale a la

somme des puissances virtuelles des efforts intérieurs []; et des efforts extérieurs [].

[1-3.1.2 Position du probléme

Soit un milieu continu ﬁ(t) d'intérieur Q(t) et de

frontiere 0€(t). Isolons maintenant un domaine X(t)
de frontiére OX(t) intérieur a Q(t), et soit n la
normale en un point de 6 (t). A un instant t fixé, un
mouvement virtuel défini par une vitesse virtuelle 8v
est appliqué a X(t). Cette vitesse est supposée

continue et continlment dérivable sur X(t).

[1-3.1.3 Puissance virtuelle des efforts intérieurs

Pour déterminer la puissance virtuelle des efforts intérieurs nous ferons les hypothéses
suivantes :
* [Tl admet une densité volumique p;:

1= [[f,p, av
* [T est en chaque point une forme linéaire des valeurs en ce point de &v et de ses dérivées
premiéres:

En décomposant le gradient des vitesses virtuelles en une partie symétrique 8D et une
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partie antisymétrique W,

B 5D+ 5W
OX
— T
= 06
T o, -1 220204
2| ox  Ox X, OX
T
— . 0bv,
6D = 1 66v+86_v 5Di:1 @_,__VJ
2| ox  ox ' ox;  Ox
la densité volumique des efforts intérieurs devient:
pi = Aj SVi + Bij 8Wij - Gij 8Dij (11)

Le premier axiome du principe des puissances virtuelles impose que pour tout mouvement

de solide rigide la puissance des efforts mterleurs soit nuIIe D'ou

- Soit un mouvement de translation: 6v¢0 6W O et 6D O

alors

I1, = [[f,p, dx = [[J, A-8Vdx =0 vV Y dans Q
soit A-8V=0 WV 6V, ou encore A=0
- Soit un mouvement de rotation: &V =6, m;«tg et 5:3
alors

IT, = [, p,dx= mz B:6Wdx =0 V X dans Q

soit B:SW =0 V(SW,ou encore E:3
Donc en définitive :

Hi:—ﬂjzo:cSD dv (12)

On peut montrer que le tenseur o introduit ici correspond bien au tenseur des contraintes

de Cauchy exprimé au §lI-2.1.

11-3.1.4 Puissance virtuelle des efforts extérieurs

Les efforts extérieurs comprennent
- des efforts exercés a distance par des systemes extérieurs a QQ, supposés définis par une

densité volumique de forces f,
- des efforts de cohésion schématisés par une densité surfacique de force T sur 33

M, =[[,f-6V dv + [[ T-6V ds (13)
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[I-3.1.5 Puissance virtuelle des quantités d'accélération
Si y est |'accélération et p la masse volumique de chacun des points de , alors

I, = fﬂzp V-6V dv (14)

Il - 3.2 Application du Principe des Puissances Virtuelles

En application du Principe des Puissances Virtuelles on obtient :

—HL;:6=D dv+ﬂjj-6? dv+ﬂaz'_l"-6V ds:fﬂzpv-&_f dv (15)

Pour exploiter le fait que (15) est vérifié pour tout mouvement virtuel, nous allons faire
apparaitre 8V dans chacun des termes.

En appliquant le théoreme de la divergence le premier terme devient :

[[f.5:50 av= m= O gy [[ ot ds+ [, div,a-69 av

Soit:
JJ’ ('T'—Eﬁ)-év ds+HJ (¥+divxa—pV)'6V dv=0 V&V
ox >
Ou encore
:jivX=5+¥:pV dans X (16)
T=0'n sur 0%
I - 3.3 Equilibre

En considérant les développements du paragraphe précédent et en se ramenant au
domaine €(t), nous pouvons donc écrire les équations d'équilibre d'un solide soumis a un

champ de forces extérieures f dans Q(t), a un champ de forces extérieures F. sur 0Q2(t) et

e

a un déplacement imposé Ue sur 0Q(t).

Dans la configuration actuelle :
fix,t)+div ox,t)=0  VxeQ(t) (17)
= F t vV xeoQ,(t
o0 1)k, g =1 =t X ek
R(x,t) V x € 0Q(t)

(18)

Dans la configuration de référence :

—

De méme, si on note f, R, et F, les densités volumiques et surfaciques de forces

mesurées dans la configuration de référence:
X0 +div, TIX,)=0 VxeQ, (19)
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EOGt)  Vxex™(6Q(t),1)
R,(x,t)  VxedQ,

TI(X, 1) N(X, 1) ={ (20)

Il - 3.4 Cas des petites perturbations

Reprenons (17), en I'exprimant en fonction de X

00,
f(x(X,1),t)+ a—x”(x(X,t),t) =0 Vx(X,t)eQ(t)

00 X
f(x(X,t),t) +—=(X,t) —(X,t)=0 VXeQ
(x(X,1),t) axk( )axj( ) eQ,
I .. - ou
Or x(X,t)=X+u(X,t) soit —(X,t)= | +—(X,t
(X, 1) (X, 1) ax( ) ax( )

On peut donc écrire I'équation d'équilibre sous la forme
E -1
00, = Ou
f(x(X,1),t)+—=(X1)| I +—(X,t)| =0 VXeQ
(x(X,1),1) 8xk( )[ ax( )] 0
ki

Sous I'hypothése des petites perturbations, on peut alors écrire :

soit

0o, ou
f(x(X,t),t)+—=(X,1)| &, ——X(X,t) [=0 VXeQ
(x(x,1),t) axk( )[ i axj( )} 0
Enfin, en ne retenant que les termes d'ordre 0, et apres avoir effectué un développement

de f; au voisinage de X, on obtient :

0o,

f(Xt)+—>(X,1)=0 VXeQ,
OX,

soit

fG ) +diveo(X, =0  VxeQ, (21)

Le raisonnement qui a permis de remplacer f (x(X,t),t) par f (Xt), permet aussi de
remplacer E_,(x(X,t),t) par E_,(X,t) et R (x(X,t),t) par R (X,t). Donc, comme condition sur la

frontiere on obtient :

= E(Xt)  VXedQ,
a(X,t)-N(X,t) =1 (22)
RIX,t)  VXedQ,
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Il - 3.5 Autre approche
On utilise la loi fondamentale de la dynamique qui stipule que :
Le torseur dynamique, qui est la dérivée temporelle du torseur cinématique est égal au
torseur des actions extérieures.

Ce qui se met en équations sous la forme suivante, en I'appliquant au domaine d ‘étude X :

%fHEpV dv=ﬂaz'_l" ds+ﬂfj dv

(23)
S0V v [ OWinT o [[[ OWinT av

Par application des propriétés de la dérivée particulaire, on peut écrire pour tout vecteur

b:
d - apB . - —
— b dv= ——+divipb®v) | dv
puis en utilisant le fait que pour tout vecteurs a et b
div(3®b)=Va-b+3divb
on peut développer sous la forme

d g apB - — .

— b dv= ——+Vpb-v+pbdiv | dv

18 v |2 v v s |

%JHZPB dv = p%%i—a‘t’w%-hw@iwpsdivvJ dv

p(@+vg.Vj+B(%+Vp-\7+pdivVJ] dv

ot

d .
ajﬂzpb dv=

Par définition de la dérivée particulaire :

% [[f.pb dv= ﬂL(pi_?+B@_?+ dinVjJ dv

Donc, grace a la conservation de la masse

op , . dp .
—+divpv=—+pdivww=0 24
o pv="stP (24)

JJZ

et la définition du vecteur contrainte (8), la premiére équation de (23) devient :

d . dv S =, 2
afﬂzpv dv= JJJEpd—: dv= szpy dv= ﬂazon ds + fﬂzf dv
et par application du théoréme de la divergence

fﬂzp\_/’ dv=fﬂzdiv§ dv+ﬂfj dv.

On retrouve donc bien la forme locale de la conservation de la quantité de mouvement :

div§+F:pV (25)
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Il - 4 Quelques propriétés du tenseur des contraintes

Le tenseur des contraintes est un tenseur symétrique. Dans tous les développements a
venir, nous nous placerons dans le cas des petites perturbations pour un solide en équilibre.
En conséquence, nous omettrons les variables x et t.

Il - 4.1 Contrainte normale et contrainte tangentielle

Considérons une facette de normale 1n. Tout
naturellement, le vecteur contrainte T(n) peut étre

décomposé en une composante normale G, et une
composante tangentielle T.
o, =T(n)-n=n-o-n (23)

et

b= (o-5) - (7-a-5] 26)

On dira que o, est positive en traction et négative en compression.

Il - 4.2 Directions principales, contraintes principales
La matrice représentant le tenseur des contraintes est symétrique, elle est donc
diagonalisable. Les valeurs propres sont réelles et appelées contraintes principales (o), oy,
o). Les vecteurs propres, orthogonaux deux a deux, sont les directions principales
(R,n,,A, ). Onadonc:
0, :T(nl)'nl » Oy :T(nu)'nn » Oy :T(nm)'nm
Il - 4.3 Invariants

Le tenseur des contraintes possede trois invariants définis mathématiquement comme les

coefficients de I'équation caractéristique det(o —-a 1) . C'est a dire les quantités scalaires :

3, =Tr(o) (27)
o) :%[Tr(g)z - Tr(zz)} (28)
5, =Det(o) (29)

Exprimés en fonction des contraintes principales, on obtient
Li=0+ 0y +oy
%)= 0| O + O Oy + Oy O

X)) = ©) Oy Oy
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Il - 4.4 Cercles de Mohr

Connaissant le tenseur des contraintes o, on se propose de déterminer le domaine

engendré par I'extrémité du vecteur contrainte quand n varie. Par commodité, nous nous

placons dans une base orthonormée dirigée suivant les directions principales de ¢ . Soit

n, o, 0 O n, o,
n=yn,, , o0=/0 o, O et T=in,0,
n3 O 0 0-III n3 0-III

2 2 2
avec n; +n;, +ny; =1

on trouve aisément
_ 2 2 2
on - GI nl + 0|| nz + OIII na

et
2 2 _ 2.2 2 .2 2 2
T°+0, =0, n; +0;n;, +0;Nn;
Dans I'hypothése ou les contraintes principales sont distinctes, on obtient alors apres

résolution du systéeme :
v +(0n — 0||)(0n _0|||)

(°| - oll)(ol - 0|||)

2

tz +(0n - 0|)(0n _Gm)

n, =
(0" _ol)(oll — Oy
n2 = v +(0n _0|)(0n — 0y
;=
(OIII - OI)(OIII —0y
Si on ordonne les contraintes principales de telle sorte que 0,>0,>0,, , alors
v +(0, —0,)0,~0,) > 0
v +(0,—0/)c,-0,) < O
v +(o, —0,)0,—0,) > 0
Ou encore
o, +0 2 o (9) 2
2, > Il > S
t On 2 2 (0.1)
O +0 2 O, —0 2
2 4 2 Il < M
t O 2 2 (0.2)
2 2
“+|o _0|+0|I 0,—G,
" 2 2 (0.3)

Dans le plan de Mohr, I'extrémité du vecteur contrainte, d’apreés (0.2), est donc intérieure
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au cercle centré sur Oc, d’abscisse (o,+0,)/2 et de rayon

(0,—0,)/2. Par contre, d’apres (0.1) (res. (0.3)), I'extrémité du

vecteur contrainte est extérieure au cercle centré sur Oc,

d’abscisses  (o,+0,)/2 (resp.((c,+0,)/2) et de rayon
n (0,—0,)/2 (resp.(c,+0,)/2).

TA

=l

n g,

a ¥ ©

Description des Cercles principaux :

Nous allons étudier la description du grand Cercle de Mohr. Les

m facettes concernées sont paralleles a la direction associée a la
P n contrainte principale o, .
/\.\{) On constitue avec les directions 111,11 un triedre direct (O,€,,€,,,€,),

I lanormale n de la facette évoluant dans le plan | lll.
Et on définit I'angle Gz(l,ﬁ) , et le vecteur T tel que (n,t,ll) soit direct.
On a alors

n=CosO 8 +SinB &,

et

T=0,Cos08 +0, SinOE,

En utilisant les formules de changement de base de (0,€,,¢,,.€,) a (1, t,1l), on a donc
0,+0, o
n = +
2

o

1% o520
2
t=-21"% ginop
2

Lorsque la facette tourne autour de la direction de la
contrainte principale o, d’un angle donné, I'extrémité du

vecteur-contrainte tourne sur le cercle de Mohr d’un angle

0. double dans le sens opposé (autour du centre du cercle).
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Il - Loi de Comportement pour les solides élastiques

Pour déterminer I'évolution d'un systeme déformable, nous avons déja déterminé les
équations de la cinématique et de la sthénique. A ces équations, il est maintenant nécessaire
d'adjoindre une relation supplémentaire reliant les efforts internes et les grandeurs
cinématiques. Cette relation, appelée Loi de Comportement, dépend du matériau considéré.
La construction d'une loi de comportement est basée sur des observations expérimentales.

Dans ce chapitre nous exposerons le modele de comportement des matériaux élastiques,

sous |I'hypothése des petites perturbations.

lll - 1 Approche expérimentale : essai de traction

Pour effectuer un essai de traction simple sur un métal, on utilise
I F une éprouvette cylindrique caractérisée par :
- des extrémités surdimensionnées
- des congés de raccordement (pour éviter les concentrations de
S L L+AL  contrainte)
- une partie médiane cylindrique dans laquelle le champ de

contrainte est supposé homogéne, de traction simple parallélement

F a I'axe de I'éprouvette.

L'essai de traction consiste a enregistrer |'évolution de I'allongement relatif de la longueur
initiale Ly en fonction de la force de traction F, ou du rapport F/Sg, ou Sy représente I'aire
initiale de la section de I'éprouvette.

La figure ci-contre représente un tel enregistrement

Plasticite pour un acier inox. On remarque alors les propriétés
AL actimitd irréversible )
11 ’ .
reversible . N .
S |reversit - Le diagramme est indépendant de la vitesse de
O. 1 A
| chargement
1
: - La partie OA du diagramme est réversible. Si on
I . Y . . 7 . Y
! charge jusqu'a un niveau inférieur a og, alors la
1 e s . N
0 i décharge décrit la méme courbe OA.
L -
- La partie réversible est linéaire
A > AL
Déformation €n L - Si on effectue un chargement au-dela du seuil o, puis
permanente une décharge, I'éprouvette présente une déformation

permanente.

La partie réversible du diagramme de traction est, par définition, représentative du
comportement élastique du matériau. og est la limite initiale d'élasticité du matériau. La
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linéarité du segment OA caractérise le comportement élastique linéaire du matériau.

lll - 2 Loi de comportement élastique linéaire (en HPP)

Il - 2.1 Forme générale
A partir des observations expérimentales on peut écrire que les contraintes dépendent
linéairement des déformations. En |'absence d'effets thermique et de contraintes initiales on

a:

o(x, 1) = C(x) : £(x, 1) (33)

o

est un tenseur du quatrieme ordre, dont les composantes sont les coefficients
d'élasticité du matériau.

0,(x,t)=Cy, g4(x,1)
En utilisant les propriétés des tenseurs de contrainte et de déformation, on peut montrer que:
Giji = Gjik~ Cij = Gijik ~ Gijia = Cyai

Le tenseur C, dont la matrice représentative comporte 81 composantes, ne dépend donc

plus que de 21 parametres indépendants.

Ill - 2.2 Matériau élastiqgue homogene isotrope
Toutes les directions sont équivalentes, de telle sorte que la loi de comportement est
invariante dans toute rotation de la configuration de référence. Ce modele s'applique a la
plupart des matériaux : acier, béton, ...

Si la configuration est libre de contraintes, alors la loi de comportement s’écrit :

o= )\Tr(g)i + Zu; (34)

ou encore en notation indicielle
0,6 ®e; = (7\ €4 6, + Zueij)ei Re;
Les coefficients matériel A et u, qui dépendent de la particule considérée, sont appelés les
coefficients de Lamé. Leur expression en fonction du module d'Young E et du coefficient de

Poisson v, est

I"l - et :L
2(1+v) (1+v)@a-2v) (35)
Eo M(3A+2u) ot ve A
A+u 2(A+p)
avec, en inversant (34)
= = = 1+ =
£= —%Tr(o)l + Vs (36)
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Il - 2.3 Matériau élastique homogéne orthotrope
Le matériau posséde trois directions privilégiées deux a deux orthogonales. La loi de
comportement est invariante par les symétries par rapport aux plans orthogonaux construits
a partir de ces directions. Dans ces matériaux, on peut classer les téles laminées, les
composites tissés, le bois, certains bétons structurés, ...
Dans ce cas on montre que la matrice de comportement est définie par 9 parametres
indépendants. Dans le repére principal d'orthotropie, la loi se met sous la forme :

i Vi, Vi3 0 0 0
EE E
—Vn i Va3 0 0 0
€n Ez Ez Ez Oy,
€2 Va1 Vs i 0 0 0 02
€33 _ E, E, E, O3 (37)
285, o o o X o o] %
2¢,, G, (O
1
2 o o o o — o | %
G23
1
0 0 0 0 0 —
L Gy |
V,, V,, V. V, V
Avec les conditions de symétrie : 2=-2L B =31 32_-_23
EE E E E E E

Il - 2.4 Matériau élastique homogeéne isotrope transverse
Un matériau homogene isotrope transverse est tel que la matrice de comportement est
invariante par toute rotation autour d'un axe privilégié. En utilisant cette invariance, on
montre que seuls 5 parametres indépendants caractérisent le comportement. Si I'axe est
porté par la direction 3, on a alors :

i _v12 _V13 0 0 0
E, E, E,
—Va i Vi3 0 0 0
E11 E1 El E1 0-11
€ V3 TVy i 0 0 0 02
833 — E3 E3 E3 0-33 (38)
2e,, 1 0,
0 0 0 — 0 0
2g,, Gy, 0y
2815 o 0o 0 0 —— o %
G;
0 0 0 0 0 Gi
L 13 |
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lll - 3 Théoreme de superposition

Si (U,?,?) et (V,g,G) sont deux jeux de données engendrant respectivement des solutions

U et v, alors aU+BV est solution du probléme de données (aU+BV, af +pg, aF +pG).

llI-4 Criteres de limite d'élasticité pour les matériaux isotropes

Les critéres de résistance que nous allons définir représentent des valeurs limites pour les
contraintes maximales, et permettent de ce fait de garder un caractere élastique aux
déformations.

Ill - 4.1 Critére de Tresca

Il consiste a considérer de maniére indépendante les trois contraintes de cisaillement

maximal du tricercle de Mohr. Soit en fonction des contraintes principales

SUp{|0| ~0y|,|0, =0y, |0, _0||||} < O, (39)
lll - 4.2 Critere de Von-Mises
1
\/E((GI - 0||)2 + (GI - 0|||)2 + (0" - oln)z) < 0 (40)
Ou encore

1
\/5((011 — 0y )2 + (011 - 033)2 + (022 _033)2 + 6(0122 +0132 +0232)) < 0

II1-5 Thermoélasticité

Tout solide soumis a un écart de température cherche a se dilater s’il le peut. S’il ne peut
se dilater, alors il y a apparition de contraintes dites « d’origine thermiques ». Ce phénomene,
pour des écarts de température 3T faibles par rapport a la « température de repos se traduit
par une loi de comportement dans le cas général sous la forme :

dnn:cuy(dmu—aaﬂ (41)

ol a représente le tenseur anisotrope des dilatations (en °C?).
Pour plus de rigueur, nous invitons le lecteur a se référer au polycopié du cours de
Mécanique des Milieux Continus.
Dans le cas ou le matériau est isotrope la loi se simplifie en :
o= ATrE)l + 2pe—a(3A+2u)6T1 (42)
Et la relation inverse :

- == 14v= =
£= —ETddl + = -o+adTl (43)
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THEORIE DES POUTRES

A partir de ce chapitre, on utilise les hypothéses des petites perturbations, du quasi-

équilibre et de I'élasticité linéaire isotrope.

| - Définitions, hypothéses de Bernouilli

| - 1 Définition d'une poutre

On appelle poutre le solide engendré par une surface plane dont le centre de gravité décrit
une courbe vy, la surface S restant normale a cette courbe, avec :

* La courbe y est appelée ligne moyenne ou fibre moyenne

* La surface S est appelée section normale

* Le rayon de courbure en tout point de y doit étre grand par rapport aux dimensions de S

* Les dimensions de S sont négligeables devant la longueur de la courbe y

* Les variations de forme et de dimension de S doivent étre progressives

| - 2 Notations

Considérons une poutre rectiligne de section droite constante Sy et de longueur Ly dans la

configuration de référence. A cette configuration de référence on associe le repére
orthonormé direct(O,@l,él,él), tel que :

* 0 est un point d'une section extrémité de la poutre sur la fibre moyenne

* €, est le vecteur unitaire porté par I'axe de la poutre

* €, est un vecteur unitaire dans le plan des sections droites, de préférence paralléle a un

axe de symétrie de S (s'il en existe un)

e X,
T .
| x3 -
| g
(0]
e,
xl
=lo
0
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On note S(X;) la section droite d'abscisse Xi. Dans la configuration déformée, le point

courant de la fibre moyenne déformée est x(X,),

* le vecteur unitaire tangent a la déformée de la fibre moyenne
-1

?(Xl)zaE(Xl)é1 avec a:HE(Xl)é1

* Le plan P(X4) tangent en )_()()_()1) a x(S(X,)), défini par le point ;(;(1) et les vecteurs

-1

FIX,)8, et (X,)=bF(X,)8, avec b:HE(Xl)éz

* Le vecteur unitaire El(Xl) normal a P(X;)
* Le vecteur unitaire Ea(Xl) tel que (x(X,), El(Xl), EZ(Xl), E3(X1)) soit un repére orthonormé

direct.

On notera U(X)=u(X,,X,,X;) le déplacement de la particule X, et u(X,) celui de la particule

située sur la fibre moyenne.

| - 3 Hypothése de Bernouilli

Le caractére linéique de la géométrie des poutres fait qu'on s'attend a ce que les
phénomeénes prépondérants soient essentiellement longitudinaux. On ne s'intéressera donc
pas aux déformations de sections droites. On énonce alors les hypotheses de Bernouilli

(i) Les sections droites restent planes

(ii) Les sections droites se déforment librement dans leur plan

(iii) La variation des déformations de la section le long de la poutre est trés petite

Remarques :
* D'apres (i) on peut confondre P(X;) et x(S(X1))

* Le déplacement de la section droite peut étre représenté par un vecteur translation (par
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exemple U(X,) et par un vecteur rotation (par exemple le vecteur rotation ®(X,) du repére

(x(X,), E,(X,), E,(X,), E;(X,)) par rapport au repére(O,él,él,él).

* Le déplacement d'un point courant de la section considérée, di a la déformation de la
section, est donc de la forme
v,(X) E, (X,) + v, (X) E,(X,)
les fonctions v, et v3 sont nulles en Xj, et d'aprés (iii) leurs dérivées v, ; et v3 1 petites
devant u;, m; et u; 1, ®; 1. On peut donc écrire:
VXeS(X,) UX)=U(X,) +@DX,) AXX+v,(X)E,(X,)+v,(X) E(X,) (1)
L'hypothese des petites perturbations fait que les composantes u;, v;, et ; sont petites;
ceci implique que E,(X,) est de la forme &, +1j, ainsi que E,(X,).
Si on explicite (1) dans la base (¢}, €,, €;) en ne retenant que les termes d'ordre 1, on

obtient:

u, (X;) + w, (X,) X5 —w,(X,) X,
VXeS(X,) u(X)=1u,(X,)—w,(X,)X; +v,(X) (2)
U, (X,) + w, (X)X, + v, (X)

On remarque alors, en ne retenant que les termes d'ordre 1 :

—

- E(Xl) &, et x(X,)x(X,,1,0) sont égaux et unitaires, donc égaux a E,
- IE(Xl)E3 est unitaire et orthogonal a I;(Xl)é2
Par contre,

(F(xl) 61)-(|=:(X1)§2)zu2‘1(xl) (X))t

(F(xl) 61)-(|=:(X1)§3)zu3‘1(xl) Fw,(X)+ -

Donc en général la déformée d'une section droite n'est pas, au second ordre pres,

orthogonale a la déformée de la fibre moyenne.

Il - Déplacements et forces généralisés

La géométrie des poutres fait que les sollicitations extérieures peuvent étre considérées

comme données,
- soit une force surfacique sur une partie de la surface latérale [X;;Xil*l] €S ie {O,---,J}

avec X; =0 et X; =L
- soit une force surfacique sur les sections extrémités

- soit une force volumique
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Théorie des poutres

Il - 1 Déplacement généralisé

Afin de bien distinguer le déplacement du milieu continu de celui de la fibre moyenne, on
note

u(x,,0,0)=u

D'aprés (2), se donner u satisfaisant a I'hypothése de Bernouilli équivaut & se donner
u = (U, )

On appellera u® le déplacement généralisé de la poutre.

Il - 2 Travail virtuel des efforts extérieurs

Soit 8u un déplacement virtuel et ¢ un systéme de forces extérieures, c'est a dire le couple

(f,F) densité volumique de forces et densité surfacique de forces. Le travail virtuel des
efforts extérieurs s'écrit alors :

MM, (60,¢)=[[[ f-6u dv + [[ F-6u ds

ou encore en décomposant les intégrales

| X SN o1 (X! -
Hext(éu,cb):EJ' (ﬁsm)f.&u dxzdx3)dx1+zj (jas(xl)p.au dI)Xm

X i=1J X}
Soit &uP =(6u',8w) un déplacement virtuel généralisé de la poutre, et associons lui un
déplacement virtuel

sul | [6w! 0 Sul +8wiX, —wiX,
BUX) =80 (X,) + 6D(X,)AX X =48ul t+1{8w’ bAdX, t=4  ul —swX,
Sul| [Swi| X, Sul +8w!X,

et en utilisant la propriété du produit mixte ((EAB)-E =§-(B/\E)), on a finalement

i+1

- 7 _J71 ' —f g —
Hext(éu,¢)—§JXi 54 'Ujsm)f dX,dX, + j@s(xl)FdljdXI

1

Xi+1 (3)
J-1 ' —_— - —_ —
+3 L; 856 Uj S(Xl)xlx AT dX,dX, + jas(xl)xlx AF dIJ dX,

Il - 3 Efforts généralisés

En posant
—>f _ — —
f(Xl)—ﬂs(xl)f ddeX3+LS(X1)F di "
Ef(xl)zﬂsmﬁﬁ dXZdX3+LS(X1)X‘17(/\? dl
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On appelle (ff, Ef) les efforts généralisés appliqués a la poutre.

—f —f
f est une force linéique en N/m. ¢ est un couple linéique en Nm/m

Intégré sur un petit intervalle [X‘l;xil+l =X, +6],6<< 1, on peut considérer que les efforts
généralisés sont indépendants de X, . Si bien que, par un passage a la limite on peut ainsi

définir des forces ponctuelles E.(X'l) et des couples ponctuels G (X'l)

Ill - Déformation et contraintes généralisées

lll - 1 Déformations généralisées

D'apres (2) en utilisant I'hypothése des petites perturbations, et en négligeant les dérivées
de v, et v3, on obtient

f
up, +w, X, —w; X, Sym Sym

m 1l
Il

1
E(u;,l - w1,1X3 - wa) Voo Sym (5)

1, 1
E(ua,l +(.01,1X2 'H'Uz) E(Vz,a + V3,2) Vi

En introduisant alors les six quantités
a,(X,) =uj, (X,) Xa (X;) = W, (X,)
3, (%) =y, (X)) —w, (X;) X, (X;) =, (X,) (6)
a,(X,) =g, (X)) +w, (X)) x5(X;) =0, (X,)

on trouve de maniere simple

a, + X, X3 — XX, Sym Sym
= 1
g= E(a2 —X:X;) v, Sym (7)

1 1
E(as + X1X2 ) E(Vz,a +Vs;, ) Vi

Les six quantités définies par (6) constituent la déformation généralisée de la poutre en la
section S(X1).
Afin d'interpréter mécaniquement cette définition nous allons étudier successivement les

cas ou une seule de ces quantités est non nulle.
Casl: a;70, a=az=Y ;=% =X3=0

On en déduit

f f - = A2 L a,L
u,=0,u; =0 etw=0 e
soit -—)
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La poutre est dans un état d'allongement

pur

Cas2: a,#0,a;=a3=)1=Y»=X3=0

On en déduit

u'=0,ul =0 et=0

u(X,)=a,X, etu,(X)=a,X,

La poutre est dans un état de glissement
dans le plan (€,,€,)

Cas3: a3 #0, a;=3,=)1=X,=X3=0

La poutre est dans un état de glissement
dans le plan (€,,€,)

Cas4: x1#0,a; =a, =a3 =, = X3 =0

On en déduit

a =0 soitd =0

etw,=w, =0, etw, =x,X;

La poutre est dans un état de torsion autour

de son axe

Cas5: x,#0, a;=a,=a3=y1=X3=0

u =u =0 et w,=w,=0
. f 1
Soit w, =X, X, etuy(X,)= —Exle
D'ou u,(X)=x,X,X,,
1
u,(X) =0, u,(X)= —Exzxf

La fibre moyenne se déforme selon une

parabole dans le plan (€,,€,), la section

droite tournant de y,X, autour de &, .

Cas6: X370, a;=a,=a3=) ;=) ,=0

w, =w, =0 et par suiteu, (X)=—x,X,X,,
1 La

u,(X)=0etu,(X)= Exsxi

fiore moyenne se déforme selon une
parabole dans le plan (€,,€,), la section

Théorie des poutres

il

1

1
_____________ ‘ M,
ﬁ 5 Xz
XoL
X3,|:,
R , 1,
| I E)(3L
----- )
1
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droite tournant de y3X; autour de €,

On en déduit alors la signification des déformées généralisées :
- a, est I'allongement unitaire de la fibre moyenne
- a, et a5 sont des glissements dans les plans (€,,¢€,) et (e, ,€,)
- (1 est I'angle de torsion autour de I'axe 31 par unité de longueur
- X2, X3 sont les courbures de la fibre moyenne dans les plans (e ,¢€,) , (€,,¢€,)

Il - 2 Travail Virtuel des efforts intérieurs

En tenant compte de la cinématique particuliere des poutres, nous allons expliciter
I'équation
I, (5¢,0)=-|[[_o:6¢ dv (8)

ou 6¢ désigne une déformation virtuelle, et o I'état de contrainte dans la poutre. Nous

choisirons, bien sir, ¢ de la forme

da, +8),X; —6x;X, Sym Sym

1
8e= E(iia2 —8X.X;) 8v,, Sym (9)

1 1
5(833 +6x,X, ) 5(6\/2’3 + 5V3,z) ov,,

Pour que les contraintes satisfassent I'hypothese (ii) de Bernouilli, il est nécessaire que

— 0-11 0-12 O-13
oc=|o, 0 O (10)
o 0 O

En portant (9) et (10) dans (8), et en décomposant l'intégrale de volume, on trouve

finalement

_= = = = L = =
_Hint(6€,0)=JﬂQG:6e dv:J'OUL(Xl)ozés ddexs)dX1
L
:L(éal | L(Xl)on dX,dX, +8a, [ 0 dX,dX, 483, [, o dXdea)dxl
L
+J0(6X1jfs(x1)(xzo31 _X3021) dxzdx3)dxl

L
+L(6xzﬂ ) XsOn dX,dX, =, If ) X2 dXZdX3)dX1

(11)
Posons alors
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T,(X) =] )0 BXadXs My (X,)= jjs(xl)(xzog1 —X,0,,) dX,dX,
T,(%)= [ )0 BX,0Xs M, (X,)= jjs(xl)Xpu dX,dX, (12)
T,X,) =] )0 BXodXs M (X)) =~ jjs(xl)xzou dX,dX,

avec ces notation, on obtient plus simplement

I, (i?) - J'L(i(SaiTi(Xl) L &M (Xl))) dX,

o \i=1

Oou encore

T= HS(Xl)oel dx,dx, et M=| L(Xl)X1X/\0el dX,dX, (13)

Ill - 3 Contraintes généralisées, équation d'équilibre

Ill - 3.1 Contraintes généralisées
On définit les contraintes généralisées comme étant la fonction
(s°): %, €[0,L] > (°(%,)) = (T, 06, T, (%, ), Ty X,), M, (X, ), M, (X,), M5 (X, ) € R® (14)

On appelle T, I'effort normal, T, et T; les efforts tranchants, M, le moment de torsion,

M, et M3 les moments de flexion.

Si on considere la partie de la poutre a gauche de la section S(X;), alors la normale unitaire
sur S(X;) sortante est n=¢,; la densité surfacique de force exercée par la partie droite de la

poutre sur la partie gauche est on, c'est a dire le vecteur de composante 6,;,61,,0613. En

conséguence,

La contrainte généralisée sP(Xl) est constituée des éléments de

réduction, au centre de la section S(X,), du torseur des forces

appliquées par la partie droite de la poutre sur la partie gauche!

Certains états de sollicitation élémentaires sont appelés 'sollicitations simples', ils
correspondent a des cas de chargement fréquemment rencontrés. Leur étude permet par le
théoréme de superposition I'étude de cas plus complexes appelés 'sollicitations combinées'.

T | Taouzs | My | Mygy3 Désignation

#0 0 0 0 Traction ou compression simple
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0 #0 0 0 Cisaillement pur
0 #0 0 Torsion pure

0 #0 | Flexion pure

0 #0 0 #0 | Flexion simple

#0 0 0 #0 | Flexion composée

Il - 3.2 Equation d'équilibre
Nous allons maintenant appliquer le principe des travaux virtuels pour déterminer les
équations d'équilibre. Pour tout déplacement virtuel, on doit avoir
[ext + Iine =0

Nous avons d'apres (3-4), en incluant des forces ponctuelles et des couples ponctuels

SNy =f Zf - of L (eof iy B Sy A
I =zj (86" F/(x,)+ 8- €°(X,)) X, + > {61 (X)) F' +66(x;)-C'}
i=1

ext - :
i=1JX;

et d'apres (13)

~I1,, = JL( _31(6aiTi(Xl) + 6xiMi(X1))) dX,

o \i

En utilisant la définition des déformations généralisées (6),
L — N —
My == | (8T} T(X,)=80,T, +8w,T, +66 -M(X,)) dX,
Soit en remarquant que &, AT=T,8, - T,¢,
L — N — N - —
I, =— [ (8T -T0¢,)+88, -M(x,) 86" - € AT)) dX,
On décompose alors l'intégrale en somme d'intégrales comme pour les efforts extérieurs

Mp==3 [ (8T T0x,)+ 865, -MX,) - 86 (€ AT)) o,

X
17X

L _
En effectuant une intégration par partie et en notant Xi la valeur de X pris par valeur

supérieur,
=1 X 5 . L
m, = ZIL (8T, (X,)+ 66" -M, (X,)+ 66" -, AT)) dX,
= Fivi Flvi — N\ i+1— v
- %[éuf-(T(X'1+1')—T(X'1+))+6wf (W) =Mk, ) |
Soit
=1 X7 5 . LS
m, = x| (83" -T,(x,)+86&' -M, (X,)+6& - €, AT)) dx,

oy 8(T007) - T067) + 66" (M0)-MX, ) |

i=1

Enfin en application du principe des travaux virtuels
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Bt S L N o
zj (Sﬁf-(ff+T1)+6(TJf-(Ef+M,1+§1/\T)) dX,

i=1

i
1

(15)
4 2] 6T (P T) =T ) ) 468" (€ +MIX; )Mk, ) | =

Comme (15) est vérifié pour tout déplacement virtuel, on obtient pour I'équilibre

Pourchaqueintervalle}X‘l,Xil“[ f'4T,=0 (a)
¢'+M, +& AT=0 (b (16)

PourX, i=1,...,] F+T(X)-TX)=0 (o)
C+MX)-MX,)=0 (d)

Remarque importante :

Sur un troncon de poutre X‘l,Xil“[, dans le cas ou il n'est pas chargé, on a

—

T,=0 et WM,+&nT=0
soit en particulier
dM, dM,

=T, et
dX, dX,

IV - Loi de Comportement élastique linéaire

o, Sym Sym

D'aprés (10), a cause de I'hypothese (ii) de Bernouillic=|0,, 0 Sym

o 0 0

13
Or, pour un matériau élastique la loi de comportement en fonction du module d'Young E

et du coefficient de poisson v est

= 1+v=
€= ——Tr(o)l + —Vo
E E

Soit dans notre cas

1 -V 1+v 1+v
€ :Eonl € = &3 2?011, P :Tolz: €3 = E 013,63 =0

D'ou

T :Hscn dX,dX, =HSE g, dX,dX, :H E a L+ XX5 — XX ) dX,dX,
E

T =U5012 dX,dX, =J'J'Sm g, dX,dX, J'LZ X:X;) dX,dX,
E

T, :JLGB dX,dX, :Hsm g,; dX,dX, —J:[ 20 a 3 F XX ) dX,dX,
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E
M, = [[.(X,05, —X,0,,) dX,dX, = HS 2 (—a,%; +a,X, +x, 06 +X2)) dX,dX,
M, = [[ X;0,, dX,dX, = j jSE (a1X3 XX~ XXX ) dX,dX,
M, =—[[ X,0,, dX,dX,=—|] (3%, =X XXX, ) dX,dX,

Pour simplifier les écritures, nous définirons la fibre moyenne , passant en O sur la section
S(X,), telle que

Hs(xl)E(Xl'XZ’X3 )m dX,dX, :6

C’est a dire
J..[s(xl)E X, dxzdxs =0 et Ijs(xl)E X, dXZdX3 =0

de plus nous choisirons €, de telle maniére que
ﬂs(xl)E X, X, dX,dX, =0

Dans ces conditions, nous obtenons
T, =a, [[.E dX,dX,

azJ' E ddeX3—x1H X dX,dX,

Js2(1+v) s2(1+v)

a3J' E dxzdx3+xlﬂ X axdx,
s2(1+v) s2(1+v)

E s s X,E H X,E
M, = X2+X2) dX,dX, —a dX dX, +a dX,dx
1 =k J'52(1+v)( 2 3> 2 2ﬂ52(1+v) S | T LY B

M, =X, [ .EX; dX,dX,
M, =X, [[EX; dX,dX,

TZ

T3

Si de plus les caractéristiques ne dépendent pas de |'espace (un seul matériau), on obtient :

T,=afS , T,=a,G5S , T,=a,GS

(17)
M, =x,Gl, , M,=x,El, , M,=x,EL
Ou G est le module de Coulomb G= E
2(1+v)

et |; est le moment quadratique autour de I'axe (O,€,).
L= (X +X3) dx,dX,
L =] X3 dX,dX,
I, =] X} dX,dX,
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ETUDE DE SOLLICITATIONS SIMPLES

| - Traction ou compression

| - 1 Définition

On dit qu'une poutre est dans un état de traction (ou compression) quand le torseur des

actions extérieures est de la forme :
T,#0, T,=0, T,=0, M,=0, M,=0, M,=0

On peut se retrouver dans cette situation quand :
f'=fe, c =0, F'=Fe, C=0
Attention : lorsque la longueur est supérieure a environs 8 fois la plus grande dimension

transversale, une poutre sollicitée en compression est calculée au "flambement".

| - 2 Déformations et contraintes

De (II-17) et (1I-18) on déduit :

T,=a,ES, a,=a,=0et x,=x,=X3=0 (1)
Le tenseur des contraintes qui satisfait I'équilibre est de la forme :
|0, 00
o=|0 0 0O 2)
0 0O

ou o,, est une valeur constante dans toute la section. On obtient alors pour le tenseur des

déformations :

% 9 0
E
e=|l 0 v 0 (3)
E
0 0 -y
L E

Relation de la contrainte avec I'effort normal

On sait que
L) =], on dX,dX,

donc dans notre cas
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Tl
=g (4)

Allongement de la poutre

Soit AL I'allongement subi par une poutre de longueur L. Par définition

AL=jv du,
Dans le cas présent, le déplacement d'une section droite est une translation d'axe €, .
du, o,
g,=——+=-—" (5)
dX E

1

Soit

o T.
?" dX, :J i dX, (6)

Y

AL=[ g, dX, =J

Y

Si la section de la poutre, I’effort normal et la constitution de la poutre sont constants

_ Lt (7)

Al=——
SE

Il - Torsion

Les sections droites de contour quelconque, lorsqu'elles sont sollicitées en torsion, se
gauchissent. Ce phénomene remet en cause I'hypothése de Bernouilli. Les poutres droites de

section circulaire ne subissent pas de gauchissement.

Il - 1 Définition
Une poutre est sollicitée en torsion pure si :
T,=0, T,=0, T,=0, M,#0, M,=0, M,=0 (8)

On peut se retrouver dans cette situation quand :
f'=0, ¢'=f¢, F =0, C=C%

Il - 2 Déplacement, contraintes, déformations

De (8), (11-17) et (lI-18) on déduit :
a,=0, a,=0, a,=0, x,#0, x,=0, x;=0 (9)

D'apres (9), on a U’ =0, la section tourne donc uniformément autour de son axe. Y1 est

I'angle unitaire de torsion.
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Comme g, =a, +X,X,

De la loi de comportement, g; =1+TV0
- 1+v 1+v
0 E 0.12 E 0.13
£= 1+T"o12 0 0
1+v
“F On 0 0

Danslerepere (G, €, ,€,,&,)
VM UM) = —w,X,E, +w,X,E,
Or € =CosB¢€,+Sinbe,

et €,=-SinB¢,+CosOé,

U]

—X;X, =0 alors 0,, =0, soit 6=| 0,,

10
013
, —%okkéij ,on tire:
I X
X
|
X
1 Xlz : 0

Dans le repere (G,e,,e,,e;), VM u(M)=-w,X,e, +w,X,e,

Or, & =CosB €, +Sinb e, et &, =—SinB €, + CosB €, , soit :

(M) =w, ré,

XX, |

2
0

Sollicitations simples

(10)

Pour déterminer les déformations, nous utilisons la définition des déformations en

coordonnées cylindriques :

_Oul 1( Ou, +8ur 1 l%Jr&ue
OX, 2\ or 0OX, 2\ r 06  OX,
= ou 1(10u, u, Ou
§6.8) =|S - R e
Blod, & &) ym or Z(r 0 r 8rj
[ QY
Sym Sym r( o +urj
Soit, en utilisant (II-6)
rw I rx, |
0o 0 —= 0o 0 1
_ 2 2
€688 =| 0 O 0O |={ 0O 0 O
Sym O 0 Sym 0 O
et
0 0 =
- E
O@884 =0 0 0| avec t:ZGsXle et G:2(1+V)
T 00

1 8u9
o o Y5
1( Ug , Oug
0 0 = -+
2( r or j
Sym Sym 0

G est appelé le module de glissement ou module de Coulomb. En définitive, on peut écrire :
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(11)
Relation entre la contrainte et les efforts généralisés
. X, El Tl
En utilisant (1I-18) et (11) M, =22 -1 =y G|, =—LX
to2(1+v) 25
Soit
M
T=—Lr (11)
Il

La contrainte de cisaillement est maximale a la périphérie.

Détermination de I'angle de torsion
¥1 est I'angle unitaire de torsion. Donc, si on note O3 I'angle de torsion entre deux sections

A et B, on obtient :

Xg

Xg T
eAB: XAxl XmzJ' a Xm

Xa

soit
XB'\/|
0,.=| —= dX 12
. LAGH 1 (12)
Il - 3 Exemple

Un arbre en acier de longueur L=1m est sollicité en torsion par un couple M=1500 mN. Sous
I'action de ce couple, on désire que I'angle unitaire de torsion reste inférieur a une valeur limite
=0.25 °/m et que la contrainte de cisaillement soit inférieure a 120 N/mm2. On prendra
G=8.104 N/mm?2 et p=7800 kg/m3.

a) Calculer le diamétre admissible D; de I'arbre.

b) On suppose que l'arbre est un tube de diameétre extérieur D,=90 mm. Quel doit-étre le
diamétre intérieur D; ?

¢) Quelle économie de masse a-t-on réalisée ?

Réponses :
a) Pour que la géométrie de |'arbre soit admissible, il est nécessaire de satisfaire deux
critéres.
* Critére de déformation
. M M
On veut y1 <oy soit X, :G—ISOLL ou encore |, >——=43.10° mm*
a
1 L

n 4 4
Or ll :st (Xi +X§) dxzdxg :jj J::rz rdedI’IZT[FZ: T[3Dzl
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32Mm )
Soit D, = ~82mm
nGa,
* Critére de résistance
MD 16M
Onveut t=—2<120N/mm* soit D, > ~ 40 mm
21, 20T

Pour satisfaire au cahier des charges, |'arbre doit au moins avoir 82 mm de diametre.

b) Pour un tube, le moment quadratique est :

4 _nt
[T, ) am, = [0 raoar=" )

Avec la condition 1;<43.105 mma4, on trouve D;=68.3 mm

c) Il est immédiat de constater que le gain de poids est de environs 20 Kg.
Il - Flexion

lll - 1 Flexion pure

Une poutre est sollicitée en flexion pure lorsque :

T1=T>=T3=M;=0 et M,#0, M3+#0 (13)
De (11-17) et (11-18) on déduit :

a,=a,=a,=0 etyx,=0,x,#0,x;,#0,
Soit £, =x,X; —X;X, ete,=€,=0

_ | %u 0, Oy
Comme ¢, :“TVGU —%okkéij eto=lo, 0 O
13
On obtient :
0,,=0,;,=0 eto,, =Ex,X; —EX;X,
Soit, d'apreés (lI-18) :
0, :|\|/2|2X3—|\|/|:X2 (14)

lll - 2 Flexion pure plane

Une poutre est sollicitée en flexion pure plane lorsque :
T1=T>=T3=M;1=M,=0 et M3+#0

D'apres les développements du paragraphe précédent :

M
o, = —I—3x2 = —Ex,X, (15)

3

11
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La contrainte est maximale a la périphérie de la poutre.

Déformée de la poutre

A2
—
Zone comprimeée o0, <0 S 1
> >
Zone tendue o,;, >0 Ly
—

D'apres (1I-6), on peut écrire :

a, =0
X; =0
X, =0
a,=0
a,=0

Soit, en utilisant (11-18)

N
N
-
BN
BN

\

5
5
N
N

u; =Cste=0
w, =Cste=0

w, =Cste=0

u =Cste=0

o _
u2,11 - w3,1 - Xa

d’u) M

dx?

1

3

_E

(16)

lll - 3 Flexion plane simple

Il s'agit du cas particulier ou :
T1=T3=M1=M>=0 et M3#0, T,#0 (27)
(OU T1=T,=M1=M3=0 et M,#0, T3¢0)

La poutre n'est soumise qu'a des efforts tranchants et des moments fléchissants.

* Contrainte normale due au moment fléchissant

0,, =E(a, + X, X; —EX;X, ) =—EX;X, , soit :

o

M

=—_3
1= Xz

3

* Contrainte tangentielle

(18)

Xy+dX,
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Sollicitations simples

Considérons un trongcon de poutre, non-chargé, compris entre X; et X;+dXj.

_ 0-11 O-12 0
Le probléme est plan de telle sorte que c={c,, 0 O0].
0O 0 O
, . , ™ . 0.11 1 +0
Les équation d'équilibre nous donnent en contraintes ’
o]
et en contraintes généralisées sur un trongon non chargé 1 _
M
1

T, =0 |f O BXodX; =0
Jf5, 00y 9%,0X; + [ 0y, dX,dX, =0

Jfs, =01, XX, + [ 04y, dXydX, =0

(™
[__axzj X%, =0
Js, l 1

il M3,1
Hsl—%,z dX,dX, + || ——2X, dX,dX,=0

s, 3

ﬂsl —0,, dX,dX;+

r

T
—2X, dX,dX,=0

Js, 15

I, 70na dX,dX; +

— T
—BB'c,, +|—2jjs X, dX,dX,=0
3 2

Soit en définitive,

T
o ] JJ X, dxdX,

12

* Déformée de la fibre moyenne

. . ipe 1
Rappel: Pour une courbe d'équation y=f(x), la courbure est définie par — =

122

021 =

+€,AT=0

(19)

"

-y
(1+y')3/2

Donc pour des déformées "petites", c'est-a-dire y'<<1, on obtient 1/R=y".

Soit dans notre cas :
f
d’u; M
dx’> El

1 3

SEATECH
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lll - 4 Exemples

Il - 4.1 Exemple de flexion pure plane

Une poutre droite rectiligne de section constante repose sans frottement sur 2 appuis simples
en A et B et supporte une charge concentrée F=1500 N en C et D. AC=CD=DB=a=0,5 m.

a) On commence par déterminer les réactions en appliquant le Principe Fondamental de |a
Statique, qui stipule que La somme des forces appliquées a un systéme est nulle et la somme
des moments appliquées a ce systeme par rapport a un point quelconque est nulle.

Chaque fois que I'on empéche un déplacement on a une force de réaction, chaque fois que
I’on empéche une rotation on a un couple résistant. En A et B, nous avons des appuis simples,
qui empéchent le déplacement vertical. Il y a donc des forces de réaction verticales en A et B.

v
g F F

C D B'

On appligue le principe fondamental de la statique.

Ve

VA+E+E+VB=6

/A E/\E+AT§/\E+E§/\V3 26

Soit en ne gardant que les composantes non nulles
V,-F-F+V, =0

{—aF—ZaF+3aVB =0

Soit V, =V, =F

b) On cherche les contraintes généralisées dans la poutre.
On sait que les contraintes généralisées dans une section donnée sont égales au torseur
des actions extérieures a droite de la section, ou encore, a l'inverse du torseur des actions

extérieures a gauche.

* Plagons nous en une section G dans le trongon de poutre AC a une distance x de A.

Si on regarde « a droite »,
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G

<>

-—[:AC =E+E+\73
MAC ZEAE+ED'AE+@AVB

0 0 0 0
soit Tac = —F—F+V, p=q—F} et Mac =40 =<0
0 0 (x—a)F+(x—2a)F+(3a—x)V, | |xF

. . . . A i dm
Au passage, comme énoncé dans |’équation d’équilibre, on vérifie que =T,

Si on regarde « a gauche »,

Va
I A |e
<>
?AC—_(VA)

0 0 0 0
soit -_I:AC =<=V, p=9-Fp et MAC = 0 =<0
0 0 —(—xVA ) xF

Ce qui, comme attendu, est strictement la méme chose !!

Le trongon AC est dans un état de flexion plane simple.

* Plagcons nous en une section G dans le troncon de poutre CD a une distance x de A.
F Vg

< >
{-T-CD =E+ VB

|\7ico =ﬁAE+€I§/\\73
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0 0 0
soit Teo =4 —F+V, + =40} et Mep = 0 =0
0 0 (x—2a)F+(3a—x)V, | [(aF

Le troncon CD est dans un état de flexion pure.

Il - 4.2 Exemple de flexion plane simple
F F

C A D B

b -
T
a 2a 2a

Une poutre droite rectiligne de section circulaire constante repose sans frottement sur 2
appuis simples en A et B. La poutre est constituée d'un matériau de limite élastique o, . Quel
doit étre le rayon de cette poutre ?
a) On cherche a déterminer les réactions aux points ol sont imposées des conditions aux
limites (en A et B). Comme il s'agit d'appuis simples, il ne peut y avoir que des forces de

réactions.

Ecrivons donc le PFS en calculant la somme des moments par rapport a A :
Va+F+F+Vs=0

/A AEAE+K5AE+KEAVB =6

Soit :
Y _TF
V,-F-F+V, =0 AT
ou encore
aF—2aF+4aV, =0 F
Ve =—
4

b) On cherche les contraintes généralisées dans la poutre.

On sait que les contraintes généralisées dans une section donnée sont égales au torseur
des actions extérieures a droite de la section, ou encore, a l'inverse du torseur des actions
extérieures a gauche.

* soit une section G dans le trongon de poutre CA, a une distance x de C.

-_I:AC Z—(E) N 0 N 0
- _ ., _, soit Tac=1F p et Mac = 0
Misc =—(GCAF) 0 (xf)
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* soit une section G dans le trongon de poutre AD, a une distance x de C.

-I—:AD = —(E+ VA)

MAD :—(EEAE+EA'AVA)

0

soit -_I:AD = F—E =

4
0

0
0 0
F|
—— > et Map = 0 = 0
0 ~(F-(x-a)v,)] |(3x-7a)F
4

Sollicitations simples

* soit une section G dans le trongcon de poutre DB, a une distance x de C.

{?DB =V
Mos =GB A Vs
0 0 0
soit 'T'DB = 5 et MDB = 0 = 0
0 (5a—x)V, (5a—x)F
4

Le moment maximal est atteint pour x=a, soit M3ax=-aP.

M
Oy = Max(—3x2

1y

1

4M 3

J:Max( jXZJ d'ou R:[ﬁj
nR o

e

lll - 5 Etude de la déformation des poutres en flexion

Il - 5.1 Méthode de la double intégration

2 f

2
Onavuque vl
1

3

uy (X, )= JU%dledxl +CX, +C,

3

—2, donc par intégrations successives on obtient:

(21)

ou C; et C, sont des constantes qui seront déterminées par les conditions aux limites.

Exemple :
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On cherche a déterminer la déformée de la poutre.

a) Premiérement on cherche les réactions aux points d'appuis.

F Vp

\7A +E+\7m 26

—

/A|ABAF+ADAVo =0

Y _3F

|V, -F+V,=0 AT a4
soit et

—aF+4aV, =0 F

VD_Z

b) On détermine maintenant le moment de flexion dans chacun des trongons de la poutre.
* Sur le trongon AB : 0<x<a

A

— — = 3
Mae =—GA A Va, soit M,,, =xV ZZFX

f —
Comme Eluf, | =M,

F(3x° F(x
Elsu;l‘AB =Z[T+clj et E|3u2|AB =4[2+c1x+czj
* Dans le trongon BD : a<x<4a
- = = F
Meo =GD A Vo, soit My, =(4a—x)V, :Z(4a—x)

2

F( x Fl X
Bl | =Z(—?+4ax+c3] et ELU)| =4(—6+Zax2 +c3x+c4j

c) Pour trouver les 4 constantes nous allons chercher 4 conditions.

En premier lieu, en A et D nous avons un appui simple, donc pas de déplacement vertical,
f _ f _
cad uj| (0)=0 etu| (4a)=0.

Par ailleurs, au point B, en x=a, nous devons avoir continuité du déplacement vertical ET
de la pente de la poutre déformée, ce qui se traduit par: u;‘AB(a):ug‘BD(a) et

u;l ‘AB (a) - u;l‘BD (a) )

F

8! D
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C’est a dire.

C,=0 7,
u| (0)=0 3 ; C,=-3a
2|8 a a 3 2

—+Ca+C, =——+2a"+C,a+C,

Uy| (a)=u,| (a) 2 6 ¢, =0

2{aB 2lgp

; . » 38’ a e 1
uz1‘AB(a):u21‘BD(a) T+C1:_?+4a +G 3——78
f

u,| (4a)=0 643’ 2
Lo (42) ~2%8 1 323° +4aC, +C, =0 ¢, =32

Et en définitive

Elgug‘AB :g(x3 —7a2x) et El3u;|BD = 2F4(—x3 +12ax* —33a’x +4a3)

Ill - 5.2 Fonctions de singularité
Les fonctions de singularité permettent d'exprimer analytiquement une discontinuité.
On définit la fonction de singularité d'ordre n :
Sin<0 f(X)=c lorsqueX=a
f(X)=0 lorsqueX=+a
Sin>0 f(X)=(X—-a)" lorsqueX>a
f(X)=0 lorsqueX<a

f(X)= <X - a>n telle que

De la méme maniere on définit les régles d'intégration suivantes :
lorsque n<0 j <X - a>n dX = <X — a>n+1

X ) ) - <X_a>n+1
lorsque n>0 f{X a) dx_7n+1

—00

Utilisation pour le calcul des fleches
Soit q(Xl) en [N/m] le chargement linéique agissant perpendiculairement sur une poutre.

En accord avec les notations utilisées dans ce cours (lI-16), par intégration (des efforts
« gauche ») on obtient I'effort tranchant —T,(X, ) en [N] :

—Tz(Xl):ﬂ(;q(x) dx,

et d'apres (II-16b), par une nouvelle intégration on obtient le moment fléchissant en [Nm]
X1

M, (X, )= _LOTZ (x) dx,

Puis en utilisant (16), on détermine la fleche. Donc, par quatre intégrations successives on

détermine la déformée de la poutre.
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Principales fonctions de singularités et leur utilisation

Mo
a 5 X
<—>

Pour une force ponctuelle F, a une distance a: q(x)=F, <x —a>71.

[0 0

11111

<—> X

.. \ . . 0
Pour une force linéique constante w, a partir d’une distance a: q(x):w0<x—a> .

Utilisation dans I'exemple précédent 5.1 :

Comme précédemment on applique le PFS et on calcule les réactions

3F F
V,=—retV,=—
Ag !
F Va F Vp
A B C D Al B! C ID
<
a 3a

Nous allons définir le chargement linéique qui s’applique sur cette poutre. On parcoure la
poutre de x=0 a x=4a et chaque fois que I'on « rencontre » un chargement, on I'écrit.

En x=0 il y a une force résistante, donc:

q(x)=V, (x- O>71 +

En x=a il y a une force ponctuelle F (dirigée vers le bas d’ou le signe -) :

a(x) =V, (x-0)*~F{x-a) " +--

Et enfin, x=4a il y a une force résistante :

q(x) =V, (x —0>71 —F(x —a>71 +V, (x—4a) "

Or, par définition des fonctions de singularité, la fonction (x—4a)" n’est éventuellement

non nulle que pour x>4a, c’est-a-dire en dehors de la poutre ! Il est donc inutile de conserver
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ce terme. Par ailleurs, on peut vérifier que toutes les quantités sont homogénes a des N/m.
En utilisant le PFS, on peut simplifier :

alx)=(3(x) ~4(x-a)""

Par intégration, en respectant les regles d’intégration, on obtient I’effort tranchant.
-T,(x) = 5(3<x>0 ~4(x-a) + cste)

Si on calcule I'effort tranchant pour une valeur négative de x, comme par définition

x—0)" =0pour x<0, on obtient —T,(x)=Fxcste. Or il n’est pas « physique » ou cohérent
{ :

d’avoir un effort tranchant en dehors de la poutre, donc cste=0.

Par intégration, on obtient le moment fléchissant :
F
M, (x) :Z(3<X>1 ~4(x-a) + cste)
Pour la méme raison que précédemment, ne pouvant avoir de moment fléchissant en

dehors de la poutre, on prend la constante nulle. Par ailleurs, comme x sera toujours positif,

on peut remplacer <x>1 par x. Donc,

F
M, (x) =ELuj ,, :Z(3X —4<x—a>l)
Et enfin, en intégrant a nouveau sans oublier les constantes d’intégration,

Bl = 35—2<x—a>2+c1
a2

F(x> 2
Elul :Z[X?—§<x—a>3 +c1x+c2j

Nous n’avons plus que, 2 constantes a déterminer (contrairement a 4 précédemment) !

Pour déterminer ces constantes nous allons utiliser les conditions aux limites du probléeme,
qui dans notre cas sont les appuis en A et D. Donc u} (0)=0 et u}(4a)=0. Pour mémoire, par

définition, pour x=0, on a x<a, donc (x —a>3 =0 I
, . 7,
D'ou C,=0 et C, =—Ea
Donc en définitive :
F 3
El.uf =—(3x3 —4({x—a —21a2x)
=L (o0 -atees
Pour x<aon a:

Elub = %(3x3 - 21a2x) = g(x3 - 7a2x)

ce qui est bien le résultat calculé avec la méthode précédente.

Et pour x>a :
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F F
Bl = (3¢ ~4(x—a) ~21ax | =——(3x" ~4(x’ ~3ax" + 3a’x —a’ ) - 21a'x|
24 24

F
:—(—x3 +12ax> —33a2x+4a3)
24

ce qui, encore une fois, est bien le résultat calculé avec la méthode précédente.

Il - 5.3 Poutres constituant un systéme hyperstatique

Jusqu'alors, nous n'avons étudié que des poutres formant des systemes isostatiques, ou
statiguement déterminés ; c'est-a-dire que nous pouvions déterminer les réactions a |'aide
des seules équations du principe fondamental de la statique. Les réactions qui ne peuvent
étre calculées par les seules équations d'équilibre détermine le degré d'hyperstaticité d'un
systeme.

Considérons par exemple le probléme suivant :

F

C
a b
NNe— ><—
Chaque fois que I'on empéche un déplacement on a une force de réaction, chaque fois que

I’on empéche une rotation on a un couple résistant. En A, on a un encastrement. On empéche

HA
donc tout déplacement par une force de réaction Ra = V, ¢ et on empéche la rotation par
0
0
un moment résistant Ma =1 0 -. En C, on a un appui simple qui empéche le déplacement
MA
0
vertical par une force de réaction R = Ve
0
Va F Ve
M, A H, B C

Par application du PFS,

ﬁA+E+§C:O
/A MA+K§AE+KEA§C:6
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H,=0
soit V,-F+V.=0
M, —aF+(a+b)V, =0
Nous avons 3 équations et 4 inconnues, le systeme est donc hyperstatique de degré 1.
Pour lever cette indétermination, il suffit d’utiliser une condition cinématique, comme par
exemple le fait que le déplacement vertical en C est nul. Pour déterminer le déplacement
vertical nous utilisons la méthode des singularités.

On commence par lister toutes les sollicitations :
q(x)=-M,(x —0>72 +V, (x —0>71 —F(x —a>71 +V, <x —(a+ b)>
Le dernier terme est toujours nul. Par intégration on obtient I'effort tranchant
-T,(x)=-M, <x>_1 +V, <x>o —F(x- a>°

Puis le moment fléchissant

M, (x)=ELu} ,, =M, (x)” +V,x—F(x—a)’

-1

La pente de la déformée
2

Fo x° F 2
ELu,, =-M,x+V, ?_E<X —a> +c,
Et la déformée
2 3
X x> F 3
Elu} :—MA—+VA———<x—a> +c,Xx+c,
2 6 6
Pour déterminer ces constantes nous allons utiliser les conditions aux limites du probléme,

qui dans notre cas sont I'’encastrement en A. Donc pas de déplacement vertical, c.a.d

u,(0)=0 et pas de rotation, c.a.d u,,(0)=0. Pour mémoire, par définition, pour x=0, on a

x<a, donc (x—a)’ =0 ! Si bien que uf, (0)=0=>c, =0et u}(0)=0=>c, =0.

Soit :
2 3
X X F 3
ELul =—M, —+V, ———(x—a
32 A 2 A 6 6< >
On peut donc maintenant déterminer I'inconnue hyperstatique en écrivant ug(a +b)=0.
2 3
a+b a+b F
Soit:—MA( ) +VA( ) -—b*=0
2 6 6

Et avec le PFS on obtient :

Fb| (a+b)’ —b’ Fa’[3(a+b)— Fa’[3(a+b)—

s v r3are)a] | F[3(arb)a]
2(a+b) 2(a+b) 2(a+b)

M

A A
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METHODES ENERGETIQUES

| - Théoremes de I'énergie en élasticité linéaire

| - 1 Notations et définitions

On note U, eeto les solutions du probleme général d'élasticité linéaire. Les autres champs

de déplacement seront notés v, ceux de déformations e et ceux de contraintes s.

a) Champ de déplacements cinématiquement admissible (C.A.) :

Un champ de déplacements v est dit cinématiquement admissible, si il satisfait:
- les conditions de régularité (continuité et différentiabilité)
- les conditions aux bords V(X)=U(X) VXe 0Q,

b) Champ de contraintes statiquement admissible (S.A.) :

Un champ de contraintes s est dit statiquement admissible, si il satisfait aux équations
d'équilibre:

divis)+ F(X)=0 VXeQ )
s-R=F(X) V X €00,

c) Energie de déformation élastique :

On appelle énergie de déformation élastique d'un champ de déformations e:

Wie) = [ ﬂﬂw(Z) dQ ouw(e) :%C;:; 2)

d) Energie complémentaire élastique :

On appelle énergie complémentaire élastique d'un champ de contraintes s:
-1

W*é):mow*(:) do otlw*(;)zéi s:s 3)

e) Energies potentielles :

On appelle énergie potentielle élastique d'un champ de déplacements v C.A.:

g(v)=W(Bv)—mOf.v dQ—jaQFF-v doq (4)
ou BV est le champ de déformations dii au champ de déplacement v, c'est-a-dire:
_1 T
B= E(V +V7)
On appelle énergie potentielle élastique d'un champ de contraintes s S.A.:
€06)=-W'(s)- || (s00)-7ix)-Ux) don (5)
oy
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| - 2 Théoreme fondamental

Proposition :

Pour tout champ de déformations Z et tout champ de contraintes ;, on a:
W(E)+w*(§)—m QE(X):E(X) dQ >0 (6)

et I'égalité n'a lieu que si et seulement si e et s satisfont la loi de comportement

w1l

Ol
o I

Démonstration :

C estun opérateur défini positif. Donc,

vXeQ,Vs(X)eR* s, R? _Max {?(X) - 5(X) %?(X) : C(X)§(X)} _ %;(X) L (X)s(X)

e'(X)eR g R

1 —_

Comme le maximum est atteint pour E(X) —C (X);(X) , on peut écrire

— =1

Ve(X)e R® o, R?, Vs(X) e R* o, R? %Z(X) . C(X)e(X) + %:(X) :C (X)s0¥) —e(X): s(X) >0

Par intégration, on retrouve donc bien (6).

Il est évident que si la loi de comportement est satisfaite pour E(X) et ;(X), alors nous avons

égalité.

Théoréme fondamental :

Le triplet (U,€,0) est solution du probléme d'élasticité linéaire

uestCA.
= Vv CA.
oestS.A. _
VXEQZZ%(VG-FVTU) sietseulementsi| Vs S.A. ) ) (7)
= §(v) 2 &) =§ (0) 2§ (s)
o=Ceg
Démonstration :

Soient V C.A. et s S.A.; d'aprés (6) on a
W(BV)+W*(§)—MQBV:§ do >0

Par application du principe des puissances virtuelles et des équations d'équilibre (1-18), on a
fﬂQBv:s dQ:jﬂQf-v dQ"'ﬂmFF'V d&Q+ﬂmusn-v doQ

(15 ane

En reportant dans (6) ) )
W(BV)—MQ?C dQ—jJaOF-C doq > —w"(§)+ﬂao si-U don

<!

doo+ [ si-U dao
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Soit, en u_tilisant (4) et (5)
§V) =€ (s)

Il - Energie de déformation en RDM

Il - 1 Cas général

Nous sommes dans le cas ot £(t)=¢ (o) ,donc :

w==[f oie da=_[[[ F-i da+_[| Fu doas [ on-U don

1
W= E'HJQ(O'MEM +0,,€,, +035€5; +20,,€,, +20,,€,; +20,,6,, ) dX,dX,dX,
Soit dans le cas des poutres, d’apres (lI-10)
1
W= EHJQ(GHSH +20,,€, +20,€,;) dX,dX,dX,
Puis par définition des déformations généralisées (II-7)
1
W= Eﬂfﬂ(on (a, +X,X; XX, ) +0,, (3, = X:X; ) + 055 (3 + XX, )) dX, dX,dX,
Et d’apres la définition des contraintes généralisées (11-12)
1(Te
W:EJ [Z(ai'l'i +xiMi)}dX1 (8)

oLi=1

Mais comme d'apres (1I-17) et (11-18),
a,ES T a,ES M X; EL;

T,=a,ES, T,= , T, = M, = , M, =Ex,l,, M,=Ey,!
o 21+v) 7 2+v) T 2@4y) TRt Rl
on obtient
rLr
1 2 2 I 2
W==2| [ES|a?+—22 4B Jpgl 2K gy g2 a2 gy (9)
2 20+v) 2(1+v) 2(1+v)
Ou encore
—
o0 e s K W VNV i V & 1z~ =5
W==| | 2+2+2+L+—2+2 dX1=Z—(Fi-ui+Ci'ei) (9)
2] [ES GS GS GI, El, El W)

Dans le second membre de (9), pour I'exemple et par soucis de simplification, nous ne

présentons que des chargements ponctuels, mais la généralisation ne pose aucun probleme.

Il - 2 Cas particulier de la Traction/Compression

Soit un barreau de longueur L, de section S, soumis a une force F a chaque extrémité.
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On a donc, T1=F et T,=T3=M1=M>=M3=0 et
L
WzlJ' T—lzdxl
2),ES
Soit dans notre cas
_FL
" 2ES

(10)

Il - 3 Cas particulier de la flexion plane simple

Soit une poutre droite soumise a des charges transversales, c'est-a-dire T{=T3=M1=M,=0 et
T,#0, M3#0

Dans ce cas

L
TZ MZ
W=1J {—2+—3}dx1 (11)
2] [GS EL

On peut vérifier que, dans la plupart des cas, I'énergie associée aux contraintes de
cisaillement est négligeable comparativement a I'énergie associée aux contraintes normales.

Soit,
L

1 M
Wx=| —2dX, (12)
2], El

Exemple :
Considérons une poutre droite de longueur L, de section circulaire de rayon R, posée sur

deux appuis simples en ses extrémités et supportant un charge verticale P en son milieux :

V,=P/2 Vg=P/2
P P
C
A C B A | ! | B
> <
L/2 L/2
-1
P 1 L
=—(x) —P(x——
a=2fx)" -p{x-L)
0
P L
T, = ——<x>0 +P<x ——>
2
1
P L
M, ——<x>1 —P<x——>
2
L 2P? P’ P’L
TjXm—J —dX1+J’ dX, =—
o 4 L 4
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L

- PZXZ L PZ P2L3

[EME dX, :JZ dX, +J T(X-LYdX, =—
0 . 4 L4 48

N

Comme la section est circulaire de rayon R: S=nR?, I, =nR* /4

LTz
72Xm 2 4 2

0 GS 2(1+v) 1 PL EnmR 48 R

2 = X —— X ——X x——=6(1+v) —| <<1

J’ M2 E nR 4 4 PL L

—3dX
El,

0

Car R<<L. Donc on peut légitimement négliger l'influence du cisaillement.

Il - 4 Cas particulier de la torsion
Soit une poutre droite soumise a un moment de torsion, c'est-a-dire T,=T3=T;=M,=M3=0

et M1#0
Dans ce cas

Lan
W:J M, dX, (13)
. 2Gl,

Ill - Théoréme de réciprocité de Maxwell-Betti

On considere deux états d'équilibre d'un méme systeme.

- L'état d'équilibre I, défini par les champs o , €,U', correspond a des forces volumiques f!
et a des efforts surfaciques F' sur 0Q.

=
divo + f'=0 dansQ
=l N
o-n=F sur 0Q
=l =l

- L'état d'équilibre 11, défini par les champs o , € ,u", correspond a des forces volumiques

' et a des efforts surfaciques F" sur dQ.

=l N
divo +f"'=0 dansQ

o -n=F" sur 0Q

Par application du principe des puissances virtuelles, au champ de contraintes ¢ en

prenant pour champ de déplacement virtuel 4", on obtient:

[Io: aa=[l,f-u aasf Fa son

Oro:e =eCe =0 :€, soit

jjjo;c.” ) dQ+jj80 E" U d@Q=JJfQ¥I ' dQ+jjao FI U don (4
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Le travail d'un systeme de forces (?',?') dans le déplacement produit par le systeme de
forces (?”,?”) est égal au travail du systéme de forces (?”,?”) dans le déplacement produit

par le systeme de forces(?',l_f').

Application :
P
N
L
<

Dans le probleme suivant, la fleche est donnée par :

P
y= —E(ZE —3L2X+X3)

Quelle est la fleche, a I'extrémité de la poutre si on applique une charge Q a une distance 'a’'
de cette extrémité ?
Q

7/

<>
- Soit (yp)q la fleche au point d'application de la charge P due a la charge Q.
- Soit (yq)p la fleche au point d'application de la charge Q due a la charge P.
Par application du théoréme de réciprocité :
(ve)a P = (yalr Q
Soit

Q 3 2 3
=——(2"—-3a+a
(Voo == ( )

IV - Théoreme de Castigliano et applications

IV - 1 Théoreme de Castigliano

Considérons un systeme de forces I3, (i=1...n) appliqué a une structure. Ces forces et les

réactions constituent le systéme I. A chaque point d'application de ces forces, on a un
déplacement (4,),. D’apres (9), I'énergie de déformation est alors
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1 =2 5
W:EZPi'Ui

On cherche la variation de | ‘énergie par rapport a une force donnée ou encore la dérivée
de I'énergie par rapport a une force par exemple I_5r Par définition de la dérivée, on a pour
tout accroissement 65 :

w, 5P =lim= (W(ﬁ+esﬁ)—W(ﬁ))
ae -00
Augmentons donc la valeur de I3;, d'une quantité 98!5:. On constitue ainsi un systéme de

forces 1. En chaque point d'application des forces on aura alors un déplacement u, +66u,, et
1_ - S .
W, :EZ(Pi +066P)-(u +066u)

Par application du théoréeme de réciprocité, on peut alors écrire
> (P+06P)-U =P (J +664)

Soit
5P -U, =X P-84
Puis
T = aem o ooy 1o o
W, =W =2 2(R+B6R)- (U +085u)-—2.R-u
O
:—ZPi-Géui+—266Pi-(ui+96ui)
:-esp 0 += 96P (4. +054,)
=5925E~zsar+eesﬁ.ar
Ou encore
8—W6P—Im1( 6’5P - 51, +05P - uj P -4,
OP 8009

Donc avec un abus de notation, on écrira classiquement :
oW

—_— ur
op

ou u, est la valeur du déplacement compté positivement dans le sens d'application de la

(15)

force

En généralisant le développement précédent, on peut énoncer le théoreme de Castigliano:
La projection du déplacement du point d'application d'une force sur la direction de
cette force est égale a la dérivée partielle de I'énergie de déformation par rapport a
cette force.

Le vecteur rotation du point d'application d'un couple quelconque, projeté sur I'axe

de ce couple, est égal a la dérivée partielle, par rapport au moment de ce couple, de
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I'énergie de déformation.

IvV-2 Conséquence: Principe du travail minimum ou théoreme de
Ménabréa

Considérons une poutre hyperstatique reposant sur des appuis invariables.

Les appuis introduisent 6 inconnues R{, Ry, My, R'y, R'5, Mg. Or, il n'y a que 3 équations
d’équilibre ; le systéme est donc 3 fois hyperstatique.

Rendons la poutre isostatique en supprimant les liaisons surabondantes (par exemple en
A).

Ce systeme a la méme énergie de déformation que précédemment. Par application du

théoréme de Castigliano, comme la section A est encastrée, on obtient :

w_oaw_ oW
oR, oR, oM,

ce qui donne 3 équations linéaires en Ry, Ry, M.

Les valeurs que prennent les réactions hyperstatiques correspondant aux liaisons

surabondantes rendent stationnaire I'énergie interne.
C'est le théoreme de Ménabréa ou théoreme du travail minimum.
IV - 3 Exemples

IV - 3.1 Poutre console
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On considéere une poutre console, supportant une charge P en A et encastrée en C de longueur
L. Quelle est la fleche en A et au milieu de la poutre B ?

L/2 L/2

a) La poutre est sollicitée en flexion. Le moment fléchissant est M3=-Px
D'apres (12)

L L
MZ 2.,2 23
wzlJ —3dx1=1J P ax, =P
0

1

2, El 2 ElL 6El,
Donc
ow P
Uy=——=——— (vers le bas)
oP 3El,
b) Pour déterminer le déplacement du point B, on applique en B une charge fictive Q.
P Q
A B ¢ N
<>
L/2 L/2

Pour 0sx<L/2 Ms3=-Px et pourl/2<x<L Ms3=-Px+Q(x-L/2)

d'ou
3

(87* +Q’-5pPQ)

~ 48E
et finalement
oW N 5PL°
u, = | - (2Q-5P) =-—-r
oQl,, 48ElL . 48EL

IV - 3.2 Treilli de barres
On considére un treillis de barres articulées. Chaque barre est constituée du méme matériau
et a la méme section.On cherche le déplacement du point C.
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A
A
A
A 4

Pour ce faire, on applique en C deux charges fictives Qx et Q, (avec Qx = Qy =0)

F3
-—-F+Q, =0
- 7"
Equilibre du nceud C : ,
—+=+Q, =0
2
F
—F4+ﬁ+ﬁ>=0
Equilibre du noeud D : -
__3_|:5:0
V2
F
Fz—ﬁ—l:lzo
Equilibre du noeud B : -
S 4F—F =0
J2

D'ou
F=Q,+2Q, -F, F=Q,+Q,, F=-Q,v2, F=FK-Q

y

R=Q,, F=v2F-Q,)

yl
Par application de (10),
s FLL. 1 &,
wW=S—""—-_" SYFL
EZSiEi 2ES

d'ols
L
W:ZS—E(F12+F22 2 +F B 2R

*Détermination du déplacement vertical du point C

oW L
o :E(4(QX+2Qy—FB)—Z(QX+Qy)—4\/5Qy—2(FD—QV)+2QV—4\/5(FB—QV))

Y

Q,=0
Q=0
Soit
L
Ay, = —E(ZFD +4F, (1+\/§))

*Détermination du déplacement horizontal du point C
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oW L
AX . =—— =——(2(Q, +2Q,6 —-F)+2(Q, +Q
¢ 0Q,|o,-0 ZSE(( X o ~R)+2AQ, y))Qx:O
Q,=0 Q,=0
Soit
2LF
Ax, =——2
SE

IV - 3.3 Application aux systémes hyperstatiques

a LN

L

A 4

La réaction en A est une réaction surabondante.
-1 0
q(x)=R, <x> —w<x>

d'ou

puis d'apres (12)

Yy 1 12 L wl
W= S dx=—| R ——wR, —+
J2E, 26, *3 4 20

Or comme le déplacement vertical du point A est nul
ow 1 N
i fm )

oRr, 2ELl*3
d'ou
3wl
Ay

V - Equation de Bertrand de Fontviolant

V -1 Enoncé

-63-

L'équation de Bertrand de Fonviolant est une application directe du principe des puissances

virtuelles. Nous avons vu (14), en considérant deux états d'équilibre d'un méme systeme,

que:
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.o an=ff,f dsf,Fa con

Si le systéme n'est soumis qu'a J forces ou couples ponctuels

m; e d0=3TF-0'0)+ 1C'(x)

d'ou, en développant I'énergie interne, on obtient:

L
[ [Tl'Tl" . T . TT! N MM . MM N MLM! j ax, =

JLES G GS Gl E, El, (16)
SELU) + 26 (x)
i=1 i=1
V-2 Application : Evaluation des réactions hyperstatiques
surabondantes
& L -
) © i ® Ve
A LWLLLLLLLER o WL He
C C M.
h
A J B B HB

Réaction en B : Hg, V3.
Réaction en C: M, Hc, Vc.

Le systéme est hyperstatique de degré 2.

Hy +H. =0
V; +V.—wL=0

wl?

MC _VBL+HBh+T:0

* On définit le systéme | par le portique isostatique associé (on supprime l'articulation en
B).
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surAB M, =Hy

wx’

RIS RREY!

surBC M, =H;h—V,x+

surAB M =Fy
surBC M; =Fh—Fx

Le point B ne se déplagant pas

En négligeant l'influence des effort tranchant et normal, par application de (16), les points
B et C étant fixes, on obtient :

h L
MIMII MIMll
J : 3dy+J > 3dx=0
0

E IAB AC

0

Jhi (Ray)(Ry)Jdy + [L%KRBXh Ry X +wTX2)(F1h - sz)}dx -0

OEIAB o ~AC

H,Fh? 1 2 L 2 L L

%+I—[FlHBhZL—FthB3+FlhmE—FZHBhEWZVBg—lrzmE
AB

AC

0

| H.h? 12 1 12 R
Fl(&+HBh2L—hVB—+hw— +F| -Hh—+V,——w— |=0
2l,, 2 6 2 3 8

Ceci doit étre vrai en particulier pour F1=0 ou F,=0, d'ou

3l,cHh’
TACE 4 6HhL—3hV, +hwl® =0

AB

—12HhL* +8V,° —3wl* =0

I
Soit, en posant k=2~

|, sL
2
_wl et V- 3wL(k+1)
4h(4k + 3) 2(4k +3)

B
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FLAMBEMENT

| - Stabilité d'une poutre en compression

Flambement

On étudie le comportement d'une poutre droite soumise a une compression P et une

charge répartie transversale q(x). On se place dans la configuration déformée de la poutre.

q(x)

D'apres (lI-16) nous savons que I'équilibre se traduit par :
Pourchaqueintervalle]Xil,X;”[ f'+7,=0
¢'+M, +8 AT=0

PourX! i=1,...,) F+T(X)-T(x.)=0

Or dans le cas présent, pour un trongon, nous obtenons :
f =8, , &' =0,C° =C' =0, F° =—F' =P

et en considérant la déformée

1
_é1 = u£,1
0
soit
T,,=0
T2,1 = _q(x)
M,, +T,-Tuj, =0
T,(0)=-P
ou encore
T=-P
T2,1 = —CI(X)
M, ,, —q(x)+Pu,, =0

et enfin en utilisant I'expression du moment fléchissant (11l -20)
M, = Elau;n

on peut conclure que

f f
ELu, 1, +PU, = a(x)

C'+M(X;") ~M(X;")=0

(a)
(b)
(c)
(d)

Si la charge latérale est nulle, I'équation d'équilibre se traduit par :
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dul _d’uf
El, dx; +PK;:O (6)

Une solution triviale de (6) est u} =0, mais dans le cas général on trouve:

ub(x) = ¢, + ¢, X + ¢, sin(nx) + ¢, cos(nx) (7)
ou
P
n=_|— (8)
El,

Pour déterminer les 4 constantes, nous utiliserons les conditions aux limites suivantes :
* Le déplacement latéral de la fibre moyenne
ul(x) = c, +c,x +c, sin(nx) + ¢, cos(nx) (9a)

* La pente de la déformée de la fibre moyenne

uj , (x) =c, +nc, cos(nx) —nc, sin(nx) (9b)
* Le moment fléchissant
M
U;,n(x) = ) = —n’c, sin(nx) —n’c, cos(nx) (9¢)

3

* L'effort tranchant (en utilisant (3))

T, (x) __ M () _ Pu£,1
El, El, El
= _u;,111 - nzu;,1 (9d)

=n’c, cos(nx) —n’c, sin(nx) —n*(c, +nc, cos(nx) —nc, sin(nx))

2
=-n’c,

Il - Etude de quelques cas simples

II-1 Colonne Rotule-Rotule

Nous considérons une poutre rectiligne ayant une rotule a chacune de ses extrémités. Nous

recherchons alors la charge critique de flambement que peut supporter cette poutre.

A

> &2 p

<

En chaque rotule le déplacement latéral et le moment sont nuls. Donc, si on élimine la
solution triviale u} =0, I'équilibre se traduit par une déformée de type (7) avec pour
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conditions aux limites:

u(0)=c, +c, =0

M,(0)/El, =-n’c, =0

ub(L)=c, +c,L+c,sin(nL)+c, cos(nL) =0
M, (L) / El, =—n’c, sin(nL) —n’c, cos(nL) =0

soit,
c,=0
c,=0
c,sin(nL)=0
c,=0

si on élimine la solution triviale, on obtient un équilibre pour nL=N7w. C'est-a-dire, en

utilisant (8), pour chague compression telle que :

(Nm)*El
P=L723 (10)
et la déformée est telle que:
. [ Nmx
uZ(x)zcasln(Lj (11)

On remarquera que le déplacement latéral est indéterminé !

En conclusion :
2

TUEl
* Pour P<P, =L—23 I'équilibre est stable la poutre ne flambe pas. Om——C)

2
‘ A
* Pour P=P_ = 5 poutre flambe

L2

4TCEl
* Pour P, <P<L—23 I'équilibre est instable

z TNA

41°El
* Pour P= : 3 |a poutre flambe

*  ..etc ...

11-2 Colonne Encastrée-Libre

Nous considérons une poutre rectiligne encastrée a l'une de ses extrémités. Nous

recherchons alors la charge critique de flambement que peut supporter cette poutre.
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A I'encastrement, le déplacement latéral est nul, ainsi que la pente et I'effort tranchant. A
I'extrémité, la poutre est libre de tout moment. Donc, si on élimine la solution triviale u; =0

, I'équilibre se traduit par une déformée de type (7) avec pour conditions aux limites:
u(0)=c, +c, =0

uy,(0)=c, +nc, =0

T, /El,=-n’c,=0

M, (L) / El, = —n’c, sin(nL) —n’c, cos(nL) =0

soit,
c,=-¢C,
c,=0
c,=0

3
c,cos(nl)=0

Tt
si on élimine la solution triviale, on obtient un équilibre pour nL:(ZN—l)E.

La charge critique est donc atteinte pour :
b — TEl
@y

et la déformée est telle que:

fly) — _ ™
u,(x)=c, (1 cos( oL B (13)

I1-3 Colonne Encastrée-Rotule

(12)

Nous considérons une poutre rectiligne encastrée a lI'une de ses extrémités, dont l'autre
extrémité est astreinte a reste dans |'axe. Nous recherchons alors la charge critique de

flambement que peut supporter cette poutre.

N

A I'encastrement, le déplacement latéral et la pente sont nuls. A 'extrémité, la poutre est
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libre de tout moment et ne peut se déplacer latéralement. Donc, si on élimine la solution
triviale u} =0, I'équilibre se traduit par une déformée de type (7) avec pour conditions aux
limites:

u(0)=c, +c, =0

uy,(0)=c, +nc, =0

u'(L)=c, +c,L+c,sin(nL)+c, cos(nlL)

M, (L) / El, =—n’c, sin(nL) —n’c, cos(nL) =0

soit,

Si on élimine la solution triviale, on obtient un équilibre pour nL=1,43~.

La charge critique est donc atteinte pour :

’El
Pcr = = 32 (14)
(0,7L)
et la déformée est telle que:
1,43 . (1,43
ui(x):c{cos( Lnxj—0,223sm( Lnxj+%_lj (15)

Ill - Généralisation : Formule d'Euler

Historiqguement, on appelle "formule d'Euler" la charge critique d'une poutre Rotule-
Rotule.

Pour l'appliquer aux différentes combinaisons possibles d'appuis, on définit la charge
critique comme étant:
2
_T El,
cr (KL)Z

ou L représente la longueur de la poutre et KL la longueur d'une colonne Rotule-Rotule

équivalente.
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K=1 K=2 K=0,7 K=0,5
Rotule-Rotule  Encastré-Libre Encastré-RotuleEncastré-Encastré

Pour déterminer le facteur K on peut effectuer les développements mathématiques, ou
bien utiliser des arguments de symétrie.
Par exemple, dans le schéma ci-apres on représente en noir la poutre étudiée, et en gris la

symétrie utilisée pour retrouver la colonne rotule-rotule.

=2 K=0,5 =1

Autre écriture :

2 2
TCEl TUES
= 3 = (16)

Pcr - 2 2
EC
r
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. . | — .
ou S est la section et r= \/g est le rayon de giration de la section.

KL , - .
— est appelé le coefficient d'élancement de la colonne.
r

La contrainte critique correspondante est alors

P ’E
= — 17
o-cr S (KLJZ ( )
r
IV - Exemple

On cherche la charge maximale que peut supporter la structure ci-aprés. Ce systeme est
constitué de deux colonnes (poutre en |) encastrée a leur base, supportant une poutre

supposée infiniment rigide.

P P
Direction
Poutrerigidé . o m = = = - ” arriere
A Direction
latérale y
z
L I,=9,18 106 mm*

I, = 4,88 106 mm*
S =2960 mm?2
E =200 Gpa

Y Ge =200 Mpa

s T e

Comme l'indiquent les courbes pointillées, on peut identifier deux mécanismes de

flambement, I'un dans la direction latérale et I'autre dans la direction arriéere.

* Flambement vers l'arriére

On se trouve dans la configuration d'une poutre encastrée-libre, donc K=2 et le coefficient

d'élancement de la colonne dans la direction arriére est
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KL KL _ 2x410°
g \F 9,1810°
S 2960

* Flambement latéral

=143,6

On se trouve dans la configuration d'une poutre encastrée, donc K=1 et le coefficient

d'élancement de la colonne dans la direction latérale est

KL KL 410°
—= = =98,5

v, \/4,88 10°
S 2960

* Charge maximale

Le coefficient d'élancement ayant une valeur maximale pour le flambement vers |'avant, il
s'agit du cas le plus défavorable. On peut alors déterminer la charge critique supportée par

une colonne:
T’ES 1’ x20010° x296010°°

“ (KLJZ 143, 6
]

Comme chaque colonne supporte la moitié de la charge totale appliquée, on peut conclure

=283343N

que
Pmax= 566,5 kN
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COMPORTEMENT AU DELA DU DOMAINE
ELASTIQUE
CHARGES LIMITES

(Chapitre en cours de rédaction .... Approche de I'analyse limite par I'exemple)

| - Introduction

I-1 Critéres de défaillance

- Criteres cinématiques : Définis par le cahier des charges
- Criteres de résistance :
*Rupture statique brusque (comportement élastique fragile
* Exces de déformation plastique
* Rupture par fatigue
* Fluage
* Ecroulement

* ..etc...

I-2 Comportement du matériau

A c A c
/—\ Oe| —
€ €
> >
Comportement réel Comportement élastique-plastique parfait

SEATECH
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Il - Analyse limite en traction

II-1 Analyse élastique

Ce systeme est hyperstatique de degré 1.

-75-

En appliguant le Principe Fondamental de la Statique pour traduire I'équilibre du point A,

Pour résoudre ce systéme hyperstatique, on écrit la compatibilité des déplacements en A.

on obtient :
T T
24T, +22—-F=0
RN
—h-i-i:()
NG
B C
A
ﬁLAB
AL,
AL
ALAB—WAC
avec
T 2 T L
AL, =28 et AL, =-£€
AB ES AC ES
soit en définitive:
F
Ty=——
AB 2+\/§
2F
T =
AC 2+\/§

SEATECH
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La contrainte normale dans chaque barre est constante (état de traction pure). Le premier
barreau qui atteindra la limite d'élasticité est le barreau AC. On peut alors déterminer la

charge limite d'élasticité F,, ou encore la charge pour laquelle apparait de la plasticité :
T
soit

F =50e(1+\/1§j (2)

et le déplacement correspondant

AL, 2Ot (3)

AC, E

1I-2 Analyse élastique-plastique

Pour une charge F>Fe le barreau AC est entierement plastifié et ne peut supporter de
charge supplémentaire. L'effort normal dans le barreau AC est donc constant et égal a Sce.

En appliquant le Principe Fondamental de la Statique pour traduire I'équilibre du point A

(isostatique), on obtient :

TAB TAD
—=+So,+—=—-F=0
V2t 2

TAB TAD 0

N

5y

soit,

1
:TAC:$

Lorsque le barreau AB (ou AD) atteint la limite d'élasticité, alors les trois barreaux sont

T

AB

(F-So,) (4)

plastifiés et la structure n'est plus en état de déformation limitée (mécanisme de ruine).

On peut déterminer la force limite pour laquelle on atteint ce mécanisme de ruine :

T
On cherche la force Fi telle que fz o,.Soit :

F =50, (1+2) (5)
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et le déplacement correspondant

20 L
AL, =~2AL,, == (6)
FA
Ff--mmmmmmmm 2 ;
1
Fop-------3 |
! =141
| 1 a
1 1
1
! | AL,
1
: >
ol 20, L
E E

Au-dela du comportement élastique, la structure dispose d'une "réserve" de 41% avant de

rompre !

A

1
1+—=  1+2

2

Attention : Le déplacement n'est plus proportionnel a la charge appliquée. Le principe de

superposition des contraintes ne peut plus étre utilisé.

1I-3 Décharge

On se place juste avant la charge ultime. Les barreaux AB et AD sont élastiques. Le barreau
AC, par contre, est plastifié et a subi un allongement permanent. A la décharge, le
comportement des trois barreaux est élastique. La barre AC sera comprimée et les barres AB
et AD tendues.

Pour trouver les efforts normaux résiduels, on remplace F par -F, dans (1) pour obtenir le

retour élastique, puis on superpose avec (4)
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2
(7)
(1+«/5)
T, =50, —250,"—="=50,(1-+72]
' 2+ﬁ
A
1
1
1_i2 F
2 so,
1 J_ >
1+— 1++/2
/ \/2_
1-v2
lll - Analyse limite a la torsion
lll-1 Généralités
On a vu que pour un cylindre soumis a de la torsion pure :
M
T=Gry, =—2=r
1
O, Casl : On augmente le couple de torsion de telle sorte que les

fibres extérieures atteignent la limite d'élasticité ce.
4
R .
Comme |, = S nous obtenons donc le moment limite

élastique
nR?
M,, = S (8)
et
M L
eezj—ldxlz O (9)
Gl, GR
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Cas2 : On augmente le couple de torsion. La déformation

augmente, donc l'angle de torsion augmente, mais Ia

contrainte ne peut dépasser la valeur limite c.

O, Cas3 : La limite d'élasticité est atteinte dans toute la section du
—_— cylindre. Toutes les fibres supportent donc une contrainte G,
E et rien ne s'oppose a la rotation de la section. Le couple limite
— est alors :

M, = H(Xzola —X;0,,) dX,dX,
:ﬂ(rcosece cosB—rsinB(—sin6)) rdédr

:2rtoef§r2 dr

2 4
M, ==mo RP=—M (10)
1L 3 e 3 le

Il existe donc une réserve de 33% avant |'écoulement de la section ne soit complet.

lllI-2 Exemple
Mg
B
- A %----------_
NE

Soit un cylindre plein de longueur L encastré aux deux extrémités. On lui applique, a un
tiers de sa longueur, un couple de torsion Ms.

* Analyse élastique
M, +M, =M,

et

SEATECH
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2
M, =—M,
Soit i
MC :§MB
A la limite du comportement élastique, la section A commence a plastifier. Soit MA=M, et
3 3nR?
MBe :_Mle = 0-e
2 4

* Analyse limite

Le seul mécanisme de ruine possible est lorsque les deux sections en A et C on atteint la

valeur limite. Soit :

4
M, =M. =M, :§M1e

et
8
Mg, = EMle
MBI/MBe=1;78
Donc, a partir de I'apparition de la plasticité, on dispose encore d'une réserve de 78% avant

la ruine compléte de la structure.

IV - Analyse limite a la flexion

IV-1 Généralités

e A 2
._(_
=
SO I A jli».._ P -
>
—
o

Dans le cas de la flexion plane, la contrainte varie linéairement avec |'épaisseur,
M
3
=——X,

011

3

ainsi, bien sar, que la déformation axiale

(o)
€1 = % =—X:X,

Le moment maximum est atteint lorsque les fibres extrémales subissent une contrainte ce.
Soit :
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M, =+0 = (11)

3e e h
w=I3/h est appelé le module de flexion.
Si on dépasse le moment M3e alors les fibres inférieures et supérieures plastifient. Lorsque
toute la section est plastifiée, on dit que I'on a une rotule plastique.

o o
A2 A2
— —
| —i —
] 1 > a— 1
Bt S I v I
——————————————————————————————— :————) ‘_ﬁ_—)
— —
GE GE
Dans ce cas :
M, = _szondxzdxa =—C, J.j.deXZdX3
S S
soit
M, =20.S, (12)

ou Sy est le moment statique de la moitié de la section droite par rapport a I'axe Xs.
Plus généralement, on peut écrire
M, =KM;,
ou K est le facteur de forme de la section (dépendant uniquement de la géométrie).
Section rectangulaire pleine K=1,5
Section circulaire pleine K=1,7
Sectionen1K=1,1a1,2

IV-2 Exemple : Méthode "pas a pas"

A IDB C
A 2 &

< "
? g >

L L

a4
-

On étudie une poutre sur trois appuis supportant une charge F et on cherche le mécanisme

de ruine et la charge limite.

* Etude élastique

SEATECH
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R, - Rg Re
M
A B C

R,—F+R; +R. =0

L
——F+LR; +2LR. =0
2

Q) =Ry (x)” ~F(x=L/2)" +Ry (x~L)"
M, (x) =R, (x)' =F(x—L/2)" +R (x-L)’

ELu, , () = [RA ) —F(x—L/2) + <x—L>2+C1}

1
2
ElLul(x) = é[R ) —F(x=L/2)" +Ry (x-L)" +3C,x+C, |

A

Pour déterminer les constantes et I'inconnue hyperstatique, on utilise les conditions aux
limites :
ub (0)=ul(L)=ul(2L) =
et on obtient
2
En observant le graphe du moment fléchissant ci-apres, on constate que le maximum est

R

atteint dans la section D.
A 13FL

; 64
A\ ¢,
A \/

_3FL
32

* Premier Pas :

On augmente la charge F jusqu'a ce que la section D plastifie entierement. Dans ce cas on

EF L

64

soit la charge

_ 64 M,

13 L

Pour cette charge le moment fléchissant dans la section B est :

M

L

1
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6
M, (L) :—EML

* Deuxiéme Pas :

plastique

On augmente alors la charge F1 de AF. En décomposant le probleme, on se trouve

maintenant dans le cas d'une étude élastique avec une rotule dans la section D.

Les équations d'équilibre nous donnent les réactions isostatiques ;

3 1
R.=—=AF, R.==AF
2 2

et le diagramme des moments fléchissant

IVIA

3

~AFL
2
Donc, par superposition avec le probleme précédent, on constate que la section B plastifie

ensuite lorsque M3(L)=-ML, c'est-a-dire :

6 1
——M, —=AFL=—-M,
13 2
ou encore pour un accroissement de charge
Ao 1AM
13 L

Lorsque les section D et B sont plastifiées, la structure s'effondre. On a atteint alors la
charge limite

M
F=F +AF=6—-
L
La fleche dans la section D est

23 FP +AFL3 5 ML
1536 El,  8El, 24 El

u(L/2)=

SEATECH
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IV-3 Théoreme énergétique

D'apres le principe des travaux virtuels, la somme du travail des efforts extérieurs et de
I'énergie interne est nulle. Si on se place dans le cas d'une structure soumise en flexion a un
état limite (mécanisme de ruine) alors seules les rotules plastiques contribuent a I'énergie
élastique.

Soit une structure soumise a N forces d'intensité Pi (1<i<N) et présentant un mécanisme
de ruine a M rotules plastiques. On note 0j (1<j<M) la rotation d'une rotule plastique et di le
déplacement au point d'application d'une force.

On peut alors écrire :

N M
P8, =Y M6,
i=1 =1

Exemple d’application :

Liillillld

-
>

i
<

Le mécanisme de ruine apparait lorsque les trois sections A, B et C plastifient entierement.
Dans ce cas la déformée est telle que :

Travail des forces extérieures

2

L ¢ L/2 L/2 L
W, = [wu, (x)dx =2 [ wxtgBdx~2 | wxBdx =Bw—
0 0 0 4
Travail des forces intérieures

-W,=M,6, +M,6, +M 6, =-M,0+2M,6+M_6

Oral'étatlimiteona M, =-M, , M; =M, , M. =M, donc
LZ

Bw—-—4M =0

et la charge limite est donc:

M
w, = 16?
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Vérification par la méthode pas a pas :
Ra

bl

Le systeme est hyperstatique. Par symétrie on a naturellement :

wlL
TR

B

M, =-M

A

Afin de déterminer l'inconnue hyperstatique nous cherchons la déformée :

a(x)=-M, <x>72 +R, <x>71 - w<x>0

M, (x)=—M, <x>0 +R, <x>1 —%<x>2

R
ELuj, (x) =—M,x +?“x2 —%x3
M R
Elul (x) = ——2x* + -2 x> _ Wy
2 6 24

La condition de symétrie uj,(L/2)=0 nous améne a

_wt
S )
et
2 2
w L L
M,(X)=——| | X——= | ——
() 2(( 2) 12}
wl?
v A Wt
3 24
m C
>
A
(JJLZ _(JJLZ
EETY 12

-85-

En considérant le comportement élastique jusqu'a la rotule plastique, les premiéres

sections a plastifier sont les sections extrémités A et C, pour une charge we telle que :

IM,(0)] =|M, (L) =M,

soit
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_12m
w, = z
La fleche maximale est
L wlt o ome

° 384El, 32EI

Dans une deuxieéme étape, on se place dans le cas ou la poutre est soumise a une charge
répartie, et du fait des rotules plastiques aux extrémités, soumise a 2 couples sur les sections

extrémes en appui simple.

®

ML( lllllllllll)m

A B C A

Ce systeme est isostatique. Le moment fléchissant est :
wl  wx’

M, (x)=—-M, +—x—
) L2 2

Le maximum est naturellement atteint dans la section milieu B :
P wl? w?

w
M,(L/2)=-M, + s s M
On aura un mécanisme de ruine quand M3(L/2)=ML, soit
_16M,
L Lz

M, M, M 2
32El,  24EI 12€,

SEATECH
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ANNEXE
FORMULES ESSENTIELLES EN MECANIQUE
DES MILIEUX CONTINUS

1. Coordonnées cartésiennes orthonormées

OM=xe, +ye, +ze,

*Soit V=v.e +Vv € +v,e unvecteur, alors

ov, Ov, Ov,
ox oy oz
~ = 0v, ov, Ov, Ov
v :V :—I_‘A _'A = Y Y y
grad(v)=Vvv ox; & ®¢, ox oy oz et
ov, Ov, Ov,
ox oy oz
L Ov, .\ Ov, OV
divw=—1 = Tr(Vv) N Ty o,
OX; ox oy oz
— . — aZV — — — —
Av:dlv(Vv): —e =Av.e +Ave +Ave,
OX,0X;
* Soit f une fonction scalaire, alors
of
aX 2 2 2 2
3 v 3 : f f f f
gradf)=vi=J g =0l et af=div(vi)=—"0 -2F,0F OF
O, oy xox, ox° oy’ oz
of
0z
_ Txx Txy sz
*Soit T=T, e ®€ =T, T, T,|untenseursymétrique du deuxieme ordre, alors:
sz sz Tzz
aTxx aT’(Y asz
OX 0z
% 5 AT, AT AT,
di (?)—aT”*— ACSACATINCLTS 37T 5 @z = ATy AT
= Ox, STl Ty T © X0, SEETI R R Bl
o1, T, T, Ao BTy AT,
ox oy 0z
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2. Coordonnées cylindriques

Vv

r

r

-89 -

10vy Oy,
+—24+—=

r 00

0z

L 60M . 100M _ 0OM
OM=re +ze, et =e,, ————=¢,, =e,
or r 0@ 0z
dOM =& dr +rd08&, + & dz
oe, _0 | %:O , Oe, 0
or or or
oe, . 08y 0€,
= ee , —:—er , =
00 08 08
0€, o0 | 8_3920 ' 0e, o
0z 0z oz
* Soit V=V € +V,€, +V,E, unvecteur,alors
o v ) o]
or rloe 0) oz
- |ov ov ov - o\ OV
adv)=vv=| =2 1/ % —2let diw=Tr(Vv)=—=x
grad(v)=Vv ar r( P +vr] px e ( ) e
o g,
or r 0o 0z
. 2 Ov o 2 L "
AV =div(VV)=| Av, ——2—9+V—2r € +| Av, +_28vr —V—ze € +Av,ée,
r-oo r r-oe r
* Soit f une fonction scalaire, alors
o= 16f-  oOf= of 1of 10 O
vi=4§g +=Le +< t AM=—t—t—+—
o T roe% e © or’ ror rroe* o7
_ Trr TrS rz
*Soit T=T,€®€ =T, T, T, | untenseur symétrique du deuxiéme ordre, alors:

div(T) =

3. Coordonnées sphériques

OM=ré, et

=€, ———_ =64,

or r o0

SEATECH
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dOM =&,dr +rd6&, + &,rsin8dd

% g % _, 3, _
or " oor "oor
oe, 08, 08,
:ee , —er , E—
00 86 09
e . e . 0e . .
oe, =sinBe, , %:wseed) , a—‘bzsineer—coseee

* Soit V=v € +Vvy€, +V,€e, unvecteur,alors

N1, 1f 1 N,

o rloe ° rlsin6op ¢
grad(v)= %Lre %[%H"j 1(%2\; cotgBv j et

ov ov Vi

b’} 177 11

o roe [sme 5o +coted "9“’)

o 0
divV:Tr(grad(v)):a Ve 1 1 V¢’+cotgev—9

r r o0 rsinB o r

r’ sind 00 sin@ od

Aoy 4 2 v,V cos ov,
o 50 2sin*@ sin’8 ddb

Ay _g[err 1 Olvesing) 1 avd,]

Av, +— 2 o, +cotg6%—v_—¢
r‘sin@\ oo 0p 2sinB

* Soit f une fonction scalaire, alors

of
or , ,
grad(f)=; L1 et a2 0f 200 10T 1 g, 1 Of
r 00 o’ ror rroe r 09 r’sin’0 o
_1 of
rsin® og
_ Trr Tre Tr¢
*Soit T=T, € ®€ =T, T, T |Uuntenseursymétrique du deuxiéme ordre, alors:
Tor oo Too

8Trr +16T|'9+ 1 a
or r 00 rsinB 8¢
0Ty, +laTee I 1 aT, Too
or r 00 rsin@ 0o
oT

¢r +16T¢9+ 1 8
or r 00 rsin® 6(1)

+2(2T, Ty~ T,,, + T cotgd)

div(T) =

+ %[(Tee ~Tyo )cotge + 3Tre]

+1 [ZT cotgb+3T, }
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