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La science ne sert guère qu' à nous donner une idée de l' étendue de notre ignorance.

Félicité de Lamennais
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Introduction

Depuis le début du XXIè siècle, une révolution numérique est en marche, accompagnée par

un boom des technologies informatiques. La miniaturisation des composants atteint une

échelle inégalée permettant au simple utilisateur occasionnel de disposer d’une machine de

bureau déployant une importante puissance de calcul dans un espace et un temps réduits. Les

ordinateurs grand public ont aujourd’hui la performance d’un superordinateur des années 90

et l’avènement des smartphones depuis les années 2010 permet de disposer dans la paume de

la main d’une capacité de calcul révolutionnaire. Ces avancées technologiques ont également

largement profité à la communauté scientifique avec le développement des superordinateurs

et des clusters de calcul. Le désormais célèbre TOP500 indexant les supercalculateurs les

plus performants au monde est sans cesse remodelé à la guise des nouvelles architectures des

ordinateurs, repoussant toujours plus loin les frontières du calcul numérique et les limites des

pétaFlops disponibles.

Profitant de cette révolution technologique, la science voit émerger de nouvelles disciplines.

Si la CFD (Computational Fluid Dynamic) voit sa genèse dans les années 70, elle est

remise au goût du jour par la capacité calculatoire désormais disponible. Les maillages

peuvent être plus conséquents, les méthodes numériques plus avancées, les solveurs plus

rigoureux et robustes tandis que le temps de calcul diminue. Les librairies de parallélisation

permettent de profiter de la totalité de la puissance des processeurs. Les simulations envisagées

prennent des proportions sans précédent, on peut désormais calculer la dynamique des

océans à l’échelle planétaire, obtenir une résolution spatiale inégalée pour des problèmes de

microfluidique. L’univers semble offrir quelques uns de ses mystères en astrophysique à travers

des expériences numériques reproduisant des collisions de galaxies. Bref, les possibilités offertes

sont nombreuses. Parmi celles-ci, à la frontière entre numérique, physique et ingénierie, les

problématiques de l’interaction entre un fluide et une structure représentent une interrogation

de tout premier plan car elles sont au carrefour entre le développement des activités humaines

et l’interaction de l’Homme avec son environnement. Impact de vague sur une structure,

érosion des sols, système de récupération de l’énergie de houle, interaction des fluides avec

les turbines ou cavitation des hélices, les cas réels représentant des problèmes d’interaction

fluide-structure sont légion. En particulier, les problématiques de flottaison de structures

flottantes suscitent l’attention de la région Provence Alpes Côte d’Azur qui, dans le contexte
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Introduction

du projet CHEF (Comportement Hydrodynamique des Eoliennes Flottantes), finance ce

projet de recherche.

Mais que signifie vraiment ce que l’on désigne par interaction � uide-structure ? Derrière ce

terme se cache l’idée que le fluide et la structure agissent rétroactivement l’un sur l’autre.

Le mouvement du fluide impacte le mouvement du solide, celui-ci qui, à son tour, modifie

la structure et la dynamique du fluide l’environnant. Le couplage entre ces deux milieux

témoigne de cette synergie qui reste difficile à appréhender. Les méthodes numériques qui

approximent ce phénomène se concentrent sur le découplage de l’interaction fluide-solide

et cela représente en soi un challenge conséquent dont une résolution est proposée dans ce

travail.

Cette thèse s’inscrit dans la continuité des travaux de Sambé [118] portant sur le développement

et l’amélioration d’un modèle bi-fluide pour les équations d’Euler, fondés sur les travaux

de Golay et Helluy [50]. La modélisation de phénomènes d’interaction fluide-structure et le

développement des méthodes numériques associées sont envisagés et constituent la majorité

de ce travail. La particularité, qui s’avère être également la principale difficulté, de cette

étude est l’approche compressible utilisée pour caractériser les écoulements fluides. Avec

une telle hypothèse, la construction d’un modèle d’interaction fluide-structure nécessite des

précautions particulières. Ce travail propose une modélisation axée sur la volonté d’articuler

le raisonnement autour d’analogies avec les méthodes existantes en incompressible. Ces

comparaisons permettent de mettre en exergue la rigueur nécessaire au traitement des

conditions à l’interface fluide-solide. Le modèle mathématique qui en découle reste finalement

assez simple pour une approche compressible, ce qui fait son originalité, celle-ci étant

accentuée par une méthode numérique tout aussi peu complexe autorisant des applications

tri-dimensionnelles.

Ce manuscrit se divise en trois chapitres dont le premier rappellera les principales problé-

matiques liées à la modélisation et la simulation d’écoulements bi-fluide air/eau. Ce sera

l’occasion de rappeler les principales hypothèses du modèle bi-fluide développé dans [50], de

développer les méthodes numériques choisies et de montrer quelques exemples de simulations.

Dans un second temps, différentes approches de l’interaction fluide-structure seront intro-

duites avant de se focaliser en particulier sur les méthodes de pénalisation. Fondée sur une

approche en domaine fictif, une modélisation de l’interaction fluide-structure à travers l’ajout

d’un nouveau terme dans les équations de quantité de mouvement fluide est proposée. La

particularité de cette méthode est de pouvoir considérer un modèle unifié de l’interaction

fluide-structure à travers un seul jeu d’équations traduisant simultanément le mouvement du

fluide et du solide. Enfin, la dernière partie s’attardera à détailler la méthode numérique pour

traiter une telle approche monolithique tout en gardant en tête l’esprit de développement du

modèle bi-fluide. Des confrontations numériques et des validations expérimentales clôturent

l’étude.
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1 Simulation d' écoulements air-eau

1.1 Introduction

La dynamique des fluides numériques (CFD) intervient dans de nouveaux domaines de la

physique et de l’ingénierie. Comprendre, modéliser et simuler le comportement d’un fluide

constitue la plupart des problématiques rencontrées en océanographie, génie côtier et portuaire,

hydrodynamique et ingénierie des structures. La CFD est largement utilisée pour étudier

par exemple le comportement des vagues, du déferlement, de l’interaction fluide-structure,

de l’aérodynamisme, de l’érosion et dans une plus large catégorie, de tous les phénomènes

qui peuvent être modélisés par les équations dérivées de la mécanique des fluides, comme la

physique des plasmas (magnétohydrodynamique) ou les processus de changement de phase

dans les générateurs de vapeur. Dans la plupart des cas, il est suffisant de s’intéresser à la

dynamique d’un seul fluide (souvent de l’air ou de l’eau) pour lequel les équations et les

méthodes pour les résoudre sont bien établies.

Lorsque plus d’un fluide est considéré (on se restreindra ici à deux fluides de masse volumique

très différente), une difficulté supplémentaire apparaît. Si les deux fluides peuvent effecti-

vement être modélisés par les mêmes équations, ils identifient deux milieux aux propriétés

physiques (densité, viscosité...) différentes. La frontière entre ces deux milieux est appelée

interface. La définition et le suivi de cette interface au cours du temps constitue une réelle

difficulté aussi bien physique que numérique. Si les deux fluides peuvent se mélanger, il peut

devenir nécessaire de construire une physique d’interface faisant intervenir des processus

thermodynamiques, des changements de phase, des transferts de masse ou des phénomènes

de diffusion moléculaire. L’interface correspond alors à une zone de mélange dont l’épaisseur

dépend de la vitesse de mélange (on parle ici d’écoulement diphasique). Si les deux fluides

sont considérés immiscibles, il faut veiller à ce que l’interface reste bien définie en tout lieu et

à tout instant (et on parle ici plutôt d’écoulement bi-fluide). En effet, selon la dynamique

du fluide (fort cisaillement, fort gradient, déferlement...), l’interface peut présenter des pro-

priétés géométriques particulières, complexes et délicates. La question de pouvoir gérer des

changements topologiques (séparation/isolement d’une partie de l’interface, reconnexion de

l’interface...) se pose alors.
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1 Simulation d’écoulements air-eau

Il est important de préciser que dans le cadre de ce travail, il n’est pas envisagé d’établir des

modèles de mélange. Par conséquent, théoriquement, la zone de diffusion de l’interface ne

correspond en rien à une zone de mélange physique où il est possible d’appliquer des lois de

pression thermodynamique mais à une zone de diffusion numérique dans laquelle les variables

primitives n’ont a priori aucun sens. En cela, on fera bien la distinction entre les modèles

diphasiques pour lesquels deux fluides se mélangent (avec éventuellement des changements

de phases et des transferts de masse) et les modèles bi-fluide où l’immiscibilité des deux

fluides est supposée.

Une partie abondante de la littérature traite des méthodes de description d’interface entre

deux fluides de masse volumique différente car c’est bien ce qui distingue un écoulement

mono-fluide d’un écoulement multi-fluide en plus de l’éventuelle physique propre à chaque

milieu. On se restreindra ici à une description bi-fluide air-eau qui correspond à la majorité

des cas d’intérêt pour ce travail. Plusieurs familles de méthodes se distinguent selon le

type de formalisme retenu (lagrangien ou eulérien) tandis que d’autres s’appuient sur des

considérations géométriques. Il en résulte une certaine précision sur la description de l’interface

qui permet de séparer les méthodes dite à interface ponctuelle (sharp-interface method) des

méthodes à interface diffuse (diffuse-interface method).

Les méthodes de front-tracking vont littéralement "traquer" l’interface. Elles correspondent

à un suivi explicite de l’interface, c’est à dire à l’utilisation de marqueurs advectés par le

champ de vitesse dont la position indique à chaque instant la localisation de l’interface. La

méthode historique est la méthode MAC (Marker And Cells) dans [63] qui consiste à faire du

suivi de volume (tracking volume). On associe à un fluide un certain nombre de marqueurs

sans masse qui sont déplacés dans un formalisme lagrangien.

Figure 1.1 – Front-tracking : les marqueurs sont distribués dans chacun des fluides

La position de l’interface est uniquement déterminée par la présence ou non d’un marqueur

d’une cellule à l’autre. La simplicité de cette méthode lagrangienne est séduisante mais présente

un inconvénient majeur. En effet, selon le champ de vitesse en question, les marqueurs peuvent

être distribués de façon très inégale dans le domaine d’étude avec des accumulations ou

des manques de marqueurs dans certaines zones. Pour garder une précision élevée, il faut

uniformiser la répartition des marqueurs par des algorithmes de redistribution à exécuter

assez fréquemment au cours de la simulation ce qui impacte très négativement le temps de
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1.1 Introduction

calcul. Par ailleurs, les propriétés géométriques de l’interface (courbure, normale) ne sont pas

triviales à obtenir.

Une variante a été proposée par Daly [26] qui consiste à faire du suivi de surface (surface

tracking). Cette fois-ci, les marqueurs ne sont plus distribués dans les deux fluides mais

directement sur l’interface, interpolés puis reliés par des courbes (2D) ou des surfaces (3D)

dont le degré est au choix du numéricien, proposant de ce fait une description très précise de

l’interface. Malheureusement, cette variante souffre du même défaut que la méthode par suivi

de volume, à savoir une hétérogénéité dans la distribution des marqueurs pour un champ de

vitesse très variable en espace. Une extension au cas tridimensionnel n’est pas évident mais a

été proposée par Tryggvason et Unverdi [138].

Figure 1.2 – Surface-tracking : les marqueurs sont distribués sur l’interface

A l’inverse, les méthodes de front-capturing sont davantage liées à un formalisme eulérien sur

grille fixe. Elle correspondent à un suivi implicite de l’interface, c’est à dire que la position

de l’interface n’est pas directement obtenue par la présence d’un marqueur mais dérivée d’un

champ scalaire transporté par le champ de vitesse. Les travaux pionniers de Hirt et Nichols

[66] ont permis d’établir la méthode Volume Of Fluid (VOF), largement reprise, étudiée

et améliorée depuis par l’ensemble de la communauté scientifique. L’idée est d’introduire

une fonction "couleur" φ qui agit comme un indicateur du milieu dans lequel on se situe.

Mathématiquement, il s’agit d’une fonction caractéristique qui vaut 1 dans un fluide et 0

dans l’autre et toute valeur intermédiaire entre 0 et 1 indique que l’on se situe à proximité de

l’interface. Pour ce travail, nous utiliserons une fonction couleur telle que φ = 0 indique que

la cellule est remplie d’eau et φ = 1 indique que la cellule est remplie d’air. Transportée par

le champ de vitesse u, φ résout l’équation de transport suivante :

∂φ

∂t
+ u · ∇φ = 0 (1.1)

Les cellules possédant une valeur de φ comprise entre 0 et 1 sont donc traversées par l’interface.

L’équation ci-dessus génère de la diffusion numérique qui se traduit par l’existence d’une

épaisseur de l’interface qui peut atteindre plusieurs dizaines de mailles. Il devient alors

impossible de distinguer nettement la position de l’interface. Pour résoudre ce problème,

on peut résoudre l’équation (1.1) en utilisant des schémas antidiffusifs ou en utilisant des

méthodes de compression d’interface. Une alternative consiste à reconstruire géométriquement

l’interface. Les différentes variantes des méthodes VOF s’attachent à reconstruire l’interface
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1 Simulation d’écoulements air-eau

à partir des valeurs de fraction volumique transportées, comme la reconstruction constante

par morceaux SLIC [97], la reconstruction par polynômes de degré 1 (PLIC) ou encore les

méthodes ELVIRA [110].

0 0 0 0 0

0 0 0 0.2 0

0 0 0.5 1 1

0.8 0.3 1 1 1

1 1 1 1 1

Figure 1.3 – Méthode PLIC : reconstruction de l’interface avec des fonctions par morceaux

Les méthodes VOF conservent par définition le volume des phases et assurent donc conve-

nablement la conservation de la masse. Le principal désavantage de ces méthodes est leur

incapacité à traiter des déformations complexes de l’interface. Par ailleurs, la reconstruction

n’assure pas la continuité de l’interface d’une maille à l’autre et le coût en temps de calcul

de la reconstruction en 3D s’avère vite prohibitif. En effet, de nombreuses configurations

sont à prendre en compte dans le cas tridimensionnel. On pourra se référer aux travaux de

Biausser [12] pour l’implémentation en 3D des méthodes VOF de reconstruction d’interface.

Les méthodes de front-capturing ainsi que les méthodes VOF reposant sur des méthodes de

reconstruction d’interface s’associent aux méthodes à interface ponctuelle dans la mesure où

l’interface est spatialement parfaitement définie.

Les méthodes à interface diffuse utilisent également le formalisme de la fonction couleur

introduite par les méthode VOF en utilisant le fait que cette fonction se déplace à la

vitesse de l’écoulement et résolvent donc numériquement l’équation de transport (1.1). Sans

schéma numérique adéquat, la résolution de cette équation entraîne une diffusion numérique

importante qui se traduit par une augmentation de l’épaisseur de l’interface. Cette dernière

est donc une fonction à minimiser car elle ne correspond pas à une zone de mélange physique.

La fraction massique φ (dans un domaine fermé, la masse d’eau et d’air est constante) est

une quantité qui se conserve et vérifie donc :

∂φ

∂t
+ ∇ · (φu) = 0

Dans le cas incompressible, cette équation se résume à une équation de transport et alors

il y a équivalence entre considérer φ comme la fraction massique ou la fraction volumique.

La conservation de la fraction volumique est très importante car une petite erreur sur cette

quantité implique une grosse erreur sur les propriétés physiques, notamment entre deux
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1.1 Introduction

fluides à fort ratio de densité. Une méthode a été proposée dans [145] et consiste à ajouter à

l’équation de conservation un terme de compressibilité artificielle tel que :

∂φ

∂t
+ ∇ · (φu) + ∇ · [uΓφ(1 − φ)] = 0

où uΓ = u1 − u2 est la vitesse relative entre les deux fluides et u est la moyenne pondérée

des vitesses des deux fluides u = φu1 + (1 − φ)u2

Conscients de la faiblesse des schémas Upwind (même d’ordre 2) à transporter des champs

scalaires, d’autres auteurs ont développé des schémas d’ordres élevés spécialisés dans la

discrétisation de l’équation de transport de la fraction volumique. Compressive Interface Cap-

turing Scheme for Arbitrary Meshes (CICSAM [133]) et High Resolution Interface Capturing

scheme (HRIC [96]) sont des schémas d’ordres élevés utilisés pour minimiser l’influence de la

diffusion numérique et garder une interface nette et peu épaisse. Ces schémas se fondent sur

la formulation NVD (Normalised Variable Diagram) [82] et proposent un calcul du flux à

partir d’une valeur à l’interface selon des critères stricts de préservation d’une valeur bornée

(critère CBC : Convective Boundedness Criterion). Au même titre que les limiteurs de flux,

l’idée est de faire en sorte de ne pas introduire de nouveaux extremas et de s’assurer qu’une

cellule ne peut recevoir plus que ce que sa voisine lui donne. Une comparaison de ces deux

schémas a été effectuée sur un cas de déferlement dans [143]

Une autre grande classe de méthodes largement répandue propose une autre conceptualisation

de l’interface. Ce sont les méthodes level-set [100]. L’idée est de considérer l’interface séparant

les deux fluides comme une courbe de niveau d’une fonction régulière � . La valeur de la

level-set � correspond à la distance signée à l’interface et change donc de signe suivant

le milieu considéré. � résout également l’équation de transport (1.1). Mathématiquement,

l’interface � séparant deux milieux 
 1 et 
 2 se traduit comme le zéro d’une fonction régulière

� , celle-ci changeant de signe d’un milieu à l’autre. Soit 
 = 
 1 [ 
 2 :


















� = fx ∈ 
 , � (x) = 0g

� (x) > 0 si x ∈ 
 1

� (x) < 0 si x ∈ 
 2

L’interface est donc repérée par l’iso-valeur 0 de la courbe de niveau � dite fonction level-set.

Les level-set, en tant que courbes de niveau, possèdent des propriétés géométriques très

intéressantes. Le calcul du gradient de � permet de déterminer des éléments de topologie

comme la normale et la courbure :

n =
∇�

||∇� ||

� = ∇ ·

 

∇�
||∇� ||

!

= ∇ · n

L’énorme avantage de la formulation level-set est d’une part sa simplicité, notamment pour

son implémentation en 3D qui ne pose aucun problème, d’autre part la facilité qu’elle procure

9



1 Simulation d’écoulements air-eau

à obtenir les paramètres géométriques de l’interface. Le désavantage de la méthode est

inhérente à sa propriété de distance signée. En effet, lorsque le champ de vitesse est cisaillé,

� perd sa propriété de distance signée car les lignes de niveau ne sont pas advectées à la

même vitesse. Un algorithme de redistanciation est donc nécessaire à chaque pas de temps

afin que le gradient ne devienne pas singulier. La convection d’une fonction levet-set est

également connue pour entraîner une mauvaise conservation du volume contenu au sein de

l’interface. Pour contrer cette mauvaise conservation de la masse, des schémas d’ordres élevés

ont été développés. Ce sont les schémas de type ENO [64] et WENO [83]. Enfin, une dernière

propriété intéressante des fonctions level-set est qu’elles sont davantage sensibles à la précision

de la discrétisation en espace que de la discrétisation en temps [99].

Afin de bénéficier des avantages des méthodes VOF et level-set sans les inconvénients de

chacunes d’elles, certains auteurs ont proposé des formulations hybrides combinant les bonnes

propriétés de conservation de la masse de VOF avec la capacité de la level-set à déterminer

correctement la localisation de l’interface et ses paramètres géométriques. On peut citer les

méthodes CLSVOF [127] qui résolvent une équation de redistanciation à partir de VOF ou

VOSET [126] où la levet-set est déduite de VOF.

Il existe donc une variété de méthodes numériques permettant d’appréhender au mieux

la détection et le suivi de l’interface air-eau. Pour la description mathématique du fluide,

plusieurs modèles peuvent être choisis en fonction de leur complexité pour proposer une

physique plus ou moins riche. La seconde problématique abordée dans ce chapitre concerne

le choix du modèle pour la simulation d’écoulements à surface libre parmi :

◮ les modèles de Saint-Venant (shallow-water) : ce sont des modèles fondés sur l’approxi-

mation "eau peu profonde". Des modélisations de solitons sous l’hypothèse shallow-

water sur fond variable et les méthodes numériques associées ont été proposées par

[41], [103] ou [42]. Le modèle 1D s’écrit :

∂h

∂t
+

∂(hu)
∂x

= 0

∂(hu)
∂t

+
∂(hu2 + gh2

2
)

∂x
= −gha′(x)

où h est la hauteur d’eau, u est la vitesse horizontale et a′(x) est la pente du fond. Ce

modèle est une simplification des équations de Navier-Stokes en version bidimension-

nelle. L’eau est considérée incompressible et la pression hydrostatique et on suppose

que l’écoulement est stratifié ce qui permet de moyenner la vitesse suivant la verticale.

La faible complexité de ces équations ne leur permet pas de résoudre des phénomènes

hydrodynamiques complexes comme le déferlement car alors l’hypothèse de stratifica-

tion de l’écoulement ne tient plus. Ces méthodes sont en revanche très rapides, ce qui

en fait leur principal intérêt.
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1.1 Introduction

◮ les modèles à théorie potentielle : ce sont des modèles fondés sur une représentation

incompressible irrotationnelle et non-visqueuse de l’écoulement. Les travaux de Grilli

([56], [53], [57], [54], [55]) montrent une très bonne application de ce type de modèle

pour des écoulements potentiels non-linéaires. Par exemple, de très bon accords

avec l’expérience ont été obtenus pour des propagations de solitons sur des plans

inclinés, y compris pour des simulations 3D. L’approche numérique est fondée sur une

méthode d’éléments aux frontières (BEM). L’écoulement irrotationnel non-visqueux

est représenté par le potentiel φ(x, t) résolvant l’équation de Laplace :

� φ = 0

En utilisant la fonction de Green, G(x, xl) = −
1

2�
log(|x − xl|), cette équation se

transforme en une équation intégrale aux frontières :

� (x)φ(xl) =
∫

�

"

∂φ

∂n
(x)G(x, xl) − φ(x)

∂G(x, xl)
∂n

#

d� (x)

où x = (x, z) et xl = (xl, zl) sont des vecteurs positions des points sur la frontière. Sur

la surface libre, les conditions cinématiques et dynamiques s’appliquent :

Dr

Dt
= ∇φ

Dφ

Dt
= −gz +

1
2

∇φ · ∇φ −
pa

p

où r est le vecteur position sur la surface libre, ainsi qu’une condition de non-pénétration

au fond :
∂φ

∂n
= 0

Ces modèles sont performants pour la propagation et la phase de shoaling mais trouvent

leurs limites dans la phase de déferlement. Comme les modèles de Saint-Venant, ils ne

constituent pas des modèles bi-fluide dans la mesure où ils ne considèrent la dynamique

que d’un seul fluide (l’eau). Il n’est donc pas étonnant que ces méthodes ne parviennent

pas à simuler des phénomènes de déferlement où des changements topologiques sévères,

le piégeage de bulles d’air ou la séparation des phases ne sont modélisés par aucun

terme dans les équations. C’est pourquoi la juxtaposition d’une méthode BEM avec

un modèle de type VOF pour la description du déferlement a été proposé dans [11],

[13], [59], [58].

◮ les modèles du type Navier-Stokes : la façon la plus physique d’appréhender la dy-

namique d’un écoulement air-eau est de considérer la résolution des équations de

Navier-Stokes incompressible pour chaque fluide. Une fonction indicatrice C caracté-

rise l’un ou l’autre des deux fluides, par exemple 1 pour l’air et 0 pour l’eau. L’interface

entre les deux fluides correspond à une discontinuité de la fonction indicatrice et il est

11



1 Simulation d’écoulements air-eau

admis que l’iso-valeur C = 0: 5 correspond à la position de l’interface. Les équations

résolues par ce type de modèle [85] sont :

ρ

 

∂u

∂t
+ (u · ∇)u

!

= −∇p + ρg + ∇ · [(� + � t)(∇u + ∇⊤u)] + � � � n

div(u) = 0

∂C

∂t
+ u · ∇C = 0

avec � = � 1, ρ = ρ1 si C > 0: 5 et � = � 2, ρ = ρ2 si C < 0: 5: où � 1, ρ1 et � 2, ρ2

correspondent respectivement à la viscosité cinématique et la masse volumique de

chaque fluide. n est la normale à l’interface et � une distribution de Dirac sur l’interface,

� la courbure. � est la tension de surface et � t la viscosité turbulente. Le détail est

explicité dans [85]. Ce modèle full-Navier-Stokes turbulent avec tension de surface est

très complet et permet de capturer avec précision de nombreux détails de l’écoulement

à l’échelle de maille. Une méthode utilisant un schéma explicite de Lax-Wendroff

est utilisée pour résoudre l’équation d’advection de la fonction indicatrice. Celle-ci

permet ensuite de déterminer la tension de surface par la méthode CSF proposée par

Brackbill [16]. Numériquement, la résolution est assurée par une approche volumes

finis sur grille cartésienne uniforme et le découplage vitesse-pression est résolu par une

méthode de Lagrangien augmenté. Les termes de l’équation sont discrétisés par des

méthodes d’ordre 2 en temps et en espace et le système linéaire résultant de cette

discrétisation est résolu par un processus itératif du gradient bi-conjugué stabilisé

(algorithme du BiCGSTAB) préconditionné. Tout ceci montre bien que l’on peut

modéliser une physique complexe d’un écoulement bi-fluide, moyennant des outils

numériques conséquents mais hélas souvent fastidieux à mettre en place et coûteux en

temps de calcul.

◮ les méthodes SPH : référencées comme des méthodes meshless (maillage sans topologie),

elles sont fondées sur une approximation particulaire permettant de définir une fonction

et ses dérivées à partir d’un nuage de points. On ne détaillera pas cette approche

assez différente des méthodes de type volumes finis classiques, on pourra se référer

aux travaux pionniers de Monaghan [94],[93] où ce dernier présente une version de la

méthode pour la simulation numérique d’écoulements à surface libre.

Enfin, la dernière problématique concerne la compressibilité de l’écoulement. La majorité des

publications concernant des écoulements à surface libre impliquent des modèles incompres-

sibles. Dans la plupart des cas, le fluide intervenant est de l’eau dont une des caractéristiques

physiques est d’être incompressible (ou plutôt faiblement compressible), il tombe donc sous

le sens d’utiliser des modèles incompressibles dont une des équations caractéristiques est

div u = 0. Cette dernière égalité constitue une équation de couplage entre la vitesse et la

pression. A l’inverse, dans les modèles compressibles, la loi de pression constitue une loi de

12



1.2 Modèle bi-� uide compressible

fermeture plus ou moins complexe et est explicitement donnée. Ces modèles servent à traduire

la physique de phénomènes fortement compressibles tels que les détonations sous-marines [8],

les changements de phase dans les générateurs à vapeur [116] ou la cavitation [6]. A la frontière

entre les formulations compressibles et incompressibles, une approche différente est proposée

par les modèles compressibles dit à faible Mach. Ce sont des modèles faiblement compressible

qui ne résolvent pas de découplage vitesse-pression, ce qui constitue leur principal intérêt,

mais qui autorisent une (faible) variation de masse volumique et introduisent des effets

compressibles.

1.2 Modèle bi-� uide compressible

Le modèle mathématique qui va être présenté est un modèle faiblement compressible, qui

constitue donc une alternative aux modèles incompressibles. Il s’agit d’un modèle simple

reposant sur peu d’équations qui, moyennant d’autres expressions de la loi de fermeture, peut

s’adapter à diverses physiques.

1.2.1 Hypothèses

Le modèle retenu pour cette étude [50] repose sur quatre hypothèses simplificatrices :

◮ Fluide parfait : les effets de viscosité sont négligés. Il s’agit probablement d’une des

hypothèses les plus critiquables car elle s’affranchit d’une physique bien réelle du

frottement du fluide, en particulier sur les structures. Le principal intérêt de considérer

les équations d’Euler plutôt que les équations de Navier-Stokes est numérique. En

effet, la résolution du terme laplacien demande une démarche numérique conséquente

coûteuse en temps de calcul, impactée par une condition CFL très contraignante si le

terme est explicité, ou une lourde inversion de système si le terme est implicité. Les cas

tests ou les confrontations expérimentales qui seront considérés pour tester la validité

du modèle devront donc être choisis pour des écoulements dont on est sûr que les

effets visqueux seront négligeables. Cela impliquera notamment de devoir choisir les

conditions numériques nécessaires pour que le nombre de Reynolds soit suffisamment

élevé. Mathématiquement, le terme de viscosité introduit néanmoins de la régularité

dans les équations et constitue en cela une importante source d’information pour

établir des résultats de convergence qui peut être perdue ici.

◮ Fluide compressible : bien que les écoulements simulés dans ce travail sont clairement

incompressibles, un modèle faiblement compressible est considéré. Par conséquent,

la condition de divergence nulle du champ de vitesse spécifique aux écoulements
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1 Simulation d’écoulements air-eau

incompressibles n’est pas résolue. L’intérêt est encore ici numérique. En effet, le

découplage-vitesse pression issu de la contrainte d’incompressibilité nécessite la ré-

solution d’une équation de Poisson dont le coût calculatoire est très important. La

loi de pression est donc explicite et permet de fermer le système. Elle ne dépend pas

de paramètres thermodynamiques compte tenu de l’hypothèse isotherme. Le modèle

est qualifié de faiblement compressible dans la mesure où l’on fera en sorte de res-

ter dans une plage de valeur du nombre de Mach à proximité de 0.1, qui est une

valeur communément admise pour laquelle l’écoulement peut être considéré comme

incompressible. Une valeur trop supérieure n’est pas envisageable car l’écoulement

deviendrait trop compressible. A l’inverse, une valeur trop basse dégrade les résultats

et nécessiterait le développement d’un solveur bas Mach spécifique, ce qui n’est pas

le cas pour l’approximation numérique choisi pour ce modèle. Le calage du nombre

de Mach se fait par l’intermédiaire d’une vitesse du son artificielle de laquelle résulte

une pression artificielle qui n’est pas la pression physique au sens où on l’entend com-

munément. De cette compressibilité artificielle résulte une densité du fluide considéré

variable en espace et dont la valeur autour de sa valeur de référence (la valeur à l’état

incompressible) ne doit pas excéder une certaine quantité.

◮ Fluide isotherme : Les comparaisons avec certaines expériences numériques montrent

que l’équation sur l’énergie apporte peu à la précision des résultats [50]. La négliger

apporte un gain en temps de calcul. L’équation énergétique ne sera donc pas résolue.

Le modèle sera qualifié d’isotherme.

◮ Fluides immiscibles : les écoulements considérés dans ce travail sont constitués de

deux fluides de densité différente. Pour autant, une seule équation régit le mouvement

de ces deux fluides. Cette unification bi-fluide sera détaillée dans la section suivante.

Une interface sépare les deux fluides et est repérée par une fonction ' . La pression et

la vitesse à l’interface sont continues.

◮ Précisons enfin que la contrainte superficielle, les phénomènes de diffusion moléculaire

et les effets de la force Coriolis ne sont pas considérés ici.

1.2.2 Présentation du modèle

Le modèle retenu pour décrire un écoulement bi-fluide dans le cadre des hypothèses précisées

ci-dessus est un modèle à trois équations, issu de la simplification des modèles à quatre

équations en supprimant l’équation sur l’énergie sous l’hypothèse de fluide isotherme. On

considère ici le modèle décrit dans [50], pour simuler un écoulement non-visqueux isotherme

compressible air/eau. Soit 
 = 
 1 [ 
 2 un domaine borné dans R
3, t ∈ [0, T ], et 
 1 et 
 2
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1.2 Modèle bi-� uide compressible

deux domaines fluides de densité différente. On considère le système hyperbolique suivant sur


 , correspondant aux lois de conservation de la masse et de la quantité de mouvement :

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρu) = 0 (1.2)

∂ρu

∂t
+ ∇ · (ρu 
 u) = −∇p + ρg (1.3)

où les inconnues sont ρ(x, t) la densité du mélange air/eau et u(x, t) = (u, v, w) la vitesse,

x ∈ 
 et t>0. Les sous-domaines 
 1 et 
 2 contenant leur fluide respectif sont séparés par une

interface � = 
 1 \ 
 2 à travers laquelle la pression et la vitesse sont continues. L’introduction

d’une fonction ' dite fonction de phase permet de distinguer les deux fluides. Cette quantité

est transportée par le champ de vitesse u et vérifie donc :

∂'

∂t
+ u · ∇ ' = 0 (1.4)

avec ' définie telle que :

' (t,x) = 1 si x est dans l’air à l’instant t

' (t,x) = 0 si x est dans l’eau à l’instant t

L’écoulement étant compressible, une loi de pression explicite est donnée du type :

p = pref + c2(ρ − ρref ) (1.5)

avec :

ρref = ' ρ0
a + (1 − ' )ρ0

w

où pref est la pression de référence, ρ0
w et ρ0

a correspondent respectivement à la densité de

l’air et la densité de l’eau prise à la pression de référence et c la vitesse du son dans le fluide

considéré. Le problème est complété des conditions initiales suivantes :

ρ(x, 0) = ρ0

u(x, 0) = u0

' (x, 0) = ' 0
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1 Simulation d’écoulements air-eau

Ω1(ρw, uw, ϕw)

Γ

Ω2(ρa, ua, ϕa)

Figure 1.4 – Définition des espaces de travail et notations

Uni� cation bi-fluide

Une façon d’introduire une modélisation bi-fluide unifiée sur 
 est de considérer une combi-

naison linéaire du type :

ρ = ' ρa + (1 − ' )ρw (1.6)

où ρa est la masse volumique de l’air et ρw la masse volumique de l’eau. Pour comprendre

comment la combinaison linéaire (1.6) permet d’écrire le système d’équation (1.2)-(1.3) dans

une configuration bi-fluide, on considère l’équation (1.2) dans l’air et dans l’eau :


















∂ρa

∂t
+

∂(ρau)
∂x

= 0

∂ρw

∂t
+

∂(ρwu)
∂x

= 0

L’équation de la conservation de la masse pour la variable ρ définie par l’équation (1.6) s’écrit

donc formellement :
∂ρ

∂t
+

∂(ρu)
∂x

=
∂

∂t
(' ρa + (1 − ' )ρw) +

∂

∂x
([ ' ρa + (1 − ' )ρw]u)

= '

 

∂ρa

∂t
+

∂(ρau)
∂x

!

+ (1 − ' )

 

∂ρw

∂t
+

∂(ρwu)
∂x

!

+ (ρa − ρw)

 

∂'

∂t
+ u

∂'

∂x

!

= 0

On considère maintenant l’équation (1.3) dans l’air et dans l’eau :


















∂(ρau)
∂t

+
∂

∂x
(ρau2 + pref + c2

a(ρa − ρ0
a)) = 0

∂(ρwu)
∂t

+
∂

∂x
(ρwu2 + pref + c2

w(ρw − ρ0
w)) = 0
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1.2 Modèle bi-� uide compressible

L’équation de la conservation de la quantité de mouvement pour la variable ρ définie par

l’équation (1.6) s’écrit donc :

∂(ρu)
∂t

+
∂(ρu2 + p)

∂x
=

∂

∂t
([ ' ρa + (1 − ' )ρw]u) +

∂

∂x
([ ' ρa + (1 − ' )ρw]u2

+ pref + c2(' ρa + (1 − ' )ρw − (' ρ0
a + (1 − ' )ρ0

w))

= '

 

∂(ρau)
∂t

+
∂

∂x
(ρau2 + pref + c2(ρa − ρ0

a))

!

− '

 

∂(ρwu)
∂t

+
∂

∂x
(ρwu2 + pref + c2(ρw − ρ0

w))

!

+
∂(ρwu)

∂t
+

∂

∂x
(ρwu2 + pref + c2(ρw − ρ0

w))

+ (
∂'

∂t
+ u

∂'

∂x
)(ρa − ρw)u +

∂'

∂x

�

c2(ρa − ρ0
a) − c2(ρw − ρ0

w)
�

= 0 si et seulement si c = ca = cw

La combinaison linéaire (1.6) permet effectivement de considérer deux fluides de masse

volumique différente par une seule variable ρ respectant les équations classiques de conservation

de masse et de quantité de mouvement, sous réserve que les vitesses du son dans les deux

fluides soient égales. Cette dernière condition n’a physiquement pas de sens et confirme bien

le fait que la loi de pression (1.5) constitue une loi de fermeture purement artificielle. Sous

l’hypothèse de fluides immiscibles, les conditions à l’interface sont assurées par les équations

de saut qui stipulent que la pression et la vitesse sont continues.

Loi de fermeture et compressibilité arti� cielle

Il est sous-entendu que la pression, pour les écoulements compressibles isothermes étudiés

ici, décrit une loi du type p = p(ρ). On réalise en fait une linéarisation de cette loi de

pression autour d’un point de référence (pref , ρref) sous l’hypothèse que les variations de

masse volumique sont faibles. L’approximation à l’ordre 1 qui en résulte permet d’écrire :

p(ρ) = pref (ρref ) +
∂p

∂ρ
dρ

On rappelle que le coefficient de compressibilité adiabatique s’exprime :

χ =
1
ρ

∂ρ

∂p

et que la vitesse du son s’écrit :

c =

s

1
ρχ

Compte tenu de ces deux expressions et du fait que l’on observe une variation dρ autour

d’une densité de référence ρref , on peut écrire la relation sur la pression :

p(ρ) = pref (ρref ) + c2(ρ − ρref )

17



1 Simulation d’écoulements air-eau

où c est techniquement la vitesse du son dans le fluide de masse volumique ρ. Une vitesse du

son faible autorise une grande variation de masse volumique, parfois au delà ce de qui est

souhaitable. Par ailleurs, on rappelle que le nombre de Mach est défini par le ratio :

Ma =
||u||

c

Il est communément admis qu’un écoulement peut être considéré comme quasi-incompressible

dès lors que le nombre de Mach reste inférieur à 0.1. Cette limite reste toutefois floue car elle

est davantage liée à la volonté d’interdire une variation de masse volumique au delà d’un

certain pourcentage choisi subjectivement. Etant donné que la vitesse du son est fixée par la

physique, la notion de faible Mach implique des écoulements à basse vitesse par rapport à

la vitesse des ondes acoustiques, beaucoup plus élevée. Par exemple, dans l’eau, la vitesse

du son est d’environ 1600m/s, le nombre de Mach y est très faible car aucun écoulement ne

peut atteindre une vitesse de cet ordre là. Dans ce travail, on estime que les écoulements

ne dépasseront pas des vitesses maximales de 2m/s. Les solveurs des modèles compressibles

gèrent mal le passage au faible Mach [60], [132]. Pour s’affranchir de ce problème, on choisit

alors d’utiliser une compressibilité artificielle en modifiant la vitesse du son (elle ne correspond

plus à une vitesse physique mais à une valeur purement numérique) de façon à garder un

rapport entre la vitesse de l’écoulement et cette vitesse du son artificielle de l’ordre de 0.1.

Dans [50], une vitesse de c = 20 m= s est choisie mais il ne s’agit en aucun cas d’une valeur

figée puisque un compromis doit être trouvé entre limite incompressible, variation de masse

volumique et efficacité numérique.

1.3 Approximation numérique

1.3.1 Maillage et ra� nement dynamique

Dans le cadre d’écoulements bi-fluide, on utilise un modèle à interface diffuse pour sa capacité à

tenir compte des déformations et des reconnections d’interface. Indéniablement, un phénomène

de diffusion numérique se manifeste à l’interface dû à la discrétisation de l’équation (1.4).

Par ailleurs, une méthode de compression d’interface a été développée (section 1.3.5) afin

de réduire l’impact de cette diffusion numérique sur la zone de mélange artificielle. Cette

approche doit être menée conjointement avec un maillage adéquatement raffiné. En effet, on

sait que pour obtenir une précision élevée, le domaine continu doit être divisé en un nombre

assez conséquent de mailles. Un grand nombre de cellules aide également à la convergence

des schémas numériques et améliore le réalisme des simulations.

Étant donné un domaine de calcul 
 , on le divise en k volumes de contrôles Ck appelés mailles

(
 = [kCk), de taille |Ck|, l’ensemble des mailles définit la discrétisation de 
 et constitue un
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1.3 Approximation numérique

maillage. Chaque élément (triangle, carré, hexaèdre, pyramide...) est constitué de plusieurs

sommets (ou noeuds) connectés entre eux par des faces. Une table de connectivité relie les

éléments entre eux en définissant les faces qui composent chaque élément. Dans le cas le plus

général, cette table de connectivité est nécessaire pour constituer un maillage non-structuré.

Dans le cas d’une grille cartésienne, la table de connectivité est explicite (la connectivité

des éléments est déduite des indices de discrétisation) et peut être omise de la description

du maillage, on parle alors de maillage structuré. Lorsque tous les éléments sont composés

du même nombre de faces, le maillage est dit-conforme. Dans le cas contraire, on parle de

maillage non-conforme.

Le choix des éléments constitutifs d’un maillage dépend du problème considéré à résoudre. Les

éléments triangles ou tétraédriques sont très souvent utilisés pour leur capacité à décrire des

géométries complexes, pour leur précision ainsi que pour les nombreux résultats théoriques

dont on dispose pour ce type d’élément. Les éléments carrés ou héxaèdriques sont simples à

appréhender et s’adapte parfaitement à des configurations cartésiennes et permettent des

calculs de gradient efficaces et précis. Dans le cadre de ce travail, une conception simple

et rapide du maillage est souhaitée, notamment en vue de l’utilisation d’une procédure de

raffinement dynamique et de l’impact des opérations de remaillage. Pour cette raison, on

choisit des éléments carrés (en 2D) et des cubes (3D), géométriquement simples à construire.

Une approche naïve consiste à mailler fortement l’intégralité du domaine pour obtenir la

meilleure précision possible partout. Si elle séduit par sa simplicité dans la mesure où le

maillage reste inchangé au cours du temps (et donc pas de nécessité de remaillage), cette

méthode n’est pas envisageable pratiquement car le coût en temps de calcul et en mémoire

serait exorbitant. Par ailleurs, selon le type d’écoulement simulé, des phénomènes locaux

entrent en jeu et nécessitent d’être décrits avec précision, comme par exemple la zone de

déferlement lors de la propagation d’un soliton sur une plage ou l’interface eau-sol pour

des études d’érosion. Ces zones doivent donc être particulièrement maillées. En revanche,

d’autres zones dans le domaine sont sujettes à peu de variation de masse volumique, vitesse

ou de pression et ne nécessitent donc pas autant de précision. L’idée est donc de localiser le

raffinement à certains endroits et d’affecter plus de mailles dans des zones critiques où les

gradients sont importants et moins de mailles (voire en enlever) dans les zones dans lesquelles

les variations sont faibles. Cette gestion des mailles dans le temps s’intitule raffinement

dynamique du maillage.

Une autre solution est de choisir l’approche multi-grille. Le principe derrière ces méthodes est

d’imbriquer des grilles à résolution élevée dans des grilles plus grossières avec un traitement

spécifique de l’emboîtement (nesting conditions), c’est à dire des conditions limites d’une grille

à l’autre. Cette méthode est très utilisée en océanographie dans les modèles spectraux où les

échelles d’espace sont très grandes [14], [129]. Typiquement, un modèle dit de grande emprise à

faible résolution couvre une partie importante de l’océan afin d’obtenir la dynamique générale
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1 Simulation d’écoulements air-eau

des courants offshores tandis qu’au sein de cette grille grossière, un modèle à forte résolution

avec un nombre de mailles conséquent est imbriqué et centré sur une zone côtière pour gagner

en précision sur les courants côtiers. Toute la difficulté repose sur le traitement des conditions

limites du modèle de petite emprise qui sont issues d’une simulation en amont depuis le

modèle de grande emprise. Le raccordement des deux grilles nécessite des interpolations des

conditions aux bords et à ce titre, des limites existent quant au rapport de mailles entre

les deux grilles. Plusieurs modèles peuvent donc être imbriqués les uns dans les autres pour

obtenir la résolution finale souhaitée sur le plus petit modèle. Cette approche est néanmoins

lourde à mettre en place.

Une autre façon d’aborder la construction d’un maillage consiste à utiliser une structure en

bi-tree/quad-tree/oc-tree (respectivement en 1D, 2D, 3D). Il s’agit d’une conception différente

de la structure de données d’un maillage par rapport à l’approche traditionnelle, en utilisant

des listes chaînées et des pointeurs. Au lieu de considérer le maillage comme un ensemble

finis de cellules indexées par une table de connectivité, chaque cellule est considérée comme

une cellule "mère" et peut potentiellement générer des cellules "enfants". L’ensemble de la

structure de données constitue un arbre dont le nombre de ramification par niveau dépend

de la dimension du problème et du choix des cellules à raffiner :

◮ en 1D, chaque cellule mère peut générer deux cellules enfants (bi-tree).

Figure 1.5 – Structure bi-tree et son maillage correspondant
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1.3 Approximation numérique

◮ en 2D, chaque cellule mère peut générer quatre cellules enfants (quad-tree).

Figure 1.6 – Structure quad-tree et son maillage correspondant

◮ en 3D, chaque cellule mère peut générer huit cellules enfants (oc-tree).

Figure 1.7 – Structure oc-tree et son maillage correspondant

L’utilisation d’une telle structure de données permet d’utiliser les résultats de la théorie des

graphes, en l’occurrence les fonctions de tri et de recherche. Le maillage est donc représenté

par un arbre de données et la navigation dans celui-ci est aisée grâce aux pointeurs, aux

listes chaînées et aux opérations de shift binaire [40]. L’intensité du raffinement est donc

lié au nombre de niveaux de l’arbre. Il s’agit d’un raffinement très local, au niveau de la

cellule. L’approche quadtree/octree pour les équations d’Euler incompressible a été popularisée

par Popinet [109]. L’entretien d’une telle structure en mémoire peut s’avérer complexe. En

particulier, on sait que l’utilisation et le parcours des listes chaînées peut s’avérer très inefficace

en mémoire par rapport à un tableau statique.

Suivant le développement d’une procédure de raffinement par blocs ([33],[51],[2]), le domaine de

calcul est divisé en blocs. Chaque bloc est maillé de façon cartésienne en fonction d’un niveau

de raffinement. Le nombre de mailles d’un bloc est égale à 2n×d, où n est le degré de raffinement

et d la dimension du problème. Le maillage est uniquement constitué de quadrilatères (en

2D) ou d’hexaèdres (en 3D) et est conçu pour s’adapter de manière dynamique. En fonction

d’un critère à définir, un bloc est raffiné ou dé-raffiné en fonction de la valeur du critère,
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1 Simulation d’écoulements air-eau

lui-même dépendant des variables primitives de l’écoulement dans le bloc considéré. Cette

stratégie d’AMR (Adaptive Mesh Re� nement) par bloc permet un raffinement à l’échelle

locale tout en restant suffisamment globale pour constituer un compromis entre fréquence et

temps de remaillage. En cela, cette méthode se distingue des maillages utilisant des structures

de données de type quadtree/octree pour lesquelles la fréquence et le temps de remaillage

peuvent représenter un temps de calcul non négligeable par rapport au calcul des flux. La

structure cartésienne des blocs permet également d’optimiser le post-traitement puisque

chaque bloc ne nécessite pas de stockage de table de connectivité (la connexion/relation

entre les blocs est ensuite assurée par le logiciel de post-traitement). Pour une approximation

correcte des flux, la contrainte 2 :1 impose que la différence de niveau de raffinement entre

deux blocs adjacents ne doit pas excéder 1. Davantage de précisions sur le calcul des flux

entre des cellules de niveau de raffinement différents sont mentionnées dans [9], [33].

Figure 1.8 – Un exemple de bloc dont le niveau de raffinement varie de 0 (1 maille) à 3 (64

mailles)

Une stratégie doit maintenant être mise en place pour adapter automatiquement le maillage

tout en offrant un compromis entre temps de calcul (nombre de mailles total) et précision

(nombre de mailles dans les zones critiques). Pour cela, il est nécessaire de choisir un critère

de raffinement. Dans de nombreux travaux, ce critère est fondé sur le calcul d’un estimateur

d’erreur a posteriori [147]. Les travaux de Croisille [25] et Golay dans [49] utilisent comme

critère de raffinement la production numérique d’entropie. Ce choix s’appuie sur les travaux

de Puppo [112], [111] qui démontrent que la production numérique d’entropie est pertinente,

d’une part, pour localiser les ondes de chocs, d’autre part car elle est liée à l’erreur locale

commise. Ainsi, le raffinement sur critère entropique permet d’affecter des mailles dans les

zones où des chocs ont lieu et dans les zones où l’erreur est plus importante. Cet intérêt

double permet de gagner en précision. En revanche, les zones de détentes, qui correspondent
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également à des discontinuités et qui nécessitent au mettre titre que les chocs un raffinement

de maillage, ne sont pas bien repérées par cette méthode. Le lecteur pourra se référer à

[107] et [108] concernant le choix d’un critère de raffinement "idéal". Par ailleurs, l’utilisation

de la production numérique d’entropie introduit une nouvelle équation qui induit un coût

numérique supplémentaire. Pour ces deux raisons, un critère plus simple est envisagé, fondé

sur une moyenne arithmétique de ρ sur un bloc. Comme les zones d’intérêts concernent

l’interface air/eau, les blocs doivent être raffinés dans ces zones là, "déraffinés" sinon. Si la

moyenne de ρ sur un bloc de volume V, définie par la sommation de la masse volumique

de chaque cellule contenue dans ce bloc divisée par le nombre de cellules dans ce bloc, est

comprise dans un certain intervalle [ρmin, ρmax] , alors cela signifie que le bloc en question est

constitué d’un mélange d’air et d’eau, il est donc à l’interface et nécessite d’être raffiné :






nraf = nraf + 1 si ρ ∈ [ρmin, ρmax]

nraf = nraf − 1 sinon

avec ρ =
1

|V |

∫

V
ρ dV et ρmin et ρmax fixé subjectivement afin d’assurer un compromis entre

raffinement suffisant de l’interface et nombre de mailles.

Cet algorithme est effectué en s’assurant toujours à ce que la différence de raffinement entre

deux blocs n’excède pas 1.

Figure 1.9 – Exemple de raffinement dynamique
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1.3.2 Formulation volumes � nis

On définit le vecteur des variables conservatives w = (ρ, ρu, ρv, ρw) tel que le système

(1.2)-(1.3) peut-être réécrit :
∂w

∂t
+ ∇ · f(w) = S (1.7)

où f(w) est la matrice flux :

0

B

B

B

B

B

@

ρ ρu ρv ρw

ρu ρu2 + p ρuv ρuw

ρv ρvu ρv2 + p ρvw

ρw ρwu ρwv ρw2 + p

1

C

C

C

C

C

A

et S le terme source qui s’écrit dans cette étude, selon un axe vertical suivant y :

0

B

B

B

B

B

@

0

0

ρg

0

1

C

C

C

C

C

A

, g =

0

B

B

@

0

−g

0

1

C

C

A

La valeur de chaque variable est considérée au centre de chaque cellule, si bien que l’on utilise

l’approximation dite cell-centered telle que pour une cellule donnée Ck, en notant wk(t, x) :

wk(t, x) �
1

|Ck|

∫

Ck

w (t, x) dx

En intégrant sur chaque cellule et en utilisant la formule de Green, on obtient :

∫

Ck

∂w(t)
∂t

+
X

a

∫

@ Ck/a

f(t, w) · nk= a = 0

où l’on note nk= a le vecteur unitaire à normale sortante sur la frontière Ck= a entre les cellules

k et a. La seconde intégrale ne peut être calculée explicitement, on introduit une quantité

F
�

wk(t), wa(t), nk= a

�

appelée flux numérique approximant le flux physique :

F
�

wk(t), wa(t), nk= a

�

�
1

|Ck= a|

∫

@ Ck/a

f(t, w) · nk= a ds , (1.8)

où F
�

wk(t), wa(t), nk= a

�

est calculé en fonction de la résolution exacte du problème de

Riemann [130] à l’interface k= a avec les états wk(t) and wa(t)

En combinant les équations précédentes, on obtient le schéma semi-discrétisé suivant :

∂wk(t)
∂t

+
1

|Ck|

X

a

|Ck= a| F
�

wk(t), wa(t), nk= a

�

= Sk (1.9)
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L’équation de transport sur ' doit être discretisée de façon à assurer les états (u,p) constants

à l’interface air/eau. En utilisant l’astuce décrite dans [1], la discrétisation de l’équation de

transport revient à l’utilisation d’un schéma upwind non-conservatif :

' n+1
i = ' n

i −
dt

dx
(min(un

i+1 = 2, 0)(' n
i+1 − ' n

i ) + max(un
i−1 = 2, 0)(' n

i − ' n
i−1)) (1.10)

Cette discrétisation sous forme non-conservative plutôt que sous forme conservative est

importante pour éviter l’apparition d’oscillations de pression à l’interface air/eau.

1.3.3 Résolution du problème de Riemann

Le solveur implémenté dans le code numérique repose sur la résolution exacte du problème

de Riemann évoqué dans la section précédente. A chaque interface entre deux mailles, un

problème de Riemann est résolu pour calculer le flux numérique permettant l’avancement de

la solution. On détaille ici la construction de la solution complète du problème de Riemann.

Le système 1D considéré est le suivant :






































∂ρ

∂t
+

∂(ρu)
∂x

= 0

∂(ρu)
∂t

+
∂(ρu2 + p(ρ, ' ))

∂x
= 0

∂(ρ' )
∂t

+
∂(ρ' u)

∂x
= 0

(1.11)

Sous forme matricielle, ce système conservatif s’écrit :

∂V

∂t
+

∂F(V)
∂x

= 0

où V =

0

B

B

@

ρ

ρu

ρ'

1

C

C

A

et F(V) =

0

B

B

@

ρu

ρu2 + p

ρu'

1

C

C

A

avec p(ρ, ' ) = pref + c2(ρ − [ ' ρA + (1 − ' )ρW ])

Considérons le problème de Riemann (1.11) avec la donnée initiale suivante :

V(x, t = 0) =







VL si x < 0

VR si x > 0

Hyperbolicité

On note W =

0

B

B

@

ρ

u

'

1

C

C

A

le vecteur des variables non-conservatives. Le système (1.11) se réécrit

sous sa forme non-conservative :

∂W

∂t
+ A(W)

∂W

∂x
= 0
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avec :

A(W) =

0

B

B

B

B

@

u ρ 0
c2

ρ
u

c2

ρ
(ρW − ρA)

0 0 u

1

C

C

C

C

A

Il est alors facile de montrer que les valeurs propres de cette matrice sont :

� 1(W) = u − c, � 2(W) = u, � 3(W) = u + c,

Ces trois valeurs propres sont distinctes en toutes circonstances, le système est donc strictement

hyperbolique.

On en déduit les vecteurs propres associés à ces valeurs propres. Notons Ki le vecteur propre

associé à la valeur propre � i, 1 � i � 3. Alors :

K1 =

0

B

B

B

@

−
ρ

c
1

0

1

C

C

C

A

, K2 =

0

B

B

@

ρA − ρW

0

1

1

C

C

A

, K3 =

0

B

B

B

@

ρ

c
1

0

1

C

C

C

A

? Structure de la solution

On cherche une solution autosimilaire V (x, t) = V (� ) pour laquelle la solution du problème

de Riemann se traduit par la composition de plusieurs types d’ondes. Pour un système

strictement hyperbolique, les valeurs propres distinctes génèrent des champs d’ondes distincts.

Ici, on compte trois valeurs propres générant trois champs d’ondes et la solution exacte du

problème de Riemann se construit comme une combinaison de ces trois champs, séparés par

quatre états constants. Dans la suite, on utilisera l’indice i pour faire référence au i-ème

champ. La 2-onde est générée par l’équation de transport sur ' et représente l’interface.

x

t

1-onde

WL

2
-o

n
d
e

W∗
L

3-o
nde

W∗
R

WR

Figure 1.10 – Structure de la solution du problème de Riemann
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? Invariants de Riemann

La nature des champs caractéristiques se détermine par la relation ∇W(� i) · Ki(W). En

l’occurrence, on peut vérifier que ∇W(� 1) · K1(W) = ∇W(� 3) · K3(W) = 1 ce qui indique

que le 1-champ et le 3-champ sont vraiment non-linéaires. Pour ces champs là, on est en

présence d’un choc ou d’une détente. En revanche, pour le 2-champ, ∇W(� 2) · K2(W) = 0

ce qui indique qu’on est en présence d’un champ linéairement dégénéré, c’est à dire une

discontinuité de contact qui correspond à l’interface où la pression et la vitesse sont continues.

Pour le 1-champ et le 3-champ, les invariants de Riemann sont nécessaires pour calculer la

solution dans les détentes, un choix possible de tels invariants est :

I1 = u + c ln(ρ)

I3 = u − c ln(ρ)

? Chocs

Par ailleurs, pour le calcul des chocs, il est commode de considérer pour un choc de vitesse

� le changement de variable suivant pour se ramener à une vitesse de discontinuité nulle :

v = u − � . Les conditions de saut donnée par les relations de Rankine-Hugoniot donnent

alors :


















[ρv] = 0

[ρv2 + p] = 0

[ρ' v] = 0

Pour un état gauche et un état droit dénotés respectivement L et R, on introduit alors la

quantité M telle que M = ρLvL = ρRvR. Le système précédent se réécrit alors :



















M = ρLvL = ρRvR

M [v] = −[p]

M [ ' ] = 0

(1.12)

Remarquons que M 6= 0 implique un 1-choc ou un 3-choc, tandis que M = 0 indique une

discontinuité de contact pour le 2-champ.

? Construction de la solution

◮ Le 1-champ est constitué soit d’une onde de choc soit d’une onde de détente et relie

les états WL et W∗
L (voir 1.10).

� 1-choc : Etant donné un état gauche WL = (ρL, uL, ' L)⊤, on cherche à déterminer

l’état gauche intermédiaire W∗
L = (ρ∗

L, u∗
L, ' ∗

L)⊤ relié par un choc impliquant, par

définition de la condition de Lax � 1(WL) > � > � 1(W∗
L) :

� 1(WL) > � 1(W∗
L)
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d’où l’on déduit [v] = v∗
L − vL < 0. Par ailleurs, une conséquence de � 1(WL) <

� 2(WL) permet d’écrire :

� 1 < � 2(WL) = WL

d’où l’on détermine que M > 0 et donc par les relations (1.12) que [p] > 0. Puisque

ρ est croissante, [ρ] > 0 c’est à dire ρ∗
L > ρL. Enfin, comme M > 0, [φ] = 0.

L’application des conditions de Rankine-Hugoniot :

� 1 =
[ρu]
[ρ]

=
[ρu2 + p]

[ρu]

permet d’extraire l’égalité suivante :

[u]2 =
[ρ][p]
ρLρ∗

L

or comme [u] < 0, −[u] =

v

u

u

t

[ρ][p]
ρLρ∗

L

et on a finalement après quelques développements

supplémentaires :

u∗
L = uL + c

ρL − ρ∗
Lp

ρLρ∗
L

= u∗
L(ρ∗

L)

� 1-détente : Étant donné un état gauche WL = (ρL, uL, ' L)⊤, on cherche à

déterminer l’état gauche intermédiaire W∗
L = (ρ∗

L, u∗
L, ' ∗

L)⊤ relié par une détente

impliquant par définition :

� 1(WL) < � 1(W∗
L)

ce qui permet déjà de déterminer que uL < u∗
L

Pour connaître les propriétés de l’état inconnu en présence d’une détente, on utilise

le fait que les invariants de Riemann sont constants le long des caractéristiques.

En l’occurrence, on peut écrire :

I1(WL) = I1(W∗
L)

qui donne après détail des calculs :

u∗
L = uL + c ln

 

ρL

ρ∗
L

!

= u∗
L(ρ∗

L)

Cela permet également de déterminer que ρL > ρ∗
L.

Pour déterminer la solution à l’intérieur du code de détente, on utilise encore le

fait que les invariants de Riemann sont constants le long des caractéristiques et

ont même origine (tous les pieds de caractéristiques sont identiques). Il vient pour

x ∈ [� 1(WL)t, � 1(W∗
L)t] :

u(x, t) + c ln(ρ(x, t)) = uL + c ln(ρL)
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Par ailleurs, les caractéristiques se déplacent à la vitesse � 1(WL) et vérifient

l’équation
dx

dt
= � 1(WL) = u(x, t) − c, c’est à dire u(x, t) =

x

t
+ c. On en déduit

avec l’équation précédente que :

ρ = ρL exp(
uL − x

t
− c

c
)

En conclusion, les états WL et W∗
L peuvent être connectés via l’équation suivante :

u∗
L(ρ∗

L) = uL + � (ρ∗
L, ρL) = uL +



















c ln(
ρL

ρ∗
L

) si ρL > ρ∗
L

c
ρL − ρ∗

Lp
ρLρ∗

L

si ρL < ρ∗
L

' ∗
L = ' L

◮ Le 3-champ est constitué soit d’une onde de choc soit d’une onde de détente et relie

les états WR et W∗
R.

� 3-choc : Étant donné un état droit WR = (ρR, uR, ' R)⊤, on cherche à déterminer

l’état droit intermédiaire W∗
R = (ρ∗

R, u∗
R, ' ∗

R)⊤ relié par un choc impliquant, par

définition de la condition de Lax � 3(W∗
R) < � < � 3(WR) :

� 3(W∗
R) > � 3(WR)

d’où l’on déduit [v] = vR − v∗
R < 0. Par ailleurs, une conséquence de � 3(W∗

R) <

� 3(WR) permet d’écrire :

� 3 > � 2(WR) = WR

d’où l’on détermine que M < 0 et donc par les relations (1.12) que [p] < 0. Puisque

ρ est croissante, [ρ] < 0 c’est à dire ρR < ρ∗
R. Enfin, comme M < 0, [φ] = 0.

L’application des conditions de Rankine-Hugoniot :

� 3 =
[ρu]
[ρ]

=
[ρu2 + p]

[ρu]

permet d’extraire l’égalité suivante :

[u]2 =
[ρ][p]
ρLρ∗

L

or comme [u] < 0, −[u] =

v

u

u

t

[ρ][p]
ρRρ∗

R

et on a finalement après quelques développements

supplémentaires :

u∗
R = uR − c

ρR − ρ∗
Rp

ρRρ∗
R

= u∗
R(ρ∗

R)
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� 3-détente : Étant donné un état gauche WR = (ρR, uR, ' R)⊤, on cherche à

déterminer l’état droit intermédiaire W∗
R = (ρ∗

R, u∗
R, ' ∗

R)⊤ relié par une détente

impliquant par définition :

� 3(W∗
R) < � 3(WR)

ce qui permet déjà de déterminer que u∗
R < uR.

Pour connaître les propriétés de l’état inconnu en présence d’une détente, on utilise

le fait que les invariants de Riemann sont constants le long des caractéristiques.

En l’occurrence, on peut écrire :

I3(W∗
R) = I1(WR)

qui donne après détail des calculs :

u∗
R = uR − c ln

 

ρR

ρ∗
R

!

= u∗
R(ρ∗

R)

Cela permet également de déterminer que ρ∗
R < ρR.

Pour déterminer la solution à l’intérieur du code de détente, on utilise encore le

fait que les invariants de Riemann sont constants le long des caractéristiques et

ont même origine (tous les pieds de caractéristiques sont identiques). Il vient pour

x ∈ [� 3(W∗
R)t, � 3(WR)t] :

u(x, t) − c ln(ρ(x, t)) = uR − c ln(ρR)

Par ailleurs, les caractéristiques se déplacent à la vitesse � 3(WR) et vérifient

l’équation
dx

dt
= � 3(WR) = u(x, t) + c, c’est à dire u(x, t) =

x

t
− c. On en déduit

avec l’équation précédente que :

ρ = ρR exp(
uR − x

t
+ c

c
)

En conclusion, les états WR et W∗
R peuvent être connectés via l’équation suivante :

u∗
R(ρ∗

R) = uR − � (ρ∗
R, ρR) = uR −



















c ln(
ρ∗

R

ρR

) si ρR > ρ∗
R

c
ρR − ρ∗

Rp
ρRρ∗

R

si ρR < ρ∗
R

' ∗
R = ' R

◮ Le 2-champ relie le 1-champ et le 3-champ. Il s’agit d’un champ linéairement dégénéré,

représentant donc une discontinuité de contact. Pour une telle onde, M=0, ce qui

signifie que [p] = [u] = 0 et [ρ] 6= 0, [ ' ] 6= 0. Autrement dit, la vitesse et la pression

sont continues à travers une discontinuité de contact, tandis que la masse

volumique et la fonction de phase admettent un saut. Ainsi, on a :


















u∗
L = u∗

R

p∗
L = p∗

R

ρ∗
R = ρ∗

R(ρ∗
L) (car p = p(ρ))
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Solution complète

La solution complète se construit comme une combinaison d’ondes de détente, de choc et

de discontinuités de contact. En l’occurrence, quatre combinaisons sont possibles entre le

1-champ et le 3-champ puisqu’il existe toujours un unique 2-champ qui est une discontinuité

de contact qui vient séparer ces deux champs : choc - choc, choc - détente, détente -

choc et détente - détente.

En l’occurrence, c’est la continuité des vitesses à l’interface u∗
L − u∗

R = 0 qui implique l’égalité

suivante :

uL − � (ρ∗
L, ρL) − uR − � (ρ∗

R(ρ∗
L), ρR) = 0 (1.13)

Il s’agit de trouver le zéro d’une équation non linéaire en ρ∗
L. Une méthode itérative de type

Newton-Raphson permet de trouver la racine de cette équation. Le solveur de Riemann se

divise comme suit :

◮ Trouver la solution ρ∗
L à partir de la résolution numérique de l’équation (1.13)

◮ Déterminer ρ∗
R = ρ∗

R(ρ∗
L)

◮ Déterminer u∗
L(ρ∗

L) = u∗
R(ρ∗

R)

◮ Déterminer la solution complète en fonction de la nature du 1-champ et du 3-champ.

La vitesse du 1-choc, � 1 à partir des conditions de Rankine-Hugoniot est :

� 1 =
ρ∗

Lu∗
L − ρLuL

ρ∗
L − ρL

= uL − c

s

ρ∗
L

ρL

Et pour le 3-choc :

� 3 =
ρRuR − ρ∗

Ru∗
R

ρR − ρ∗
R

= uR + c

s

ρ∗
R

ρR

et on note � =
x

t
.

Les quatre cas possibles sont :
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� choc - choc

x

t

1-choc

WL

σ1

2
-D

C

W∗
L

u

3-c
hoc

W∗
R

WR

σ3

x

ρ(x, t)
ρL

ρ∗
L

ρ∗
R

ρR

? Masse volumique

ρ(x, t) =







































































ρL si � < uL − c

s

ρ∗
L

ρL

ρ∗
L si uL − c

s

ρ∗
L

ρL

< � < u

ρ∗
R si u < � < uR + c

s

ρ∗
R

ρR

ρR si � > uR + c

s

ρ∗
R

ρR

? Vitesse

u(x, t) =







































































uL si � < uL − c

s

ρ∗
L

ρL

c
ρL − ρ∗

Lp
ρLρ∗

L

si uL − c

s

ρ∗
L

ρL

< � < u

c
ρR − ρ∗

Rp
ρRρ∗

R

si u < � < uR + c

s

ρ∗
R

ρR

uR si � > uR + c

s

ρ∗
R

ρR

? Fonction de phase

' (x, t) =







' L si � < u

' R si � > u
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� choc - détente

x

t

1-choc

WL

σ1

2
-D

C

W∗
L

u

3-
dét

en
te
W∗

R

WR

x

ρ(x, t)
ρL

ρ∗
L

ρ∗
R ρ

rar

ρR

? Masse volumique

ρ(x, t) =







































































ρL si � < uL − c

s

ρ∗
L

ρL

ρ∗
L si uL − c

s

ρ∗
L

ρL

< � < u

ρ∗
R si u < � < u∗

R + c

ρR exp(
uR − � + c

c
) si u∗

R + c < � < uR + c

ρR si � > uR + c

? Vitesse

u(x, t) =











































































uL si � < uL − c

s

ρ∗
L

ρL

c
ρL − ρ∗

Lp
ρLρ∗

L

si uL − c

s

ρ∗
L

ρL

< � < u

c ln(
ρ∗

R

ρR

) si u < � < u∗
R + c

� − c si u∗
R + c < � < uR + c

uR si � > uR + c

? Fonction de phase

' (x, t) =







' L si � < u

' R si � > u
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� détente - choc

x

t

1-détente

WL

2
-D

C

W∗
L

u

3-
ch

oc

W∗
R

WR

σ3

x

ρ(x, t)
ρL

ρ
rar

ρ∗
L

ρ∗
R

ρR

? Masse volumique

ρ(x, t) =







































































ρL si � < uL − c

ρL exp(
uL − � − c

c
) si uL − c < � < u∗

L − c

ρ∗
L si u∗

L − c < � < u

ρ∗
R si u < � < uR + c

s

ρ∗
R

ρR

ρR si � > uR + c

s

ρ∗
R

ρR

? Vitesse

u(x, t) =







































































uL si � < uL − c

� + c si uL − c < � < u∗
L − c

c ln(
ρL

ρ∗
L

) si u∗
L − c < � < u

c
ρR − ρ∗

Rp
ρRρ∗

R

si u < � < uR + c

s

ρ∗
R

ρR

uR si � > uR + c

s

ρ∗
R

ρR

? Fonction de phase

' (x, t) =







' L si � < u

' R si � > u

34



1.3 Approximation numérique

� détente - détente

x

t
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x
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

























ρL si � < uL − c

ρL exp(
uL − � − c

c
) si uL − c < � < u∗

L − c

ρ∗
L si u∗

L − c < � < u

ρ∗
R si u < � < u∗

R + c

ρR exp(
uR − � + c

c
) si u∗

R + c < � < uR + c

ρR si � > uR + c

? Vitesse

u(x, t) =











































































uL si � < uL − c

� + c si uL − c < � < u∗
L − c

c ln(
ρL

ρ∗
L

) si u∗
L − c < � < u

c ln(
ρ∗

R

ρR

) si u < � < u∗
R + c

� − c si u∗
R + c < � < uR + c

uR si � > uR + c

? Fonction de phase

' (x, t) =







' L si � < u

' R si � > u
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1.3.4 Montée en ordre

La discrétisation en temps est envisagée en explicite. Dans sa forme la plus sommaire, le

schéma de discrétisation (1.9) utilisé pour résoudre le système d’équations (1.2)-(1.3) souffre

d’un manque de précision. En l’occurrence, on peut même montrer que le schéma de Godunov

échoue dans certains cas particuliers [7]. Une première amélioration consiste à proposer

une discrétisation à l’ordre 2 en temps en ayant recours à un schéma à pas intermédiaire

comme le schéma de Runge-Kutta en lieu et place d’un schéma Euler d’ordre 1 classique. Une

pondération de la dérivée calculée au temps n et au temps n+1/2 est utilisée afin d’approcher

plus précisément la solution :

w
n+1 = 2
k = wn

k −
dt

2Ck

X

a

|Ck= a| F
�

wn
k , wn

a , nk= a

�

+
1
2

Sn
kdt

wn+1
k = wn

k −
dt

Ck

X

a

|Ck= a| F
�

w
n+1 = 2
k , wn+1 = 2

a , nk= a

�

+ Sn
kdt

Une seconde amélioration consiste à proposer une reconstruction linéaire de la solution à

l’interface plutôt qu’une solution constante par morceaux afin de calculer des flux plus précis.

La méthode MUSCL [139] prolonge la solution constante au centre de la cellule par une

fonction linéaire à l’interface en utilisant le gradient stocké au centre de la cellule. Le calcul

des gradients se fait en utilisant la formule de Green pour des maillages non structurés :

∇wk =
1

|Ck|

X

faces

wf nk= a ds

où wf est la valeur du vecteur d’état à l’interface entre la cellule k et la cellule a. Plu-

sieurs méthodes existent pour reconstruire la valeur à l’interface parmi lesquelles on peut

distinguer :

◮ Cell-based methods : la valeur à l’interface est déduite de la valeur au centre des cellules

partageant cette interface.

◮ Node-based methods : la valeur à l’interface est déduite de la valeur aux nœuds

constituant l’interface, la valeur en ces nœuds étant elle même issue d’une pondération

entre les valeurs aux centres des cellules partageant ce nœud ([67]).

Les valeurs prises en compte (cellules ou noeuds) servent ensuite à interpoler ou à pondérer

la valeur à l’interface. Bien que les node-based methods soient plus précises, le choix d’une

cell-based method s’adapte immédiatement à une formulation volumes finis. Dans ce modèle

numérique, le calcul de la valeur à l’interface résulte d’une moyenne arithmétique entre les

valeurs au centre des cellules partageant cette interface :

wf =
1
2

(wk + wa)
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K

wk

A

∇w

wf
wa

∇̃w

r

Figure 1.11 – Effet du limiteur de pente

Cette formulation extrêmement simple et rapide à mettre en œuvre n’est cependant pas très

précise. Tout autre combinaison linéaire du type wf = � wk + (1 − � )wa peut être choisie

pour améliorer la précision. La solution à l’interface f est alors déterminée par :

wf = wk + ∇wk · r

avec r le vecteur distance entre le centre de la cellule considérée et la face. Cependant, la

construction de cette nouvelle valeur à l’interface ne constitue pas un schéma TVD (la solution

n’est pas bornée), il est donc nécessaire de limiter le gradient tel que :

~∇wk = � K∇wk

où � K ∈ [0, 1] est un limiteur qui est déterminé comme étant le plus grand réel possible

satisfaisant un critère de monotonicité, c’est à dire pour lequel un nouvel extremum n’est pas

crée à l’interface. Ce limiteur ne correspond pas à un limiteur multidimensionnel en cela qu’il

limite du même facteur � dans toutes les directions indépendamment du fait que le critère de

monotonicité ne puisse être violé que dans une seule direction. Pour cette raison, on utilise le

limiteur multidimensionnel décrit dans [76] dont on rappelle ici l’algorithme :

37
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Algorithm 1 Algorithme du limiteur multidimensionnel
1: function limiter(∇wk)

2: for Chaque cellule commune à l’interface do

3: Trouve le minimum et le maximum local wmin, wmax

4: w0 = ∇wk

5: for Chaque face de la cellule en cours do

6: n =
r

||r||
7: wn = w0 · n

8: � w = w0 · r

9: w� = w0 − wnn

10: if (wmax > w0) and (� w > wmax − w0) then

11: w0 = w� + n(wmax − w0)

12: if (wmin < w0) and (� w < wmin − w0) then

13: w0 = w� + n(wmin − w0)

14: ~∇wk = w0

1.3.5 Compression d' interface

La discrétisation de l’équation (1.4) crée une diffusion numérique à l’interface air/eau qu’il

faut enrayer pour espérer obtenir une interface nette. Déjà évoquées en introduction, les

méthodes WENO apportent un haut degré de précision en réduisant significativement l’erreur

de troncature. Une solution consiste à raisonner sur le calcul des flux et en l’occurrence à

proposer des schémas anti-diffusifs ([48], [78], [39]), ou bien à ajouter un terme d’anti-diffusion

en tant que terme source de l’équation de transport ([124],[125]). Ici, on s’oriente vers des

méthodes dites de compression d’interface qui reposent sur un splitting en temps où l’équation

d’advection est normalement résolue dans un premier temps puis corrigée sur un pas de

temps fictif par un terme de redressement. Plusieurs méthodes de compression d’interface

sont présentées dans [118]. La méthode de Kokh avec terme source [79] a le mérite d’être

facile à implémenter. Une équation corrige la valeur de ' pour faire tendre ce paramètre

vers 0 ou 1 et ainsi éviter d’avoir des valeurs intermédiaires à l’origine d’une interface diffuse.

Cette équation corrigée sur le transport de ' prend la forme :

∂'

∂t
+ u: ∇ ' = � ' (1 − ' )(' − 0: 5) (1.14)

� étant un paramètre qui pilote l’épaisseur de l’interface. On remarque que dans le cas où '

vaut 1 ou 0, le second terme s’annule et donc aucune correction n’est effectuée et on retrouve

l’équation de transport classique. La valeur 0.5 dans le dernier terme permet de forcer les

valeurs de ' à 1 pour ' > 0: 5 et à 0 pour ' < 0: 5. Le choix de cette valeur ne permet pas

de satisfaire convenablement la conservation de la masse. Cette méthode a été implémentée
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dans [118] avec des résultats satisfaisants sur l’épaisseur de l’interface mais des problèmes

de conservation de la masse et de stabilité de la pression ont été mis à jour dans ce présent

travail. Par ailleurs, des tests de sensibilité sur � ont montré que la valeur de ce paramètre

joue considérablement sur la stabilité de la simulation.

Dans [123], l’auteur préconise de modifier l’équation (1.1) en ajoutant un terme anti-diffusif

dans le second membre pour contrer l’effet de la diffusion. On modifie également l’équation sur

la quantité de mouvement et la conservation de la masse en raison de la propriété compressible

de l’écoulement. Dans un premier temps, les équations d’Euler isothermes bi-fluides sont

résolues sans ajout de terme liés à la compression d’interface. Puis dans un second temps, on

effectue une correction de telle sorte que sur un pas de temps fictif � on résout une équation

du type :
∂w

∂�
= s(w) (1.15)

avec w vecteur des variables conservatives. L’utilisation de cette méthode introduit un second

membre antidiffusif s(w), très couteux en temps de calcul.

On propose maintenant ici une méthode de compression dérivée des deux précédentes en

alliant une méthode à pas fractionnaire avec une stricte conservation de la masse. On résout

(1.7) sans terme correctifs liés à la compression. Puis on effectue une correction sur ' du

type :
∂'

∂�
= � ' (1 − ' )(' − c) (1.16)

En discrétisant cette équation par une méthode d’Euler classique, on obtient :

' ∗ = ' + � � � ' (1 − ' )(' − c) (1.17)

Il convient de noter que toute variation de ' dans une cellule entraîne obligatoirement une

modification de ρ (les variables du triplet p, ρ, ' sont reliées par l’équation de fermeture) et

cette étape est faite sans modification de la pression pour ne pas perturber la dynamique de

l’écoulement. Notons ' la fraction volumique avant l’étape de compression et ' ∗ la fraction

volumique après l’étape de compression. D’après la loi de pression, on a :

p = p0 + c2
0(ρ − (' ρA + (1 − ' )ρW ))

p∗ = p0 + c2
0(ρ

∗ − (' ∗ρA + (1 − ' ∗)ρW ))

On veut conserver la condition d’équilibre (ie. p∗ = p) d’où :

ρ∗ − ρ = (ρA − ρW )(' ∗ − ' )

ρ∗ = ρ + (ρA − ρW )� � � ' (1 − ' )(' − c)

A partir de cette valeur de ρ∗, on met à jour les autres variables conservatives :

(ρu)∗ = ρ∗u
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Une première précaution à prendre est de veiller à ce que la nouvelle valeur de ' reste bornée

par l’intervalle [0,1]. De la même manière, la nouvelle valeur de ρ doit être comprise entre ρA

et ρW . Pour ce faire, on contrôle la valeur du paramètre � � t tel que :

0 6 ' ∗
6 1

ρA 6ρ∗
6 ρW

L’application de cette contrainte implique que :






















� � � = min

 

1 − '

' (1 − ' )(' − c)
,

ρ − ρA

' (1 − ' )(' − c)(ρW − ρA)

!

si ' (1 − ' )(' − c) > 0

� � � = min

 

'

' (1 − ' )(' − c)
,

ρ − ρW

' (1 − ' )(' − c)(ρW − ρA)

!

si ' (1 − ' )(' − c) < 0

Après cette étape, on relaxe le paramètre � � t en le multipliant par une "CFL" de manière à

stabiliser la valeur de ' en deçà de la valeur critique imposée par la condition ci-dessus :

b' = � '

' ( b'

où � est une constante positive qui pilote le raidissement de l’interface à l’instar de � dans

[79]. La valeur de � doit à l’heure actuelle être choisi au cas par cas de façon à associer

raidissement convenable de l’interface et stabilité numérique.

L’étape de compression doit se faire en respectant strictement la conservation de la masse

[123]. Ainsi, on veut que :
∫



ρ∗ =

∫



ρ

ce qui implique d’après l’équation (1.17) :
∫



' (1 − ' )(' − c) = 0

ce qui permet de trouver le paramètre numérique c, indicateur de la conservation de la masse,

tel que l’équation ci-dessus soit vérifiée :

c =
R


 ' 2(1 − ' )
R


 ' (1 − ' )

La figure 1.12 montre la sensibilité du paramètre de compression sur l’épaisseur de l’interface.

Sans compression (� = 0), l’interface présente un aspect flou, diffus, typique d’une viscosité

numérique excessive. En augmentant la valeur du paramètre de compression, l’épaisseur

de l’interface diminue et cette dernière présente un contour visuellement plus satisfaisant.

En continuant à augmenter davantage le paramètre de compression, l’interface commence à

présenter un phénomène de crénelage et la position du front d’onde change substantiellement

par rapport à la simulation sans compression d’interface, en s’accompagnant de variations

non négligeables de la masse totale de fluide (figure 1.13). En particulier, pour � = 0: 1, le

front se situe à 4.5, pour � = 0: 6, le front se situe à 5.8.
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� = 0 � = 0: 1

� = 0: 3 � = 0: 6

Figure 1.12 – Sensibilité au paramètre de compression � pour un dambreak
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Figure 1.13 – Évolution de la masse totale de fluide en fonction de �
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Une compression trop importante modifie la structure de l’interface, viole la conservation

de la masse et a tendance à diminuer les amplitudes et ralentir l’écoulement des fluides. Le

choix du paramètre � résulte d’un compromis entre réduction de l’épaisseur de l’interface,

conservation de la masse et conservation de la forme et de la cinématique de l’interface, et

constitue malheureusement une subjectivité qui ne permet pas de généraliser correctement

cette méthode.

1.3.6 Parallélisation

Lorsque le nombre de mailles devient important, les calculs deviennent particulièrement longs.

En trois dimensions, où le nombre de mailles atteint rapidement plusieurs millions, ce temps

est exorbitant. Il est donc inenvisageable de considérer l’application à des cas réels en des

temps raisonnables sans un moyen d’accélérer les calculs. Dans la plupart des cas, lorsque

des algorithmes de discrétisation sont présentés, ils le sont dans un contexte séquentiel, c’est

à dire pour un seul cœur de calcul exécutant les instructions les unes après les autres.

Compte tenu des avancées technologiques et de la progression de la puissance des processeurs

depuis une trentaine d’années (loi de Moore), il est possible d’exploiter l’intégralité du

potentiel des processeurs, y compris sur des stations de bureau, en utilisant des librairies

permettant de paralléliser les codes de calcul.

Un processeur est constitué de un ou plusieurs cœurs de calcul qui se chargent d’exécuter les

instructions. La parallélisation consiste à utiliser une partie ou l’intégralité de ces cœurs de

calcul et à répartir entre ces cœurs le nombre d’instructions pour accélérer l’exécution d’un

code. De cette répartition de charge dépend l’efficacité de la parallélisation puisque la vitesse

d’exécution se calera inévitablement sur le cœur de calcul le plus lent (donc celui ayant le

plus de cycles d’instructions à traiter). Tous les codes ne sont pas parallélisables, d’autres ne

le sont qu’en partie. Certains algorithmes s’adaptent plus ou moins bien à la parallélisation

et de manière générale, programmer un code parallélisé nécessite de repenser complètement

la structure de données par rapport à un code séquentiel.

Le parallélisme dépend fortement des schémas de discrétisation choisis. En l’occurrence, une

discrétisation implicite implique la résolution d’un système linéaire. Ce système, qui est un

produit matrice-vecteur, peut être parallélisé en demandant à ce que chaque cœur de calcul

n’exécute qu’une portion du produit matriciel indépendamment des autres. Évidemment,

l’application pratique est beaucoup compliquée car il existe bien souvent un couplage plus ou

moins fort des termes selon la structure des équations et les stencils de discrétisations.

Lorsque la discrétisation est explicite, il n’y a pas de système à résoudre et la solution peut

être avancée en temps à partir de la solution à l’instant précédent. Il est possible de profiter

de la parallélisation en utilisant une décomposition de domaines. Le domaine de calcul est
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subdivisé en un certain nombre de sous-domaines et chaque cœur de calcul se charge de

calculer et d’avancer la solution pour toutes les mailles comprises dans son sous-domaine.

La répartition de la charge entre les sous-domaines est ici primordiale. En l’occurrence, la

notion de bloc utilisée dans le présent travail représente déjà une subdivision du domaine de

calcul et constitue une entité qui s’adapte naturellement assez bien à la décomposition de

domaine. Chaque cœur de calcul va en effet traiter un certain nombre de blocs, la répartition

de charge étant calculée de façon à ce que chaque cœur de calcul considère pour l’ensemble

des blocs qu’il traite le même nombre de mailles. Dans [33], [51] et [2], cette décomposition

était assurée par un algorithme de Cuthil-MacKee. Dans le présent travail, une amélioration

est proposée en vue de profiter d’une meilleure décomposition de domaines pour l’interaction

fluide-structure. Elle consiste à utiliser le partitionneur METIS [74].

Comme évoqué précédemment, la répartition homogène de la charge sur les cœurs de calcul

est primordiale pour une bonne parallélisation. Toutefois, il existe un autre critère à prendre

en compte qui est celui du nombre de communications. Sauf variable globale déclarée, chaque

processus agit indépendamment des autres, ce qui signifie qu’il n’a pas connaissance des calculs

qu’effectuent les autres processus. Pour toutes les mailles comprises dans un sous-domaine,

la solution peut être avancée en temps mais pour les cellules frontières entre plusieurs sous-

domaines, il est nécessaire d’échanger des informations avec les cellules des sous-domaines

voisins. Cette opération nécessite l’appel d’une fonction de communication qui est le cœur

de la librairie MPI dont l’impact est d’autant plus lourd sur le calcul que le nombre de

communication est important. Il est donc essentiel, en plus de répartir uniformément la charge,

de réduire le nombre de zones de communication en minimisant les surfaces communes entre

plusieurs sous-domaines. Un partitionnement efficace résout donc un problème d’optimisation

sous contrainte qui est de minimiser le nombre de zones de communication sous contrainte

de répartir uniformément la charge. Cet algorithme d’optimisation est implémenté dans

METIS et est utilisé dans ce travail à l’échelle de l’entité de maillage qui est le bloc. Si pour

des maillages uniformément raffinés, l’intérêt est moindre, cette décomposition de domaine

apporte toute sa puissance dans du raffinement dynamique de maillage. Plus le nombre de

blocs est important, plus la parallélisation sera efficace car le nombre total de mailles peut

être mieux réparti entre les blocs.

Figure 1.14 – Principe de la décomposition de domaines. Les flèches indiquent les commu-

nications MPI entre sous domaines
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1.4 Exemples

1.4.1 Tube à choc

Le cas test simulé ici est la reproduction du test 1D présenté dans [50]. Il consiste en deux

fluides séparés par une discontinuité en x=0. A l’état initial, l’état gauche et l’état droit sont

définis comme suit :

ρL ρR uL uR ' L ' R

1125 1000 0 0 0 1

Le maillage est constitué d’un seul bloc de degré raffinement 10 (210 =1024 mailles). L’in-

tégration en temps et en espace est d’ordre 2. La vitesse du son numérique est de 20m/s.

L’évolution de la densité, la vitesse, la pression et la fonction de phase est tracée à t=0.2s

(figure 1.15).
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Figure 1.15 – Évolution des différentes variables pour un tube à choc à t=0.2s
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L’approximation numérique par rapport à la solution théorique du problème de Riemann est

satisfaisante pour toutes les variables. Il s’agit d’un exemple classique permettant de vérifier

la robustesse du solveur de Riemann et de s’assurer du bon calcul des flux.

1.4.2 Dambreak

Un exemple de calcul plus complexe en deux dimensions est présenté ici. Le cas test est

la reproduction de l’expérience présentée dans [84] effectuée à l’université de Madrid. On

s’intéresse à un lâcher de barrage dans une cuve de dimension 1610 x 600 x 150 mm. Une

porte coulissante sépare à la position 1010 mm une zone sèche d’une masse d’eau de densité

997 kg= m3 initialement de dimension 600 x H x 150 mm. Pour ce cas test, la hauteur d’eau

initiale est de H=300 mm. A l’instant t=0, la porte coulissante est levée et la masse d’eau

s’effondre et vient impacter quelques instants plus tard la frontière gauche de la cuve où

sont installés des capteurs de pression aux hauteurs 3, 15, 30 et 80 mm. La simulation de

ce lâcher de barrage est effectuée sur une période de 6.64s sur un maillage dynamique où le

degré de raffinement maximal des blocs est fixé à 5. Le domaine de calcul est bidimensionnel

et discrétisé par 32 blocs dans la direction horizontale et 12 blocs dans la direction verticale.

La méthode en temps et en espace est d’ordre 2. La compression d’interface est activée et

trois valeurs du paramètre de compression sont étudiés. Par ailleurs, trois vitesses du son

numérique (20,40 et 80 m/s) sont considérées. Les conditions aux frontières sont réflectives.
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Figure 1.16 – Configuration expérimentale

L’étude se divise en deux parties : une partie cinématique, où la position du front du dambreak

est relevée ainsi que la hauteur d’eau en quatre points différents et une partie dynamique, où

les pressions d’impact sont mesurées à la position des capteurs (figure 1.16). Pour tous les

graphes, l’abscisse représente le temps adimensionné t
q

g= H permettant en plus du jeu de
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données présenté dans [84] une comparaison avec les données expérimentales de Martin et

Moyce [86] et de Dressler [29].
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Figure 1.18 – Position du front d’onde pour différentes

valeurs de c

Concernant l’étude cinématique, on s’intéresse en premier lieu à l’évolution de la position x

du front d’onde du dambreak. Toutes les 0.12s, on relève numériquement sa position pour
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trois valeur de paramètre de compression. Lorsque l’interface est trop diffuse, on choisit la

position de l’isovaleur ρ = 500. Ces relevés sont synthétisés sur la figure 1.17. De même, on

étudie trois configurations de vitesse du son artificielle différentes et on trace les résultats sur

la figure 1.18. Les tests de sensibilité sur le paramètre de compression montrent qu’il peut y

avoir une importante modification de la cinématique du lâcher de barrage. Comme évoqué

dans la section 1.3.5, il semblerait que des valeurs trop importantes (� = 0: 6) compriment

trop l’interface et ralentissent la progression de l’écoulement. Pour des valeurs de � modérées,

l’accord avec l’expérimental est plutôt satisfaisant. Concernant la sensibilité de la position

du front d’onde à la vitesse du son, les résultats concordent raisonnablement avec les données

expérimentales avec néanmoins des disparités qui semblent s’accumuler dans le temps. L’autre

aspect de l’étude cinématique concerne la comparaison de la hauteur d’eau (figure 1.19) pour

quatre positions de capteur différentes référencées sur la figure 1.16. Pour les transects H1 et

H4, on constate une bonne corrélation avec les expériences. Pour les transects H2 et H3, il est

plus difficile d’arriver à la même conclusion bien qu’on puisse dégager une tendance commune

sur la présence de pics et une élévation soudaine du niveau d’eau à partir de T=7.
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Figure 1.19 – Évolution de la hauteur d’eau pour 4 positions différentes

La partie dynamique consiste à étudier l’amplitude de la pression pour les quatre positions
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de capteur sus-citées. La figure 1.20 résume l’étude de sensibilité de la pression d’impact sur

la paroi gauche instrumentée de la cuve à la vitesse du son numérique.
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Figure 1.20 – Évolution de la pression d’impact pour 4 capteurs différents

On remarque une disparité très claire des résultats selon la valeur de la vitesse du son. En

particulier, la pression d’impact lorsque la masse d’eau vient heurter la paroi instrumentée

est largement sous-estimée, et l’est d’autant plus que la vitesse du son est importante. Cela

montre clairement qu’il existe une contribution dynamique de la pression qui dépend fortement

de la compressibilité de l’écoulement. Après le premier impact, la pression retrouve une valeur

avoisinant celle de l’expérimental avec un contraste vis à vis de la vitesse du son qui est plus

mesuré. Le deuxième impact sur la vague de retour est mieux approché mais il est étonnant

de voir que le premier impact sur le capteur C3 est de même amplitude que le second impact.

Sur le capteur C4, le premier impact semble étonnamment déphasé et avec un rise-time

beaucoup plus important. Il est nécessaire de préciser que la variabilité des résultats et les

disparités observées peuvent en partie provenir d’une part des conditions expérimentales

(reproductibilité des résultats, effet de la vitesse d’ouverture de la porte coulissante [84]),

d’autre part de l’imprécision et de la subjectivité dans le relevé des données numériques

(digitalisation, erreur humaine de lecture).
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Si l’étude cinématique est correcte, les résultats de l’étude dynamique sont plus mitigés et

montrent qu’il est difficile de retrouver les pressions expérimentales, et ce même en jouant

sur le paramètre numérique qu’est la vitesse du son. Étant donné l’évolution des courbes, on

pourrait penser que diminuer davantage la vitesse du son permettrait de mieux mesurer le pic

de pression mais cela augmenterait de manière significative la masse volumique de l’eau qui

deviendrait anormalement élevée et non représentative de la physique réelle de l’écoulement.

On observe sur la figure 1.21 une légère variation de la masse au cours de la simulation, pour

un paramètre de compression � = 0: 3 fixé, ce qui corrobore l’observation déjà faite sur la

figure 1.13 de la section 1.3.5. Enfin sur la figure 1.22, on compare visuellement l’évolution

de la surface libre sur plusieurs pas de temps pour les trois vitesses du son retenues. On

constate que les résultats à partir de la reconnexion de l’interface divergent sensiblement

avec la vitesse du son. Pour une vitesse du son de 80 m/s, on remarque notamment que la

masse d’eau remonte beaucoup moins haut sur la paroi gauche de la cuve et qu’il n’y a pas

de piégeage de bulle d’air ni la constitution de rouleaux.
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Figure 1.21 – Conservation de la masse pour différentes vitesses du son (� = 0: 3)
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1 Simulation d’écoulements air-eau

Figure 1.22 – Évolution de la surface libre lors d’un lâcher de barrage de 0.4s à 6s par pas

de 0.8s. A gauche, résultats pour 20m/s, au centre 40m/s, à droite 80m/s.
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1.5 Conclusion

Le modèle décrit dans [50] permet la simulation d’écoulement bi-fluide compressible utilisant

un certain nombre d’hypothèses simplificatrices le plaçant comme une approche intermédiaire,

compromis entre les modèles de type Navier-Stokes, très complets mais lents, et les modèles

plus simples de type Saint-Venant ou BEM, rapides mais peu précis pour les phénomènes

envisagés ici. L’approximation numérique repose sur une formulation volumes finis où un

problème de Riemann est résolu à chaque interface et pour lequel la solution a été détaillée.

Des améliorations classiques du modèle numérique à travers des méthodes d’ordre 2 en temps

et en espace utilisées conjointement avec une procédure de raffinement dynamique du maillage

permettent d’obtenir un bon compromis entre temps de calcul et précision des résultats.

L’utilisation d’une compressibilité artificielle, séduisante par le gain de temps qu’elle autorise,

permet de s’affranchir des problèmes à bas Mach que le solveur dans sa conception actuelle

n’est pas capable de traiter. Il en résulte néanmoins une difficulté dans le calage de la vitesse

du son artificielle, celle-ci pouvant modifier ostensiblement la dynamique des écoulements, en

particulier sur les valeurs de pression et autoriser des variations de masse volumique trop

importante.

S’il n’est pas exempt de tout reproche, le modèle proposé présente des atouts indéniables.

L’approche AMR par bloc permet un gain en temps de calcul considérable en répartissant

intelligemment la gestion des mailles. L’explicitation de la discrétisation simplifie le dévelop-

pement numérique et la parallélisation en s’affranchissant de la résolution d’un système, au

détriment certes d’une condition CFL contraignante. C’est en partie grâce à cette grande

flexibilité que le développement d’une procédure d’interaction fluide-structure a été rendue

possible sans de profondes modifications ni un changement total de philosophie numérique et

dont le détail fait l’objet de la seconde partie de ce manuscrit.
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2 Un modèle uni� é d' interaction

� uide-structure

2.1 Introduction

Les problématiques d’interaction fluide-structure (IFS) se rencontrent dans de nombreux

domaines de la physique et de l’ingénierie. Des expériences en laboratoire permettent de

mettre en exergue l’impact du fluide sur une structure à travers par exemple l’instrumentation

de maquettes faisant office de modèles réduits. Des études de similitude sur le nombre de

Froude et/ou de Reynolds autorisent l’extrapolation des efforts sur des prototypes à échelle

réelle. Bien que l’expérience en laboratoire permette d’observer au plus près la physique de

l’écoulement à proximité de l’obstacle et de mesurer précisément les efforts s’appliquant sur

celui-ci, cette approche trouve rapidement ses limites pour l’extension aux cas réels tant

la complexité et l’ampleur des phénomènes étudiés ainsi que les dimensions des structures

impliquées entraineraient un dispositif expérimental conséquent et coûteux. La simulation

numérique apporte une alternative viable économiquement, tant par la rapidité de production

qu’elle permet que par l’échelle des phénomènes qu’elle peut reproduire. La fiabilité des

résultats issus de la simulation numérique de problèmes d’interaction fluide-structure repose

sur la compréhension des phénomènes physiques entrant en jeu et la rigueur de la modélisation

du couplage fluide-solide.

L’inertie d’un fluide environnant une structure exerce des forces entrainant des contraintes

et un mouvement de celle-ci. On parle de couplage car la présence même de l’obstacle,

ainsi que son mouvement vient modifier la structure de l’écoulement et rétroactivement,

le champ de pression fluide agissant sur la structure varie en fonction du mouvement de

celle-ci. L’interaction fluide-structure, à proprement parler, repose sur la transmission des

contraintes du fluide vers le solide à travers l’interface entre les deux milieux. Les conditions

limites à la frontière fluide-solide doivent donc être rigoureusement modélisées pour que

l’on puisse espérer une simulation physique de l’interaction fluide-structure. La diversité

des modélisations possibles et disponibles pour traiter ce genre de problème donne lieu à

un regroupement de certaines méthodes sous le nom de méthodes de frontières immergées

(immersed boundary methods), dont les différentes formes sont synthétisées dans l’article
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de Mittal et Iaccarino [89] qui sert souvent de référence en la matière. Ces méthodes ne

constituent cependant qu’une partie des méthodes d’interaction fluide-structure dont le choix

est aussi déterminé par la méthode de maillage du domaine de calcul ou par la possibilité de

coupler des solveurs existants. La distinction entre méthodes partitionnées et monolithiques,

entre méthodes conformes et non conformes aux géométries des structures, apporte une

classification plus générale, proposée notamment dans l’article de Hou [68].

La façon la plus intuitive de traiter un problème d’interaction fluide-structure consiste à traiter

le fluide d’une part et la structure d’autre part. Traiter le fluide et le solide successivement et

séparément est le propre des méthodes dites partitionnées. Chaque domaine (fluide et solide)

possède son propre solveur, son propre maillage, sa propre discrétisation. La majorité des

logiciels commerciaux utilisent une approche partitionnée. Classiquement, les équations dans

le fluide sont résolues dans un formalisme eulérien et une approche volumes finis tandis que

le solveur mécanique utilise des éléments finis dans une formulation lagrangienne permettant

une description précise de la structure et une estimation des déformations et des contraintes.

L’interaction entre les deux milieux (ie. le couplage) est traitée minutieusement en prenant

soin d’associer les bonnes conditions limites sur les noeuds à l’interface. Typiquement, la

procédure de couplage fluide-structure dans une approche partitionnée se fait comme suit

[88] :

◮ Transfert du mouvement de la structure vers le fluide

◮ Mettre à jour la position du maillage fluide

◮ Avancer la solution fluide en temps et calculer la nouvelle contrainte

◮ Convertir cette contrainte en mouvement de la structure

◮ Avancer la solution solide en temps

Felipa [38] recense certains des avantages de l’approche partitionnée. Par exemple, le système

fluide et le système solide étant traités séparément, le programmeur dispose d’un large choix

de techniques et de méthodes éprouvées pour construire à sa guise un schéma numérique

efficace pour chacun des systèmes. Dans le cas de l’interaction fluide-structure, l’approche

partitionnée permet de construire un maillage fluide et un maillage solide qui peuvent ne

pas coïncider puisque que les deux sont traités séparément. Enfin, cette approche permet

une grande modularité et le gros avantage est de pouvoir associer n’importe quel solveur

fluide avec n’importe quel solveur solide déjà existant. Les approches partitionnées souffrent

néanmoins d’un problème de synchronisation dû à la résolution successive des problèmes

fluide et solide. Les deux solveurs utilisant a priori des schémas et des méthodes numériques

différents, et donc des pas de temps différents, la difficulté consiste à les synchroniser de façon

à ce qu’ils itèrent au même instant suivant.

A l’inverse, l’approche monolithique (ou unifiée) utilise un seul jeu d’équations pour décrire le

mouvement du fluide et du solide simultanément au sein d’un solveur unique. Le couplage est
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interne au solveur et nécessite donc un effort de programmation supplémentaire. Le problème

de désynchronisation évoqué dans l’approche partitionnée n’existe plus car le même schéma

numérique est utilisé pour la résolution du système fluide-solide. La méthode de résolution

est au choix du numéricien parmi des méthodes qui seront détaillées ci-après mais pose

le désavantage de rendre le code peu portable et difficilement modifiable car le couplage

fluide-structure est "codé en dur". Les approches monolithiques proposent des modèles où

les équations unifiées dans le fluide et dans le solide ont la même structure. Pour autant, les

termes de ces équations pris séparément représentent des quantités discontinues au passage

de l’interface fluide-solide. On comprend alors qu’il est nécessaire d’effectuer un traitement

particulier et rigoureux de ces quantités à l’interface car de la bonne estimation de celles-ci

dépend la fiabilité et la cohérence de l’interaction fluide-structure. En particulier, la contrainte

et la vitesse doivent être continues à l’interface.

Une autre classification utile des méthodes d’interaction fluide-structure consiste à s’interroger

sur le type de maillage utilisé. Une méthode utilisant une grille de calcul dont les nœuds sont

disposés à l’interface fluide-solide rentre dans la catégorie des méthodes conformes. A l’inverse,

lorsque la grille n’est pas pas body-� tted, on dit que la méthode est non-conforme. Cette

distinction est importante car la façon de traiter le problème d’interaction fluide-structure

change alors radicalement. Les méthodes conformes traitent les conditions d’interface fluide-

solide comme des conditions limites physiques. Des procédures de remaillage sont nécessaires

lorsque la solution est itérée dans le temps pour assurer la conformité avec l’interface avec tous

les inconvénients liés aux distorsions des mailles. En revanche, les méthodes non conformes

considèrent les conditions d’interface fluide-solide comme une contrainte imposée sur le

système d’équations. En cela, il n’est pas nécessaire d’avoir un maillage conforme à la

géométrie de l’obstacle.

Mailler un obstacle de géométrie donnée de façon conforme peut s’avérer extrêmement

fastidieux et complexe. Par ailleurs, ce maillage doit être reconstruit après le mouvement du

solide et la mise à jour de sa nouvelle position. Cette opération de remaillage peut s’avérer

terriblement coûteuse selon la complexité de l’interface. En ayant un maillage totalement

cartésien uniforme non-conforme à la frontière fluide-structure et dont la génération est simple

et rapide, on s’affranchit d’un temps et d’une fréquence de remaillage.

Il s’avère très souvent que les approches partitionnées fassent appel à des méthodes conformes

tandis que les approches monolithiques s’intègrent très bien dans des méthodes non conformes.

Il y a en effet un cadre de travail qui tend naturellement à associer partitionné et conforme

d’une part, et monolithique et non conforme d’autre part. Cette association sera désormais

faite dans le reste de ce manuscrit.
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2.2 État de l' art des méthodes d' IFS

L’essentiel de l’effort dans le développement d’un solveur d’interaction fluide-structure dans

ce travail s’est concentré sur l’implémentation de méthodes monolithiques fondées sur des

méthodes non conformes. Pour cette raison, on ne détaillera pas la littérature sur les approches

partitionnées utilisant des maillages body-� tted. L’idée commune aux méthodes non conformes

est d’ajouter un terme supplémentaire dans l’équation de quantité de mouvement de façon à

traduire la présence d’une structure dans un écoulement. Il existe autant de méthodes que

de façons de paramétrer ce terme supplémentaire, l’objet de cette section est d’en exposer

quelque unes parmi les plus utilisées.

2.2.1 Méthodes de frontières immergées

Une excellente présentation des méthodes à frontières immergées a été faite par Mittal et

Iaccarino [89] dont on reprend rapidement ici l’introduction du concept clé de terme de

forçage. Soit un domaine 
 de frontière ∂
 contenant un domaine fluide 
 f et un domaine

solide 
 s. On désigne par � l’interface fluide-solide. Considérons une version compacte des

équations de Navier-Stokes (ou d’Euler) écrite sous la forme :

L(U) = 0 dans 
 (2.1)

où L est l’opérateur représentant l’équation de Navier-Stokes et U le vecteur des inconnues.

Le terme source est nul pour simplifier. A cette équation s’ajoute les équations de saut,

se traduisant par une continuité des vitesses et des contraintes normales à l’interface. En

l’occurrence, on a :

U = U� sur � (2.2)

On fait maintenant la supposition qu’il existe un terme de forçage fs tel que la condition (2.2)

soit imposée en marge de l’équation (2.1) et ce en y ajoutant ce terme de forçage en tant que

terme source. Une première classification des méthodes à frontières immergées apparaît alors

en fonction de la façon de traiter ce terme source de forçage avant ou après discrétisation de

l’équation (2.1) :

◮ Forçage continu :

En utilisant une approche continue du forçage, le terme source est ajouté dans l’équation

(2.1) en amont de la discrétisation :

L(U) = fs

L’intérêt de cette approche est qu’elle est indépendante de la méthode de discrétisation.
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◮ Forçage discret :

Une autre façon est de résoudre d’abord l’équation (2.1) indépendamment de la

position de la frontière immergée puis de résoudre une équation du type L′(U) = r

dans les mailles traversées par l’interface � . L′ correspond à un opérateur discret et r

un terme connu associé à la condition limite (2.2). Une réécriture de cette procédure

proposée dans [89] suggère :

L(U) = f ′
b

où f ′
b = r + L(U) − L′(U)

Cette méthode autorise un accès direct aux propriétés de consistance, de stabilité

et de convergence propre à la méthode de discrétisation choisie et permet donc un

paramétrage fin et précis de la méthode d’interaction fluide-structure, ce qui explique

en partie le grand nombre de publications présentant leur propre méthode de forçage

discret.

Forçage continu

Les travaux de Peskin [105], [106] semblent pionniers dans la modélisation mathématique de

l’interaction fluide-structure. Celui-ci est en effet le premier à avoir proposé une modification

des équations fluides, en particulier dans l’équation de conservation de quantité de mouvement

pour rendre compte de l’effet d’une structure dans un écoulement. Il s’agit notamment d’une

modification locale de l’équation au voisinage d’une membrane élastique dans le cadre de la

simulation d’écoulement sanguin dans le cœur. Il pose l’hypothèse d’un écoulement visqueux

incompressible sur grille fixe et considère le vaisseau sanguin comme une somme de fibres

élastiques repérées par des marqueurs lagrangiens qui se déplacent avec le fluide. L’effet de la

frontière immergée sur le fluide est pris en compte par l’intermédiaire d’un terme de forçage

supplémentaire dans les équations de Navier-Stokes, fb , fonction de la rhéologie du matériau

qui compose la membrane élastique tel que :

fb(x, t) =
∫

F (s, t)� (x − X(s, t)) ds

et F est déterminé par une loi de Hooke ou par toute autre loi de comportement. A cette

équation s’ajoute le transport des marqueurs lagrangiens :

∂X(s, t)
∂t

=
∫

u(x, t)� (x − X(s, t)) dx

La présence de la frontière immergée passe par l’utilisation d’une fonction � . Cependant,

dans le contexte des méthodes non conformes, les points de grilles ne coïncident pas avec

la position des marqueurs lagrangiens de la frontière immergée. C’est pour cette raison

que l’on utilise une fonction ~� régularisée qui distribue le forçage sur plusieurs cellules à

proximité de l’interface. Le choix de la fonction de lissage a donné lieu à plusieurs discussions

([80],[117],[104], [10]). C’est une méthode à interface diffuse.
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D’autres auteurs ont proposé d’autres expressions du terme de forçage. Ainsi, Goldstein dans

[52] propose un terme de feedback de la forme :

fb(x, t) = �

∫ t

0
u(x, t) (dt) + � u(x, t) (2.3)

où � et � sont des constantes négatives. Le premier terme peut être interprété comme un

champ de force qui tendrait à ramener l’écoulement au repos sur l’interface, autrement dit

à respecter la condition de non-glissement. Le second terme peut être vu comme une force

s’opposant au mouvement assimilable à une force de traînée. L’auteur définit cette méthode

de feedback de façon assez poétique et séduisante en affirmant que le terme de forçage se

modifie de façon à apprendre à imposer la condition limite désirée, si bien qu’il est possible

d’imaginer une autre condition limite où on imposerait une vitesse v au solide :

fb(x, t) = �

∫ t

0
u(x, t) − v(x, t) (dt) + � u(x, t) − v(x, t)

Le premier terme en intégrale, souvent majoritaire, décroit avec le temps, devient de plus en

plus négatif et tend ainsi à diminuer la différence de vitesse entre le fluide à l’interface et

le solide. Le désavantage de cette méthode provient des valeurs de � et � qui imposent des

contraintes sur le pas de temps. De plus, ces constantes sont souvent difficiles à paramétrer

sans perte de généralités et sont donc souvent choisies par des considérations ad hoc et

subjectives. Par ailleurs, Saiki et Birigen ont montré dans [117] la nécessité d’appliquer la

pénalisation dans l’obstacle (pénalisation volumique) et pas seulement sur le contour afin

que la méthode converge vers la bonne solution, en particulier pour des écoulements à fort

Reynolds.

Une autre classe de méthodes correspondant à un forçage continu sont les méthodes de

pénalisation. Elles ont été introduites par Arquis et Caltagirone dans le cadre de la simulation

d’écoulements de convection naturelle [5] puis étendues aux obstacles poreux [4] et à un

système fluide-solide en milieu poreux [75] . Le principe consiste à considérer le fluide et la

structure comme un système unique au sein duquel la perméabilité K varie. Cette approche

permet de considérer l’écoulement dans des obstacles plus ou moins poreux. L’astuce consiste à

ajouter un terme dans l’équation de conservation de la quantité de mouvement pour modéliser

la présence du solide avec un terme de perméabilité suffisamment grand pour que l’obstacle

soit considéré comme imperméable et s’apparente donc à un solide rigide. L’équation est

l’équation de Navier-Stokes à laquelle on ajoute un terme dit de Darcy (en référence aux

travaux de celui-ci sur la porosité) :

ρ

 

∂u

∂t
+ (u · ∇)u

!

= −∇p + � � u + ρg +
�

K
u (2.4)

Notons au passage que cette équation n’est ni plus ni moins qu’un cas particulier de l’équation

(2.3) avec � = 0 et � =
�

K
. Lorsque K ! 0, le terme de Darcy tend vers l’infini et devient

prépondérant devant les autres termes de l’équation précédente si bien qu’il ne reste plus que
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u = 0. Physiquement, cela se traduit par un milieu infiniment imperméable dans lequel la

vitesse est nulle et permet donc de modéliser un obstacle fixe. Lorsque K ! 1 , le terme de

Darcy tend vers 0 et devient négligeable devant les autres termes de l’équation si bien que

l’on retrouve l’équation de Navier-Stokes classique. Physiquement, cela signifie que le milieu

considéré est un milieu à perméabilité infinie et permet donc de modéliser un fluide. Lorsque

K ! 0 et que le terme de Darcy est prépondérant, on remarque que la vitesse appliquée

dans le milieu (qui est donc un milieu imperméable, donc un solide) est nulle. Cela revient à

imposer aucun mouvement au solide. Cette méthode de pénalisation ne permet donc que de

simuler des obstacles rigides fixes. Pour considérer un obstacle mobile, on modifie légèrement

l’équation (2.4) afin de pouvoir imposer une condition de Dirichlet non homogène à la frontière

de l’obstacle. En effet, le problème à résoudre est constitué des équations suivantes :

ρ

 

∂u

∂t
+ (u · ∇)u

!

= − ∇p + � � u + ρg dans le fluide

u =u dans le solide

Ces deux équations peuvent être exprimées de façon unifiée en introduisant la fonction

indicatrice χ et le paramètre de pénalisation " :

ρ

 

∂u

∂t
+ (u · ∇)u

!

= −∇p + � � u + ρg + χ
1
"

(u − u) (2.5)

La fonction χ vaut 1 dans le solide et 0 ailleurs. Par conséquent lorsque l’on se trouve

dans le fluide, le dernier terme de l’équation (2.5) s’annule et on retrouve les équations de

Navier-Stokes, on modélise alors un fluide.

Lorsque l’on se trouve dans le solide, le dernier terme de l’équation (2.5) existe et sa

contribution est déterminée par la valeur de " . " est destiné à être une petite valeur si bien

que le terme
1
"

(u − u) devient prépondérant et il reste alors u = u.

La pénalisation volumique a été utilisée avec succès pour traiter des problèmes d’interaction

fluide-structure ([32], [31], [30], [72], [73], [120], [121]). La démonstration mathématique de la

convergence des équations pénalisées vers les solutions de Navier-Stokes a été faite dans [3]

suivie des travaux de Carbou et Fabrie [20] sur la démonstration de la vitesse de convergence

en O(
p

" )

A partir des travaux de [115] sur une pénalisation en viscosité, Caltagirone et Vincent [19]

ont proposé une nouvelle méthode de pénalisation fondée sur une nouvelle formulation du

tenseur des contraintes. Mise en application dans [113] puis [114], son principe consiste à faire

apparaître les différentes contributions du tenseur des contraintes, à savoir la compression,

l’élongation, le cisaillement et la rotation. On rappelle que le tenseur des contraintes peut

s’écrire :

σ = (−p + � ∇ · u)I + 2� τ
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où τ =
1
2

(∇u + ∇T u) est le tenseur des taux de déformation. Le principe de la méthode est

de reformuler le tenseur des contraintes de façon à ce que les phénomènes de compression,

d’élongation, de cisaillement et de rotation soient explicités avec leur viscosité respective

(� ,� ,� ,� ).

Pour cela on décompose le tenseur gradient en une partie symétrique Sij et une partie

antisymétrique Aij :

∇ij =
1
2

(∇ij + ∇ji) +
1
2

(∇ij − ∇ji) = Sij + Aij

On écrit alors :

σ = (−p + � ∇ · u)I + 2� (∇u − A)

Que l’on peut réécrire finalement sous la forme :

σ = (−p + � ∇ · u)I + � � + � � − � �

où � , � , � , � valent respectivement −
2
3

� , 2� , 2� et � pour un fluide newtonien. Une

explicitation sous forme matricielle s’écrit :

σ =

0

B

B

@

−p + � ∇ · u 0 0

0 −p + � ∇ · u 0

0 0 −p + � ∇ · u
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B
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L’idée est ensuite de résoudre un problème de minimisation sous contrainte d’incompressibilité

par un algorithme d’Uzawa dans la zone fluide et d’appliquer la contrainte de déformation dans

la zone solide par une méthode de Lagrangien augmenté [142]. L’intérêt d’une telle formulation

est de pouvoir pénaliser distinctement chaque contribution du tenseur des contraintes de façon

à obtenir la contrainte souhaitée. Notons également que cette écriture originale du tenseur des

contraintes permet d’imposer une condition d’incompressibilité en jouant sur le paramètre

� . La pénalisation tensorielle est un outil élégant mais dans la mesure où l’hypothèse de

solide rigide est retenue et que le fluide est non-visqueux, la décomposition du tenseur des

contraintes n’a plus vraiment d’intérêt puisque la seule contrainte restante est le terme de

pression. La pénalisation volumique est la méthode qui retient l’attention car elle permet

d’imposer une condition de vitesse de type Dirichlet.
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2.2 État de l’art des méthodes d’IFS

Forçage discret

Parmi les approches discrètes, Mohd-Yusof [91] et Verzicco [140] proposent un direct forcing

à travers une expression très simple de fb . Partant des équations de Navier-Stokes sans

perturbation due à la frontière immergée, on effectue une prédiction fluide

un+1 − un

� t
= RHSn+ 1

2 + fb
n+ 1

2

Le forçage intermédiaire fb
n+ 1

2 qui génère la condition limite (2.2), à savoir un+1 = UΓ, est

entièrement connu à partir de cette prédiction :

fb
n+ 1

2 = −RHSn+ 1
2 +

UΓ
n+1 − un

� t

L’approche est simple, peu coûteuse et ne dépend pas de paramètres. Cette dernière propriété

est la plus intéressante et c’est ce qui fait la popularité de la méthode. En revanche, les

points de grille où les forçages seront appliqués ne coïncident pas avec la frontière immergée.

Plusieurs procédures ont été proposées pour traiter cette non-conformité [34]. On peut donc

éventuellement s’affranchir de l’utilisation d’une fonction de régularisation pour lisser le

forçage sur plusieurs mailles à l’instar de Peskin, bien que certains auteurs critiquent ce choix

en raison des oscillations sur les forces hydrodynamiques qui peuvent apparaître [137]. Fadlun

et al. ont montré dans [34] que l’application du direct forcing de Mohd-Yusof plutôt que

le feedback forcing de Goldstein permet une résolution numérique beaucoup plus rapide et

présente donc un intérêt majeur pour la simulation d’écoulements 3D.

L’imposition de la condition limite (2.2) sur la frontière immergée peut se faire par des

ghost-cell. On définit une ghost-cell comme étant une cellule solide ayant au moins une cellule

voisine dans le fluide. L’idée est de modifier le stencil de discrétisation pour les ghost-cells de

façon à imposer la condition limite sur la frontière immergée. Prenons l’exemple de la figure

suivante :

G F

F1

F2

F3

O

Figure 2.1 – Stencil de discrétisation pour une méthode ghost-cell
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2 Un modèle unifié d’interaction � uide-structure

Imaginons une résolution en différences finies. Pour calculer la solution fluide au point F, il est

nécessaire de connaître les solutions des cellules intervenant dans le stencil de discrétisation,

en particulier la solution au point G. Ce dernier correspond à une ghost-cell, une cellule

solide pour laquelle on ne dispose pas de valeur définie car ne faisant pas partie du domaine

fluide. En revanche, on sait qu’au point O, la condition (2.2) doit s’appliquer. Il est donc

possible par l’intermédiaire d’un schéma d’interpolation faisant intervenir les cellules fluides

voisines F1,F2 et F3, ainsi que la condition limite en O de déterminer une solution artificielle

en G. Cette solution fictive en G existe uniquement dans le but d’imposer explicitement une

condition de Dirichlet en O. Une interpolation classique permettant d’obtenir la solution

d’une variable générique ' en G peut être par exemple une interpolation bilinéaire (trilinéaire

en 3D)[89] :

' = C1xy + C2x + C3y + C4

Tout autre schéma d’interpolation peut être envisagé pour augmenter localement l’ordre de

la méthode.

Toutes les méthodes évoquées jusqu’à présent pêchent sur un point particulier qui est celui de

la préservation des lois de conservation. La méthode des volumes finis est largement répandue

en CFD en raison de sa propriété essentielle de conservation de la masse, de la quantité de

mouvement et de l’énergie. Les techniques inhérentes aux méthodes à frontières immergées

n’assurent en aucun cas de telles conservations. C’est pour cette raison qu’ont été introduites

les méthodes cut-cell. Dans la logique des méthodes volumes finis fondées sur un bilan des

flux, les méthodes cut-cell permettent de traiter spécifiquement les cellules qui sont traversées

par l’interface en recalculant un bilan des flux sur les cellules considérées assurant de ce

fait une bonne conservation de la masse. Dans [146], Ye et al. proposent un traitement des

cellules qui sont coupées par l’interface. Sous l’hypothèse que l’interface est représentée par

une série de segments, les cellules qui sont traversées par celle-ci et dont le centre est dans le

solide sont fusionnées avec les cellules fluides voisines. A l’inverse, les cellules coupées par

l’interface et dont le centre est dans le fluide sont reconstruite en retirant la partie dans le

solide. Les cellules ainsi redéfinies obtiennent une forme trapézoïdale. Toute la spécificité de

la méthode consiste ensuite à travailler sur les flux des faces des cellules trapézoïdales et à

les calculer par différentes méthodes d’interpolation en conservant un ordre suffisant et une

stricte conservation de la masse. On pourra trouver une bonne explication de ces procédures

dans [146] et [69]. Dans la continuité des travaux de Ye, Le et al. ont proposé une extension à

la simulation d’obstacles mobiles, donnant lieu à d’élégantes simulations de cylindres passant

dans un goulot d’étranglement [81]. On ne peut citer toutes les études qui ont été menées sur

ce sujet, on pourra aussi se référer aux travaux de Udaykumar [135], [136], [134].
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2.2 État de l’art des méthodes d’IFS

2.2.2 Méthodes de domaines � ctifs

Les méthodes de frontières immergées s’attachent au traitement du forçage (au niveau continu

ou discret) à l’interface fluide-solide, sans se soucier de ce qui se passe dans le solide. En

réalité, il n’y a aucune raison de s’y intéresser puisque le solide n’est repéré que par sa

frontière avec le fluide et pour la simple et bonne raison qu’aucun maillage ne vient discrétiser

le domaine en son sein ou bien que l’on néglige totalement ce qui s’y passe. Il s’agit là d’une

distinction avec les méthodes de domaines fictifs. Avec ces dernières, le domaine solide 
 s

inclus dans 
 est intégralement maillé, peu importe la position de l’obstacle. Il y a donc

un maillage cartésien simple de 
 qui discrétise 
 s par recouvrement. Ces méthodes sont

parfois appelées immersed domain methods, en opposition avec les immersed boundary

methods pour marquer la distinction entre le fait de considérer uniquement la frontière �

pour le couplage fluide-structure ou le domaine solide tout entier. Au sein de 
 s, certaines

équations sont appliquées. A ce titre, l’idée pionnière de Glowinski ([45],[46],[47]) consiste

à considérer le terme source supplémentaire dans l’équation de conservation de la quantité

de mouvement comme un multiplicateur de Lagrange associée à une contrainte dans 
 s qui

témoigne du fait que l’obstacle est un solide rigide. En l’occurrence, une façon d’assurer la

rigidité dans 
 s est d’imposer un tenseur des déformations nul :

D[u] =
1
2

(∇u + ∇uT ) = 0 (2.6)

Améliorée par Patankar dans [101], [102] et [122], la méthode se dérive par l’écriture de

la formulation faible. Elle sera au centre du développement du solveur d’interaction fluide-

structure de ce travail. Aussi la formulation variationnelle y sera plus longuement discutée

dans la section suivante.
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n
m

odèle
unifié

d’interaction
�uide-structure

Méthodes non-conformes

Méthodes de frontières immergées

Forçage continu

Peskin [104],[105],[106]

Saiki [117], Goldstein [52]

Pénalisation : [3],[75],[19]

Forçage discret

Direct forcing : [91],[34],[140],[144]

Ghost-cell : [44],[43],[131],[90]

Cut-cell : [77],[135],[136],[134]

Méthodes de domaines fictifs

Glowinski [45],[46],[47]

Patankar [101],[102]

Sharma [122]

Figure 2.2 – Résumé des méthodes non-conformes mentionnées dans la littérature
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2.3 Vers un modèle unifié

2.3 Vers un modèle uni� é

Ce travail s’oriente vers le développement d’une méthode monolithique, c’est à dire la

considération d’une seule équation permettant de traiter simultanément le mouvement du

fluide et du solide. Pour comprendre le fondement mathématique d’une telle unification, il

est d’abord nécessaire d’exposer ce qui se fait classiquement lors d’une approche partitionnée.

On détaillera ensuite la démarche pour proposer un modèle unifié.

2.3.1 Formulation de l' hypothèse de solide rigide

Avant toute chose, il est impératif de préciser le fait que l’on se place dans l’hypothèse de

solide rigide de masse volumique ρs constante. Cette hypothèse est extrêmement forte et

apporte des informations considérables qui ont véritablement orienté le travail de recherche.

La rigidité peut être exploitée de différentes manières. Aussi, on détaille ici quelques unes des

formulations de l’hypothèse de solide rigide que l’on sera amené à rencontrer. En l’occurrence,

on montre certaines relations entre les trois équations suivantes dans 
 s :






















u = VG + ω ^r

div(u) = 0

D[u] = 0 sous l’hypothèse petites perturbations

(2.7)

La première relation indique que le mouvement d’un solide rigide s’exprime de manière

unique comme la composition d’une vitesse de translation VG et une vitesse de rotation

V! = ω ^r où ω est le vecteur vitesse instantanée de rotation et r le rayon vecteur entre un

point M quelconque du solide et son centre de gravité G. La seconde relation exprime une

condition d’incompressibilité. Il s’agit plutôt d’une équation de la mécanique des fluides. La

troisième relation traduit une égalité tensorielle et impose que le tenseur des déformations

soit nul. C’est la conséquence la plus directe d’une condition de rigidité : un solide rigide est

indéformable, son tenseur des déformations est donc nul.

Durant les développements qui vont suivre dans les sections suivantes, on sera amené à

utiliser une ou plusieurs de ces égalités. Il convient de démontrer une équivalence et une

implication.

65



2 Un modèle unifié d’interaction � uide-structure

� On veut montrer dans un premier temps que D[u] = 0 , u = VG + ω ^r :

D[u] = 0 ,
1
2

(∇u + (∇u)⊤) = 0

,
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B
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∂x

1
2

 

∂u
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ce qui revient à résoudre le système suivant :


































































































∂u

∂x
= 0

∂v

∂y
= 0

∂w

∂z
= 0

∂u

∂y
= −

∂v

∂x
= �

∂u

∂z
= −

∂w

∂x
= −


∂v

∂z
= −

∂w

∂y
= �

(2.8)

où � , � , 
 sont des constantes. On en déduit la dépendance des fonctions u, v et w telles

que :


















u(y, z) = a + � y − 
 z

v(x, z) = b − � x + � z

w(x, y) = c + 
 x − � y

qui se réécrit sous forme vectorielle :
0

B

B

@

u

v

w

1

C

C

A

=

0

B

B

@

a

b

c

1

C

C

A

+

0

B

B

@

0 � −


−� 0 �


 −� 0

1

C

C

A

0

B

B

@

x

y

z

1

C

C

A

Or ce dernier résultat n’est autre que la composition d’une vitesse de translation et d’une

vitesse de rotation, on y reconnait notamment la présence d’une matrice anti-symétrique

caractéristique d’une rotation :

u = VG + ! ∧ r

avec :

u =

0

B

B

@

u

v

w

1

C

C

A

, VG =

0

B

B

@

a

b

c

1

C

C

A

, ω =

0

B

B

@

0 � −


−� 0 �


 −� 0

1

C

C

A

, r =

0

B

B

@

x

y

z

1

C

C

A
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2.3 Vers un modèle unifié

� Compte tenu du système (2.8), on a
∂u

∂x
=

∂v

∂y
=

∂w

∂z
= 0 donc en particulier

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
=

div(u) = 0. Alors on a l’implication D[u] = 0 ) div(u) = 0 :

� La première égalité de (2.7) est équivalente à la troisième et cette dernière implique la

seconde.

2.3.2 Modèle partitionné

Soit 
 un domaine ouvert ou fermé. Un obstacle rigide indéformable 
 s est considéré dans

l’écoulement tel que 
 s � 
 . Le mouvement d’un solide rigide indéformable est régi par les

équations de la mécanique du solide :

m
dVG

dt
=

∫

@ 
 s

σ · n dS +
∫


 s

ρg d
 s (2.9)

J
dω

dt
=

∫

@ 
 s

r ^(σ · n) dS +
∫


 s

r ^ρg d
 s (2.10)

où m est la masse du solide, VG est la vitesse de translation du solide, σ le tenseur des

contraintes de Cauchy, J la matrice d’inertie du solide, ω le vecteur rotation du solide et

r = GM où G est le centre de gravité du solide et M un point quelconque du solide. Sous

l’hypothèse de solide rigide, la vitesse us du solide en un point M peut s’écrire comme la

composition d’un mouvement de translation et d’un mouvement de rotation :

us(M) = VG + ω ^r (2.11)

Souvent, le problème d’interaction fluide-structure composé d’une part d’une partie solide 
 s

et d’une partie fluide 
 f (
 = 
 s [ 
 f ) est résolu de façon partitionnée, c’est à dire que les

systèmes (1.2-1.3-1.4) et (2.9-2.10) sont résolus de manière séparée et indépendante avec leurs

solveurs propres. L’interaction proprement dite entre la structure et le fluide est transmise

par l’intermédiaire des conditions limites sur ∂
 s = 
 f \ 
 s entre les deux systèmes. Les

équations de saut permettent d’écrire [22] :

us · n = uf · n sur ∂
 s (2.12)

où us = u(t, x), (t, x) ∈ [0, T ] � 
 s, uf = u(t, x), (t, x) ∈ [0, T ] � 
 f et :

[σ] · n = 0 sur ∂
 s (2.13)

La contrainte normale ne présente pas de saut à la traversée de l’interface. Dans le cas

contraire, cela correspond à une pénétration du fluide dans le solide ou à la création de vide

à l’interface, ce qui n’est ni souhaité, ni souhaitable.
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2 Un modèle unifié d’interaction � uide-structure

Le système d’interaction fluide-structure partitionné s’écrit donc :

Dans 
 f :


















































∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρu) = 0

∂(ρu)
∂t

+ ∇ · (ρu 
 u) = −∇p + ρg

∂ '

∂t
+ u · ∇ ' = 0

p = p0 + c2
0(ρ − (' ρA + (1 − ' )ρW ))

Dans 
 s :






























m
dVG

dt
=

∫

S
σ · n dS +

∫

V
ρg dV

J
d


dt
=

∫

S
r ^(σ · n) dS +

∫

V
r ^ρg dV

us(M) = VG + ω ^r

Sur ∂
 s :






[σ] · n = 0

us · n = uf · n

2.3.3 Modèle uni� é

Contrairement à l’approche partitionnée où la partie fluide et la partie solide vérifient deux

équations indépendantes résolues séparément, une modélisation monolithique utilise une seule

équation pour représenter le mouvement du fluide et de la structure. Toute la subtilité de

la méthode consiste à considérer le solide comme un fluide (on trouve souvent l’appellation

rigid-� uid dans la littérature) au sein duquel le mouvement est rigidifié pour correspondre au

mouvement classique d’un solide rigide décrit par la mécanique du solide (c’est à dire trois

translations et trois rotations). Comme évoqué dans le chapitre 2.2, la méthode utilisée ici

fait partie des méthodes non conformes et consiste à ajouter un terme source supplémentaire

dans l’équation de quantité de mouvement pour rendre compte de l’effet d’une structure dans

un écoulement.

Soit x ∈ R3, t > 0. Le système d’équations unifié considéré sur 
 = 
 s [ 
 f est :















































∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρu) = 0

∂(ρu)
∂t

+ ∇ · (ρu 
 u) = −∇p + ρg + χAR

p = p(ρ, ' )

u|
 s = urig
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où χ est la fonction indicatrice du solide définie par :

χ =







0 si x ∈ 
 f

1 si x ∈ 
 s

et AR un terme traduisant la présence d’un obstacle dans l’écoulement. Ce terme est dit

anti-rigide pour des raisons qui seront expliquées plus loin. Son expression sera explicitée

également plus tard. urig correspond à une vitesse rigide dans le solide.

2.4 Extension de la formulation � uide

L’extension des équations fluides dans la partie solide n’est pas triviale. Cette section

vise à préciser notamment les conditions d’interface à respecter pour ne pas introduire de

discontinuités à l’interface fluide-solide. On rappelle en amont ce qui se fait en incompressible

car l’essentiel du travail consiste à effectuer une analogie avec les méthodes incompressibles

pour étendre le problème d’interaction fluide-structure aux écoulements compressibles.

2.4.1 Formulation variationnelle pour Navier-Stokes incompressible

Prenons l’équation de Navier-Stokes incompressible et écrivons le tenseur des contraintes

sous la forme σ(u, p) = −pI + 2� D[u] :















ρ

 

∂u

∂t
+ (u · ∇)u

!

= −∇p + 2� ∇ · D[u] + f

∇ · u = 0

Pour obtenir la formulation faible, on multiplie cette équation par une fonction test v de

classe C1 s’annulant au bord ∂
 et on intègre sur tout le domaine 
 :

∫



ρ

 

∂u

∂t
+ (u · ∇)u

!

· v = −
∫



∇p · v + 2�

∫



(∇ · D[u]) · v +

∫



f · v

Par application des formules de Green :
∫



∇p · v =

∫

@ 

pv · n −

∫



p div(v)

∫



(∇ · D[u]) · v =

∫

@ 

(D[u] · v) · n −

∫



D[u] : ∇v

Les intégrales sur le bord s’annulent car v s’annule au bord.

Par ailleurs, D est symétrique ce qui implique D[u] : ∇v = D[u] : D[v].
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2 Un modèle unifié d’interaction � uide-structure

De même, on multiplie l’équation de conservation de la masse (se résumant dans le cas

incompressible à ∇ · u = 0) par une fonction test q ∈ L2(
 ) et on intègre sur tout le domaine


 . Finalement, la formulation variationnelle s’écrit :



















∫



ρ

 

∂u

∂t
+ (u · ∇)u

!

· v −
∫



p div(v) + 2�

∫



D[u] : D[v] =

∫



f · v

∫



q div(u) = 0

On procède formellement à une discrétisation temporelle pour se ramener à un problème

en espace uniquement et faire un lien avec un problème d’optimisation. En introduisant les

formes bilinéaires suivantes,

a(u, v) =
∫



ρ

 

un+1

� t

!

· v + 2�

∫



D[u] : D[v]

b(u, q) =
∫



q div(u)

F (v) =
∫




�

f − (ρun · ∇)un +
ρun

� t

�

· v

le problème s’écrit :






a(u, v) + b(v, p) = F (v) 8v ∈ C1(
 )

b(u, q) = 0 8q ∈ L2(
 )

On définit un opérateur linéaire A tel que A[u](v) = a(u, v) et B tel que B[u](q) = b(u, q).

Alors le problème peut prendre encore une autre forme :
0

@

A B⊤

B 0

1

A

0

@

u

p

1

A =

0

@

F

0

1

A (2.14)

Il s’agit ici de la définition d’un problème de point-selle. Pour s’en convaincre, exprimons la

fonctionnelle J(u) telle que :

J(u) =
1
2

hAu, ui− hF, ui

On considère le problème de minimiser cette fonctionnelle sous la contrainte Bu = 0 :










min
Bu=0

J(u)

Bu = 0

Il s’agit d’un problème d’optimisation sous contrainte. On peut reformuler ce problème sans

contrainte en introduisant un multiplicateur de Lagrange tel que l’on cherche à minimiser la

nouvelle fonctionnelle suivante, dit Lagrangien :

min max L(u, p) =
1
2

hAu, ui− hF, ui+ hp, Bui
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2.4 Extension de la formulation � uide

La caractérisation du point-selle donne :

∇u(L) = Au − F + hp, Bi= Au − F + B⊤p = 0

∇p(L) = Bu = 0

On obtient la caractérisation du minimum qui est la relation (2.14). Ainsi, rechercher le

point-selle du lagrangien ci-dessus et considérer la formulation variationnelle de l’équation

de Navier-Stokes incompressible sont deux problèmes équivalents. On remarque alors que la

pression p agit comme le multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte Bu = 0 c’est

à dire de
∫



q div u = 0 formulation faible de la contrainte d’incompressibilité div u = 0.

2.4.2 Formulation variationnelle IFS

Pour la compréhension de la démonstration qui va suivre, on définit les espaces et les notations

sur le schéma suivant :




�∂
 s
 s

Figure 2.3 – Définition des espaces de travail et notations

On précise que sur la figure 2.3, 
 s est inclus dans 
 , ce dernier comprend donc intégralement

l’espace délimité par la frontière � .

L’objectif de cette section est de proposer une formulation variationnelle unifiée en incom-

pressible, c’est à dire sur 
 . Pour cela, on écrit séparément les formulations variationnelles

dans 
 s et dans 
 n
 s.
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2 Un modèle unifié d’interaction � uide-structure

On commence par écrire l’équation de Navier-Stokes incompressible pour le domaine 
 n
 s

avec le tenseur des contraintes fluides σf = −pI + 2� D[u] :














ρf

 

∂u

∂t
+ (u · ∇)u

!

= −∇p + 2� ∇ · D[u] + g

div(u) = 0

(2.15)

On définit les espaces de fonctions suivants :

L’espace de solution des vitesses fluides :

V� =
n

u ∈ H1(
 n
 s), u = uΓ sur �
o

L’espace des fonctions test v1 :

V0 =
n

v1 ∈ H1(
 n
 s), v1 = 0 sur �
o

Le domaine 
 n
 s admet une frontière externe � et une frontière interne ∂
 s. On multiplie

l’équation (2.15) par une fonction test v1 ∈ V0 et la contrainte d’incompressibilité par q

∈ L2(
 n
 s) et on intègre sur 
 n
 s :






























∫


 \
 s

ρf

 

∂u

∂t
+ (u · ∇)u − g

!

· v1 = −
∫


 \
 s

∇p · v1 + 2�

∫


 \
 s

(∇ · D[u]) · v1

∫


 \
 s

q div(u) = 0

L’application des formules de Green permet d’écrire :
∫


 \
 s

∇p · v1 =
∫

�

(p · n)v1

| { z }

=0 car v1∈V0

+
∫

@ 
 s

(p · n)v1 −
∫


 \
 s

p div(v1)

∫


 \
 s

(∇ · D[u]) · v1 =
∫

�

(D[u] · n)v1

| { z }

=0 car v1∈V0

+
∫

@ 
 s

(D[u] · n)v1 −
∫


 \
 s

D[u] ∇(v1)
| { z }

=D[u]:D[v1] car D sym

La formulation variationnelle de l’équation (2.15) s’écrit donc :


























































∫


 \
 s

ρf

 

∂u

∂t
+ (u · ∇)u − g

!

· v1 + 2�

∫


 \
 s

D[u] : D[v1]

−
∫


 \
 s

p div(v1) −
∫

@ 
 s

((−p + 2� (D[u]
| { z }

σf

) · n)v1 = 0

∫


 \
 s

q div(u) = 0

(2.16)

On verra par la suite qu’en vertu de la continuité des contraintes à l’interface fluide-solide

∂
 s, le terme de bord dans l’équation 2.16 faisant intervenir la contrainte fluide σf traduit

en fait les efforts venus du solide.
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2.4 Extension de la formulation � uide

Écrivons maintenant la formulation variationnelle pour la partie solide. Le domaine solide est

représenté comme un fluide incompressible soumis à une contrainte supplémentaire de

rigidité (rigid-� uid), c’est à dire de non-déformation :

D[u] = 0 dans 
 s (2.17)

Au même titre que la contrainte d’incompressibilité (qui est une contrainte scalaire) donnant

lieu à une pression p agissant comme le multiplicateur de Lagrange associé à cette contrainte

, la contrainte de rigidité (qui est une contrainte tensorielle) donne lieu à un certain tenseur

L agissant comme le multiplicateur de Lagrange associé à cette contrainte. Cela revient à

considérer un nouveau tenseur des contraintes de la forme [46] :

σs = −pI + L + 2� D

Ce nouveau tenseur associé à la contrainte D[u] = 0 correspond donc à la résolution de six

équations scalaires (puisque D est symétrique). Patankar [101] propose une amélioration et

fait remarquer qu’appliquer la contrainte de rigidité est équivalent à imposer :






∇ · (D[u]) = 0 dans 
 s

D[u] · n = 0 sur ∂
 s

(2.18)

De ce fait, le tenseur L n’est plus lui même multiplicateur de Lagrange et peut être représenté

par un multiplicateur de Lagrange vectoriel λ à trois composantes de sorte que L s’écrit :

L = D[λ] (2.19)

Dès lors, le système que l’on considère est le suivant :






























ρs

 

∂u

∂t
+ (u · ∇)u

!

= −∇p + 2� ∇ · D[u] + ∇ · D[λ] + g

div(u) = 0

∇ · D[u] = 0

(2.20)

La première équation du système (2.20) est une équation traditionnellement utilisée en

mécanique des fluides. On conçoit alors que son utilisation pour caractériser le mouvement

d’un solide peut paraître étrange. Toutefois, on insiste sur le fait que dans ce travail, le solide

est considéré comme un fluide soumis à une contrainte de rigidité et qu’utiliser une telle

équation est légitime. En l’occurrence, on montrera à la fin de ce chapitre que cette équation

fluide, sous l’hypothèse d’un champ de vitesse rigide, implique un mouvement solide décrit

par les équations de la mécanique des solides.

On définit l’espace des fonctions test v2 :

Vp =
n

v2 ∈ H1(
 s), D[v2] = 0 dans 
 s

o
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2 Un modèle unifié d’interaction � uide-structure

On multiplie l’équation (2.20) par une fonction test v2 ∈ Vp, la contrainte d’incompressibilité

par q ∈ L2(
 s), la contrainte de rigidité par µ ∈ H1(
 s) et on intègre sur 
 s :


















































∫


 s

ρs

 

∂u

∂t
+ (u · ∇)u − g

!

· v2 = −
∫


 s

∇p · v2 + 2�

∫


 s

(∇ · D[u]) · v2 +
∫


 s

(∇ · D[λ]) · v2

∫


 s

q div(u) = 0

∫


 s

(∇ · D[u]) · µ = 0

L’application des formules de Green permet d’écrire :
∫


 s

∇p · v2 =
∫

@ 
 s

(p · n)v2 −
∫


 s

p div(v2)

∫


 s

(∇ · D[u]) · v2 =
∫

@ 
 s

(D[u] · n)v2 −
∫


 s

D[u] : D[v2]
| { z }

=0 car v2∈Vp

∫


 s

(∇ · D[λ]) · v2 =
∫

@ 
 s

(D[λ] · n)v2 −
∫


 s

D[λ] : D[v2]

et pour la condition de rigidité :
∫


 s

(∇ · D[u]) · µ =
∫

@ 
 s

(D[u] · n
| { z }

=0 par 2 : 18

)µ −
∫


 s

D[µ] : D[u]

La formulation variationnelle de l’équation (2.20) s’écrit donc :














































































∫


 s

ρs

 

∂u

∂t
+ (u · ∇)u − g

!

· v2 +
∫


 s

D[λ] : D[v2] −
∫


 s

p div(v2)

−
∫

@ 
 s

((−p + 2� (D[u]) + D[λ]
| { z }

σs

) · n)v2 = 0

∫


 s

q div(u) = 0

∫


 s

D[µ] : D[u] = 0

(2.21)

On verra par la suite qu’en vertu de la continuité des contraintes à l’interface fluide-solide ∂
 s,

le terme de bord dans l’équation (2.21) faisant intervenir la contrainte solide σs traduit en

fait les efforts venus du fluide. Par analogie avec la section précédente où le terme
∫


 f

q div(u)

était associé à
∫


 f

p div(v) où p est le multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte

d’incompressibilité, le terme
∫


 s

D[u] : D[µ] est associé à un terme
∫


 s

D[λ] : D[v] où λ

est un champ vectoriel agissant comme un multiplicateur de Lagrange de la contrainte de

rigidité. Remarquons deux choses ici :
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2.4 Extension de la formulation � uide

◮ le terme
∫


 s

D[λ] : D[v2] est nul car v2 ∈ Vp. Cependant, le garder va permettre

d’écrire la formulation faible sur l’espace entier 
 .

◮ la contrainte de rigidité
∫


 s

D[µ] : D[u] = 0 et la contrainte d’incompressibilité

exprimée par
∫


 s

q div(u) = 0 sont redondantes puisque D[u] = 0 ) div u = 0 . Là

encore, garder les deux termes permettra d’écrire la formulation variationnelle unifiée.

En sommant les formulations variationnelles (2.16-2.21) pour considérer les intégrales sur 

tout entier, on obtient :



















































































∫


 \
 s

ρf

�

∂u

∂t
+ (u · ∇)u − g

�

· v1 +

∫


 s

ρs

�

∂u

∂t
+ (u · ∇)u − g

�

· v2 + 2ν

∫


 \
 s

D[u] : D[v1]

+

∫


 s

D[λ] : D[v2] −

0

B

@

∫


 \
 s

p div(v1) +

∫


 s

p div(v2)

1

C

A

−

0

B

@

∫

@ 
 s

(σf · n)v1 +

∫

@ 
 s

(σs · n)v2

1

C

A

= 0

∫


 \
 s

q div(u) +

∫


 s

q div(u) = 0

∫


 s

D[µ] : D[u] = 0

(2.22)

Dès lors, il est nécessaire d’introduire la fonction v suivante :

v =







v1 dans 
 n
 s

v2 dans 
 s

respectant la condition v1 · n = v2 · n. Cette définition d’une "fonction test unifiée" permet de

grouper certains intégrales de la formulation (2.22). Par ailleurs, on remarque que les termes

de bords s’annulent par la relation (2.13). On retrouve ici la condition essentielle de

continuité des contraintes à l’interface. Dès lors, il est possible d’écrire [101] :















































































∫




ρf

 

∂u

∂t
+ (u · ∇)u − g

!

· v + 2�

∫




D[u] : D[v] −
∫




p div(v)

+
∫


 s

(ρs − ρf )

 

∂u

∂t
+ (u · ∇)u − g

!

· v +
∫


 s

D[λ] : D[v] = 0

∫




q div(u) = 0

∫


 s

D[µ] : D[u] = 0

(2.23)

On procède formellement à une discrétisation temporelle pour se ramener à un problème

en espace uniquement et faire un lien avec un problème d’optimisation. En introduisant les
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2 Un modèle unifié d’interaction � uide-structure

formes bilinéaires suivantes,

a(u, v) =
∫



ρf

 

un+1

� t

!

· v +
∫


 s

(ρs − ρf )

 

un+1

� t

!

· v + 2�

∫



D[u] : D[v]

b(u, q) =
∫



q div(u)

c(u, µ) =
∫


 s

D[µ] : D[u]

F (v) =
∫



ρf

�

g − (un · ∇)un +
un

� t

�

· v +
∫


 s

(ρs − ρf )
�

g − (un · ∇)un +
un

� t

�

· v

le problème s’écrit :


















a(u, v) + b(v, p) + c(v, λ) = F (v)

b(u, q) = 0

c(u, µ) = 0

En définissant les opérateurs adéquats, on peut réécrire le problème sous la forme :

0

B

B

@

A B⊤ C⊤

B 0 0

C 0 0

1

C

C

A

0

B

B

@

u

p

λ

1

C

C

A

=

0

B

B

@

F

0

0

1

C

C

A

Alors, par analogie avec la section précédente, ce problème revient à rechercher le point-selle

du lagrangien suivant :

L(u, p, λ) =
1
2

hAu, ui+ hp, Bui+ hλ, Cui− hF, ui

On retrouve bien que � est le multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte D[u] = 0 au

même titre que p agit comme le multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte div u = 0.

Remarque : Une autre façon de comprendre l’expression (2.19) est de faire une analogie avec

les méthodes de pénalisation en viscosité. Un terme
1
"

∇ · (D " [u]) est ajouté dans l’équation

de conservation de la quantité de mouvement afin de pénaliser la contrainte visqueuse et de

rendre le solide infiniment visqueux c’est à dire rigide. Ce terme tend vers ∇ · (D[λ]) lorsque

" tend vers 0, ce qui correspond effectivement à une décomposition du tenseur des contraintes

sous la forme σs = −pI + D[λ] + 2� D[u]

2.4.3 Formulation variationnelle IFS pour Euler compressible

L’extension de la formulation variationnelle (2.23) aux équations d’Euler compressibles ne

présente pas de difficulté particulière. En effet, D[u] = 0 ) div u = 0 dans le solide et

comme évoqué précédemment, ces deux contraintes de rigidité et d’incompressibilité sont

redondantes dans l’équation (2.23). Par conséquent, on peut s’affranchir totalement de la

76



2.4 Extension de la formulation � uide

contrainte d’incompressibilité sur tout le domaine 
 . La formulation variationnelle unifiée du

problème d’interaction fluide-structure s’en retrouve donc simplifiée et on peut écrire :










































∫



ρf

 

∂u

∂t
+ (u · ∇)u − g

!

· v −
∫



p div(v)

+
∫


 s

(ρs − ρf )

 

∂u

∂t
+ (u · ∇)u − g

!

+
∫


 s

D[λ] : D[v] = 0
∫


 s

D[µ] : D[u] = 0

La pression p n’est ici plus une inconnue car elle est donnée explicitement par la loi de
fermeture. On procède formellement à une discrétisation temporelle pour se ramener à
un problème en espace uniquement et faire un lien avec un problème d’optimisation. En
introduisant les formes bilinéaires suivantes,

a(u, v) =

∫



ρf

 

un+1

∆t

!

· v +

∫


 s

(ρs − ρf )

 

un+1

∆t

!

· v

b(u, µ) =

∫


 s

D[µ] : D[u]

F (v) =

∫



p div(v) +

∫



ρf

�

g − (un · ∇)un +
un

∆t

�

· v +

∫


 s

(ρs − ρf )

�

g − (un · ∇)un +
un

∆t

�

· v

le problème s’écrit :






a(u, v) + b(λ, v) = F (v)

b(u, µ) = 0

et en introduisant les opérateurs adéquats, on peut obtenir le problème sous la forme :
0

@

A B⊤

B 0

1

A

0

@

u

λ

1

A =

0

@

F

0

1

A

ou sous la forme d’un problème d’optimisation :

min max L(u, λ) =
1
2

hAu, ui+ hλ, Bui− hF, ui

Par analogie avec l’incompressible, on remarque alors que λ multiplicateur de Lagrange

associée à la contrainte de rigidité joue exactement le rôle d’une pression, à ceci près qu’il

s’agit désormais d’une quantité vectorielle.

Pour aller plus loin sur le rôle de λ comme pression, on rappelle que le tenseur des contraintes

dans le fluide s’écrit σf = −pfI et son équivalent dans le solide s’écrit σs = −psI + D[λ]

faisant intervenir un tenseur D[λ] permettant de rigidifier 
 s. La condition de continuité des

contraintes à l’interface sur fluide-solide impose :

−pf · n = −ps · n + D[λ] · n

On comprend qu’en vertu de la loi de fermeture (1.5), la pression ps dans un solide de masse

volumique constante est constante et ne correspond en rien au prolongement naturel de
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2 Un modèle unifié d’interaction � uide-structure

la pression fluide pf depuis 
 f . Il paraît donc évident que le terme D[λ] · n de l’équation

ci-dessus apporte obligatoirement une contribution telle que la continuité des contraintes est

assurée. Cette contribution peut s’exprimer comme celle d’une pression artificielle. Supposons

qu’il existe un champ vectoriel ~λ et une pression part tels que :

D[λ] · n = −part · n + D[~λ] · n (2.24)

alors la continuité des contraintes s’écrirait :

−pf · n = −(ps + part) · n + D[~λ] · n

Si part est une pression artificielle bien choisie telle que cette pression additionnée à la pression

dans le solide ps (constante) soit égale à la pression fluide pf , la continuité des contraintes

est assurée avec pour conséquence que D[~λ] · n = 0 et −pf · n = −(ps + part) · n. Il existe en

fait une infinité de couple (~λ,part) telle que la continuité des contraintes soit toujours assurée.

Le terme D[λ] · n renferme une pression artificielle qui est toujours en mesure de compenser

la pression solide pour assurer la continuité avec la pression fluide, sous réserve de l’existence

de la décomposition (2.24). Démontrons ce dernier point :

Soit part = part(x, y, z) et ~λ = ( ~� 1, ~� 2, ~� 3)T . Un calcul algébrique permet d’extraire les six

relations suivantes :










































































































∂ ~� 1

∂x
= part +

∂� 1

∂x

∂ ~� 2

∂y
= part +

∂� 2

∂y

∂ ~� 3

∂z
= part +

∂� 3

∂z

∂ ~� 2

∂x
+

∂ ~� 1

∂y
=

∂� 2

∂x
+

∂� 1

∂y

∂ ~� 3

∂x
+

∂ ~� 1

∂z
=

∂� 3

∂x
+

∂� 1

∂z

∂ ~� 2

∂z
+

∂ ~� 3

∂y
=

∂� 2

∂z
+

∂� 3

∂y

Après quelques calculs, il devient possible de découpler les équations et de dégager l’équation

de Poisson vectorielle suivante :

� ~λ = � λ − ∇part

Cette dernière équation, supplantée de la condition limite donnée par (2.24), permet donc

de déduire la solution ~λ. Il existe donc une décomposition du tenseur D[λ] donnée par la

relation (2.24) permettant d’assurer en toutes circonstances une continuité des contraintes à

l’interface fluide-solide. On verra dans le chapitre 3 que part n’est jamais explicitée et que ps

n’est jamais utilisée dans la méthode numérique. On utilise uniquement pf pour assurer un

prolongement continu de la pression par une méthode de type ghost-� uid
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2.5 Identi� cation du terme anti-rigide

Dans les méthodes incompressibles, le découplage vitesse-pression trouve sa genèse dans la

formulation de la vitesse comme la composition d’une partie irrotationnelle et d’une partie

solénoïdale. Par analogie, dans ce travail on décompose la vitesse u comme la somme d’une

vitesse rigide et d’une vitesse anti-rigide. Le terme supplémentaire que l’on rajoute dans

l’équation de quantité de mouvement pour prendre en compte la présence de l’obstacle

dans l’écoulement fluide prend alors la forme d’un terme anti-rigide. Ce qui suit explique

pourquoi.

Reprenons l’équation de quantité de mouvement vérifiée par le fluide :

∂(ρu)
∂t

+ div(ρu 
 u) = −∇p + ρg (2.25)

On veut maintenant montrer que cette équation prise dans la partie rigide 
 s sous la contrainte

u = urig fait apparaître un terme AR associé à cette contrainte de rigidité. On a vu dans la

section précédente que ce terme peut s’expliciter comme un multiplicateur de Lagrange et

qu’il peut s’exprimer comme la divergence d’un tenseur. On vérifie ici qu’il s’agit bien d’un

terme dit anti-rigide.

On introduit un sous-espace vectoriel de dimension finie appelé l’espace des mouvements

rigides tel que :

F = fu ∈ L2(
 ), u = VG + ω ^rg

Autrement dit, il s’agit de l’espace des vitesses qui se décomposent comme une translation et

une rotation. On définit le projecteur orthogonal P de u sur F avec les propriétés suivantes

qui en découlent :

||u − P (u)||L2(
 ) = min
v∈F

||(u − v)||L2(
 )

u = P (u) + Q(u)

P � Q = 0

P � P = P

La vitesse urig est donc simplement la projection de la vitesse u sur l’espace des mouvements

rigides : urig = P (u) et s’exprime donc comme la somme d’une vitesse de translation

(paramétrée par VG) et d’une vitesse de rotation (paramétrée par ω).

Pour la démonstration qui suit, on fait l’hypothèse que toutes les termes de l’équation (2.25)

appartiennent à L2(
 ). On a donc le droit d’appliquer l’opérateur de projection défini ci-dessus

à tous les termes de cette équation, ce qui donne, en utilisant la propriété de linéarité du

projecteur :

P (
∂(ρu)

∂t
) + P (div(ρu 
 u)) = P (−∇p) + P (ρg) (2.26)

79



2 Un modèle unifié d’interaction � uide-structure

Étudions chacun des termes de cette nouvelle égalité.

◮ terme en temps

Dans 
 s, u = P (u), un mouvement initialement rigide le reste au cours du temps

donc :

P (
∂(ρu)

∂t
) =

∂(ρu)
∂t

=
∂(ρP (u))

∂t

◮ terme convectif

Considérons le terme suivant :

div(ρP (u) 
 P (u)) = ρ∇(P (u))
| { z }

A

P (u)
| { z }

b

+ ρP (u)div(P (u))
| { z }

c

A est une matrice et b, c des vecteurs. Alors si la partie symétrique de A est nulle, le

produit matrice vecteur Ab représente une rotation et le vecteur c une translation,

c’est à dire un mouvement rigide. Comme, u = P (u) dans 
 s, on a :

div(ρP (u) 
 P (u)) = div(ρu 
 u) = ρ∇(u)u :

La partie symétrique de ∇(u) correspond à D[u] qui est nulle par définition dans 
 s.

Il s’agit donc d’un terme rigide et on peut écrire :

div(ρP (u) 
 P (u)) = P (div(ρu 
 u))

◮ terme contrainte

On ne peut rien dire de particulier sur la composante rigide ou anti-rigide de ce terme.

On peut néanmoins écrire P (−∇p) = −∇p − Q(−∇p)

◮ terme de forçage

Sous l’hypothèse d’un obstacle de masse volumique constante, le terme de gravité est

constant et agit de manière identique en tout point du solide. Il s’agit par conséquent

d’une contribution rigide qui n’induit pas de déformations et alors P (ρg) = ρg

Finalement, l’équation (2.26) peut s’écrire dans 
 s :

∂(ρu)
∂t

+ div(ρu 
 u) = −∇p + ρg −Q(−∇p)
| { z }

AR

(2.27)

associée à la contrainte :

u = urig = P (u)

AR s’écrit donc bien comme une composante anti-rigide (l’opérateur Q est l’opérateur

anti-rigide). Son signe négatif témoigne du fait que ce terme vient compenser/supprimer toute

déviation anti-rigide du champ de vitesse dans l’obstacle afin que celui-ci reste parfaitement

rigide. Comme évoqué dans la section précédente, AR agit comme le multiplicateur de

Lagrange associé à la contrainte u = P (u)
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2.6 Approximation du modèle uni� é

L’extension de la formulation unifiée étant effectuée pour les écoulements compressibles, toute

l’interaction fluide-solide repose finalement sur l’imposition d’une vitesse rigide au sein du

solide. C’est donc assez naturellement que l’on se tourne vers les méthodes de pénalisation

pour approcher le modèle monolithique. On poursuit l’analogie avec l’incompressible en

faisant un parallèle entre les méthodes de projection pour l’incompressible et une méthode de

projection pour imposer le mouvement de solide rigide.

2.6.1 Méthode de projection de type Chorin-Temam

Pour imposer la condition de divergence nulle pour les écoulements incompressibles, une

méthode de projection est souvent utilisée. Reprenons la méthode de prédiction-correction

originelle de Chorin [21] pour les méthodes incompressibles pour l’équation de Navier-

Stokes :














∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −

∇p

ρ
+ � � u + f

div(u) = 0

Pour résoudre l’équation de Navier-Stokes sous contrainte d’incompressibilité de l’écoulement,

une première étape dite de prédiction consiste à calculer une solution intermédiaire u∗ à

partir de l’équation sans considérer le terme de pression. En supposant un schéma d’Euler

implicite en temps, on obtient :

u∗ = un + � t(� � un+1 − (un+1 · ∇)un+1 + fn+1) (2.28)

Puis on effectue une étape dite de correction où la solution un+1 résout :














un+1 = u∗ −
� t

ρ
∇pn+1

div(un+1) = 0
(2.29)

où l’on requiert que la solution un+1 soit un champ solénoïdal. En prenant la divergence de

l’équation précédente, on est amené à résoudre l’équation de Poisson suivante :

� pn+1 =
ρ

� t
div(u∗)

qui permet de calculer le champ de pression permettant de corriger la vitesse intermédiaire

u∗ pour obtenir un champ de vitesse un+1 à divergence nulle.

Dès lors, on peut remarquer deux choses :
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2 Un modèle unifié d’interaction � uide-structure

◮ le fait de fractionner l’équation par une méthode de prédiction-correction correspond à

un splitting en temps de l’équation de départ. En effet, il suffit de combiner l’équation

(2.28) et (2.29) pour retrouver l’équation de Navier-Stokes. Ce splitting introduit en

revanche une erreur (détaillée plus loin).

◮ l’équation (2.29) correspond en fait à une décomposition de Helmholtz–Hodge, stipulant

qu’un champ de vitesse peut être décomposé de manière unique en une somme d’une

partie solénoïdale et d’une partie irrotationnelle :

u = usol + uirr

Comme un champ irrotationnel dérive d’un potentiel scalaire, on a uirr = ∇� (car

∇ ^∇� = 0). Par identification avec l’équation (2.29), on a donc bien un+1 champ

solénoïdal et ∇pn+1 agit comme le champ irrotationnel.

◮ Le terme qui est splitté ici est le terme de pression, multiplicateur de Lagrange associé

à la contrainte de divergence nulle.

Faisons maintenant une analogie avec la méthode utilisée pour traiter l’interaction fluide-

structure dans ce travail. On utilise ici également une méthode de projection de type Temam-

Chorin à la différence près que le splitting s’exerce maintenant sur le terme anti-rigide, restreint

à 
 s, multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte de rigidité. La décomposition utilisée

pour le champ de vitesse n’est plus une décomposition de type Helmholtz–Hodge mais une

décomposition de la vitesse en une somme d’une partie rigide et d’une partie anti-rigide telle

que :

u = urig + uanti = P (u) + Q(u)

Une première étape de prédiction consiste à calculer une solution fluide intermédiaire u∗ sur


 à partir de l’équation (2.27) sans considérer le terme anti-rigide. En supposant un schéma

d’Euler explicite en temps et en désignant par f l’ensemble des termes sources et convectifs,

on a :
(ρu)∗ − (ρu)n

� t
= fn

Puis on considère une étape de correction pour modifier la vitesse dans 
 s uniquement :















ρ

 

un+1 − u∗

� t

!

= AR

un+1 = P (un+1)

(2.30)

où l’on requiert que la solution un+1 soit un champ rigide. En appliquant l’opérateur P à la

première équation du système (2.30), on a :

ρ

 

P (un+1) − P (u∗)
� t

!

= P (AR) = 0

82



2.6 Approximation du modèle unifié

Il vient donc que :

un+1 = P (u∗) (2.31)

On en déduit alors que le terme anti-rigide s’exprime :

AR =
ρ

� t
(P (u∗) − u∗) = −

ρ

� t
Q(u∗) = −

ρ

� t
uanti

Physiquement, on imagine qu’à partir d’un instant n rigide, le domaine 
 s représenté par

l’obstacle a été déformé à l’issue de l’étape de prédiction sur un pas de temps � t. L’étape

de correction a pour objectif de rendre 
 s rigide à l’étape n+1, elle fait donc intervenir AR

dont la contribution est de venir retrancher toute la composante anti-rigide qui est apparue à

l’étape de prédiction.

2.6.2 Erreur de splitting

Il est connu que les méthodes à pas fractionnaire telles que celle proposée ici introduisent une

erreur numérique due à la non-commutativité des opérateurs différentiels. Pour quantifier

cette erreur, considérons l’équation suivante :

u′(t) = Au(t) + Bu(t)

avec u(t) ∈ RN , A et B ∈ Mn(R). Le splitting de Lie pour cette équation s’écrit :






v′(t) = Av(t)

v(0) = u0

,







w′(t) = Bw(t)

w(0) = v(� t)

et on considère w(� t) l’approximation de u(� t) pour � << 1. Théoriquement, la solution u(� t)

de l’équation complète s’écrit u(� t) = u0e
(A+B)� t et w(� t) = v(� t)eB� t = u0e

A� teB� t. Ecrivons

le développement de Taylor des exponentielles :

eA� t = Id + � tA +
� t2

2
A2 +

� t3

3!
A3 + o(� t4)

eB� t = Id + � tB +
� t2

2
B2 +

� t3

3!
B3 + o(� t4)

eA+B� t = Id + � t(A + B) +
� t2

2
(A + B)2 +

� t3

3!
(A + B)3 + o(� t4)

Alors après quelques calculs, l’erreur de splitting s’écrit :

u(� t) − w(� t) =
� t2

2
(BA − AB)u0 + o(� t3)

Le splitting de Lie est exact si les opérateurs différentiels A et B commutent. Sinon, le splitting

est globalement d’ordre 1. Pour l’équation qui nous intéresse, l’opérateur A correspond à

l’ensemble des termes de convection et de forçage, tandis que l’opérateur B s’identifie au

terme anti-rigide. Ces deux opérateurs ne commutent pas, le splitting est donc globalement

d’ordre 1 et génère donc une erreur en O(� t).
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2 Un modèle unifié d’interaction � uide-structure

2.6.3 Lien avec les méthodes de pénalisation

Partant de l’idée de pénaliser la vitesse fluide au sein du solide, on introduit maintenant

une approximation du modèle unifié par pénalisation. La contrainte de rigidité imposée par

la projection sur les champs de vitesse rigide est relaxée par l’introduction d’un paramètre

numérique " multipliant le terme anti-rigide et destiné à être très petit. On approxime donc

le modèle unifié régit par l’équation suivante :














∂(ρu)
∂t

+ ∇ · (ρu 
 u) = −∇p + ρg + AR dans 


u = P (u) dans 
 s

(2.32)

par un modèle unifié pénalisé satisfaisant l’équation suivante :

∂(ρu)
∂t

+ ∇ · (ρu 
 u) = −∇p + ρg +
χ

"
ρ(P (u) − u) (2.33)

où " est un paramètre numérique destiné à être très petit. Formellement, lorsque l’on se

trouve dans le fluide, le terme de pénalisation s’annule (χ = 0) et on retrouve les équations

d’Euler, on modélise alors un fluide. Lorsque l’on se trouve dans le solide, ce terme existe et

sa contribution est déterminée par la valeur de " , celui-ci étant destiné à être une très petite

valeur afin que le terme P (u) − u devienne prépondérant et tende vers 0. La vitesse dans le

solide u converge alors asymptotiquement vers P (u). C’est une pénalisation en vitesse.

Le dernier terme dans (2.33) représente une difficulté conséquente dans l’approximation

numérique de cette équation. Il n’est en effet pas possible d’utiliser l’équation telle quelle.

Le fait que la vitesse P (u) à imposer dans l’obstacle dépende de u conduit naturellement

à s’orienter vers des méthodes de splitting pour pouvoir calculer un champ rigide à partir

d’une vitesse issue d’une première itération en temps (prédiction). Dans le cas particulier où

la vitesse de pénalisation souhaitée est constante, il n’est pas nécessaire d’avoir recours à

des techniques à pas fractionnaire. Une implicitation du terme de pénalisation permet de

s’affranchir d’une contrainte sur " et le terme P (u) − u admet alors une erreur en O(" ). Dans

ce cas, choisir " de l’ordre de la précision machine suffit à imposer le mouvement rigide.

On se propose de montrer qu’un choix particulier de discrétisation temporelle du terme de

pénalisation permet de retrouver l’imposition de la contrainte rigide à partir d’une méthode

de prédiction-correction. On propose le splitting en temps suivant :

(ρu)∗ − (ρu)n

� t
= fn

un+1 − u∗

� t
=

χ

"
(P (u∗) − u∗) " << 1

En discrétisant explicitement le terme de pénalisation, l’étape de correction revient à écrire :

un+1 = (1 −
� t

"
)u∗ +

� t

"
P (u∗) (2.34)

84



2.7 Projection des champs de vitesses rigides

Alors pour le choix spécifique " = � t, on obtient exactement l’équation (2.31) obtenue

par une méthode de prédiction-correction effectuée sur l’équation (2.32). On remarque que

l’équation (2.34) introduit en fait une pondération entre la vitesse prédite et la vitesse rigide.

On comprend alors que pour " << � t, l’équation (2.34) ne permet pas de garantir une

composante rigide uniquement. Une autre façon d’aborder le problème est de constater qu’en

raison d’un splitting d’ordre 1, le terme P (u∗) − u∗ admet une erreur en O(� t). Comme ce

terme est multiplié par
1
"

, il devient non-borné pour des valeurs de " << � t. Il serait tout à

fait possible d’envisager une discrétisation implicite du terme de pénalisation lors de l’étape

de correction. Celle-ci s’écrirait alors :

un+1 − u∗

� t
=

χ

"
(P (u∗) − un+1)

donnant lieu à l’expression suivante :

un+1 = (1 +
� t

"
)u∗ +

� t
"

1 + � t
"

P (u∗)

Ce schéma est inconditionnellement stable et il suffit de prendre " de l’ordre de la précision

machine pour retrouver l’approximation de l’équation (2.31) à l’ordre O(" ) près.

2.7 Projection des champs de vitesses rigides

L’étape de correction qui est effectuée après la prédiction fluide et permettant de rigidifier

le fluide dans 
 s nécessite le calcul du projecteur P qui, jusqu’à maintenant, est resté

relativement abstrait. Dans la suite, on notera u la vitesse rigide et Vω = ω ^r la vitesse de

rotation. Le calcul pratique de P consiste à minimiser la fonctionnelle suivante au sens de la

norme L2 :

min
u∈F

J =
∫


 S

(u − u)2 d
 S

Le développement de cette intégrale donne :

J =

∫


 S

u · u dΩS +

∫


 S

(VG + Vω) · (VG + Vω) dΩS − 2

∫


 S

u · (VG + Vω) dΩS

=

∫


 S

u2 dΩS + |V |V2
G +

∫


 S

V2
ω dΩS + 2VG

∫


 S

Vω dΩS − 2VG

∫


 S

u dΩS − 2

∫


 S

u · Vω dΩS

On annule la dérivée de J suivant la composante de translation :

∂J

∂VG

= 2VG|V | − 2
∫


 S

u d
 S = 0

=) VG =
1

|V |

∫


 S

u d
 S
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2 Un modèle unifié d’interaction � uide-structure

On annule la dérivée de J suivant la composante de rotation :

∂J

∂ω
=

∂

∂ω

0

B

@

∫


 S

(ω ^r)2 d
 S − 2
∫


 S

u · (ω ^r) d
 S

1

C

A

= 0

=
∂

∂ω

0

B

B

B

B

B

B

@

∫


 S

ω2r2 d
 S −
∫


 S

(r · ω)2 d
 S

| { z }

0

−2ω

∫


 S

r ^u d
 S

1

C

C

C

C

C

C

A

= 0

=) ω =

R


 S
r ^u d
 S

R


 S
r2 d
 S

On rappelle que la matrice d’inertie s’exprime :

J =
∫


 S

r2 dm = ρ

∫


 S

r2 d
 S

En combinant les équations précédentes, on obtient un champ de vitesse rigide dans le solide

en fonction de la vitesse de l’écoulement :

u =
1

|V |

∫


 S

u d
 S

| { z }

VG

+

0

B

@

ρ J
−1

∫


 S

r ^u d
 S

1

C

A

| { z }

ω

^ r (2.35)

Ainsi la projection P d’un champ de vitesse quelconque u est caractérisée par 2 grandeurs

que sont VG et ω telles que :

P (u) !



























VG =
1

|V |

∫


 S

u d
 S

ω = ρJ
−1

∫


 S

r ^u d
 S

(2.36)

De cette définition se déduit la projection d’un terme anti-rigide AR qui, par définition, est

nulle :

P (AR) !



























0 =
1

|V |

∫


 S

AR d
 S

0 = ρJ
−1

∫


 S

r ^AR d
 S

(2.37)

Finalement, l’équation à résoudre en splitting est la suivante :

∂(ρu)
∂t

+ ∇ · (ρu 
 u) = −∇p + ρg +
χ

"
ρ(u − u), " << 1 (2.38)

avec u donné par la relation (2.35).
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2.8 Équivalence des modélisations � uides et solides

Afin de finaliser l’établissement du modèle d’interaction fluide-structure, il s’agit maintenant

de vérifier que l’équation (2.38) prise dans 
 s puisse effectivement modéliser le mouvement

d’un solide rigide, c’est à dire être équivalente aux équations de la mécanique du solide.

Récrivons l’équation (2.32) sous forme de dérivée lagrangienne :

ρ
du

dt
= ∇ · σ + ρg + AR (2.39)

A partir de (2.35) et en utilisant la propriété ∇ · u = 0 dans 
 s, on a :

dVG

dt
=

1
V

∫


 S

du

dt
d
 S

donc en intégrant l’équation (2.39), on obtient :
∫


 S

ρ
du

dt
d
 S = m

dVG

dt
=

∫


 S

∇ · σ d
 S +
∫


 S

ρg d
 S +
∫


 S

AR d
 S

| { z }

= 0 par 2.37

=
∫


 S

∇ · σ d
 S +
∫


 S

ρg d
 S

qui est équivalent à l’équation (2.9) décrivant le mouvement d’un solide rigide par un

traditionnel PFD issu de la mécanique des solides.

Dérivons maintenant l’expression de ω à partir de la formule (2.35) en utilisant la propriété

∇ · u = 0 dans 
 s :

d


dt
= ρJ

−1
∫


 S

 

du

dt
^r + u ^

dr

dt

!

d
 S

J
d


dt
=

∫


 S

ρ

 

du

dt
^r + u ^u

!

d
 S

=
∫


 S

ρ
du

dt
^r d
 S

En prenant le produit vectoriel de (2.39) par r et en intégrant, on obtient :
∫


 S

ρ
du

dt
^r d
 S =

∫


 S

(∇ · σ ^r) d
 S +
∫


 S

(ρg ^r) d
 S +
∫


 S

(AR ^r) d
 S

| { z }

= 0 par 2.37

J
d


dt
=

∫


 S

(∇ · σ ^r) d
 S +
∫


 S

(ρg ^r) d
 S

qui est équivalent à l’équation (2.9) décrivant le mouvement d’un solide rigide par un

traditionnel PFD issu de la mécanique des solides.

87
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La formulation fluide (2.32) restreinte à 
 S est donc équivalente à une description solide du

mouvement prévue par les équations (2.9-2.10). Le solide est considéré comme un fluide au

sein duquel la vitesse a été rigidifiée par un opérateur de projection bien choisi.

2.9 Conclusion

Un modèle d’interaction fluide-structure a été proposé. A partir d’un rappel de la littérature

à ce sujet et inspirés par la philosophie de conception du modèle bi-fluide compressible

présenté dans le premier chapitre, les efforts se sont concentrés vers le développement d’une

méthode non-conforme fondée sur une représentation unifiée de l’interaction fluide-structure.

En particulier, les méthodes de domaines fictifs constituent un intérêt particulier en raison de

l’approche envisagée. A partir des travaux de Glowinski [46] et des améliorations de Patankar

[101], une formulation variationnelle a été écrite dans un cadre compressible et permet de

faire un lien entre la contrainte de rigidité imposée par l’hypothèse de solide rigide et la

contrainte de divergence nulle pour les méthodes incompressibles. En l’occurrence, au même

titre que la pression joue le rôle d’un multiplicateur de Lagrange associée à la contrainte

d’incompressibilité, on a mis en évidence un terme anti-rigide en tant que terme source

supplémentaire de l’équation de conservation de la quantité de mouvement qui agit comme

un multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte de rigidité. L’extension aux écoulements

compressibles ne pose pas de difficulté particulière dans la mesure où les deux contraintes

sont redondantes.

Cette analogie permet de déployer des méthodes de résolution numérique largement répandues

et fiables, comme la méthode de prédiction-correction de type Chorin-Temam. Un splitting

en temps a été proposé, à l’issue duquel, grâce à un opérateur de projection dans un

espace vectoriel bien choisi, la rigidification du domaine solide se résume à une méthode de

pénalisation en vitesse identique à celle proposée par Angot [3]. La vitesse de pénalisation u

est déduite de celle de l’écoulement à partir du calcul explicite du projecteur P.

La modélisation proposée, en particulier à travers une approche de splitting en temps et de

pénalisation, permet de poser les bases d’une méthode numérique simple à mettre en place

et dont la programmation se veut résolument indépendante et modulaire, sans modification

profonde de la méthode numérique proposée au chapitre 1. Cette méthode fait l’objet du

prochain chapitre.
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3 Méthode numérique pour le modèle

uni� é pénalisé

3.1 Introduction

Compte tenu du développement du chapitre précédent, le découplage de l’interaction fluide-

structure se résume simplement en la résolution successive (splitting en temps) des deux

équations suivantes :

∂(ρu)
∂t

+ ∇ · (ρu 
 u) = −∇p + ρg dans 


u = P (u∗) dans 
 s

Le champ de vitesse u∗ solution de la première équation est issu de l’étape de prédiction. La

dynamique du fluide est calculée sur 
 tout entier, englobant le domaine solide qui est alors

considéré comme un domaine fluide. La vitesse au sein de 
 s à cet instant n’est apriori pas

rigide. Puis l’étape de correction, par l’intermédiaire d’une pénalisation en vitesse, corrige la

vitesse dans le domaine solide 
 s pour que celle-ci corresponde à une vitesse rigide (c’est à dire

qui peut s’écrire comme la somme d’une vitesse de translation et d’une vitesse de rotation).

Les conditions à l’interface ∂
 s sont implicites (elles sont explicitées dans les formulations

variationnelles fluide et solide puis disparaissent dans la formulation faible unifiée). Toutefois,

dans le domaine discret, des traitements locaux à l’interface vont devoir être effectués pour

assurer la continuité des vitesses et des contraintes. Par ailleurs, la fonction χ, qui permet de

distinguer 
 s et 
 f , reste à construire numériquement.

3.2 Calcul de la fonction indicatrice

Soit un espace fermé 
 incluant deux sous-espaces 
 1 et 
 2 tel que 
 = 
 1 [ 
 2. La

fonction indicatrice χ, appelée aussi fonction binaire, fonction "couleur" ou encore fonction

de Heaviside selon les auteurs, est une fonction qui ne prend que 2 valeurs dans 
 :
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3 Méthode numérique pour le modèle unifié pénalisé











χ = 1 dans 
 1

χ = 0 dans 
 2

Typiquement pour de l’interaction fluide-structure, on utilise une fonction indicatrice qui

vaut 1 dans le solide et 0 dans le fluide afin de pouvoir utiliser l’équation pénalisée (2.5). On

rappelle également que dans le cadre d’un formalisme eulérien, le maillage n’est pas adapté

aux formes de l’obstacle. Par conséquent, initialement, on ne peut pas déterminer la valeur de

la fonction indicatrice. C’est bien là le principe des domaines fictifs, la structure est immergée

dans le fluide mais on se sait pas quels points du maillage sont effectivement dans le solide. Il

faut donc développer une méthode pour calculer la fonction indicatrice pour chaque cellule

du maillage.

Comme évoqué précédemment, la fonction indicatrice est une fonction de présence. La cellule

considérée est-elle dans le solide à l’instant t ? On peut poser cette question sous une autre

forme équivalente, en considérant la propriété géométrique de l’obstacle qui est un polygone

quelconque : un point quelconque de 
 est-il à l’intérieur du polygone (de l’obstacle) ? Cette

interrogation est bien connue du domaine de l’infographie et plus généralement de la géométrie

informatique.

En infographie, on cherche à modéliser une scène contenant des objets d’une certaine texture

éclairés par une lumière et vus d’un point de vue caméra. Une fois tous ces éléments connus,

le moteur graphique des logiciels d’infographie peut effectuer un rendu de la scène, c’est à

dire une impression à l’écran de la scène avec tous ses objets, ses textures et ses lumières.

Lors du rendu, le logiciel détecte si les points de l’espace sont situés dans l’objet et leur

affecte le cas échéant une couleur et une texture, c’est ce qu’il permet de "voir" l’objet.

Pour créer l’objet dans l’espace 3D, l’utilisateur le construit à partir d’objets élémentaires

simples et de toute une panoplie de primitives et de transformations offertes par le logiciel. Il

en résulte une forme plus ou moins complexe d’un polygone mais surtout la création d’un

maillage, c’est à dire une distribution de points (resp. de polygones) qui, reliés entre eux dans

le plan (resp. l’espace), déterminent le contour (resp. la surface) de l’obstacle/polygone. Ce

maillage lagrangien va servir à déterminer si un point de l’espace 
 est situé dans l’objet.

Le raytracing (ou lancer de rayon en bon français) est une technique principalement utilisée

pour le rendu de scène 2D/3D en infographie. La méthode utilise le principe du retour inverse

de la lumière. L’idée est de lancer un rayon à partir d’un point de l’espace (en l’occurrence

un pixel) dans une certaine direction et de déterminer s’il intersecte un objet, en particulier

le maillage surfacique qui le représente. Le nombre d’intersection de ce rayon avec l’objet

détermine s’il le point source duquel a été lancé le rayon est dedans ou non. En effet, un

nombre d’intersection pair indique que le rayon est entré puis ressorti de l’obstacle donc

le point d’où a été tiré le rayon est en dehors de l’obstacle. A l’inverse, un nombre impair
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signifie que le rayon est uniquement sorti de l’obstacle, par conséquent, le point duquel a été

tiré la rayon se situe dans l’obstacle. Ce résultat se fonde sur le théorème de Jordan.

Le centre de la méthode de raytracing repose donc sur l’algorithme qui détermine l’intersection

entre un rayon et un polygone de forme quelconque.

3.2.1 Algorithme de Feito-Torres (2D)

Il existe plusieurs méthodes pour déterminer l’intersection d’un rayon avec un polygone. Un

état de l’art à ce sujet sort du cadre de ce travail mais on pourra se référer à [62] et [98] et

leurs références respectives pour se faire une idée de la littérature à ce sujet.

Dans ce travail, on choisit d’implémenter l’algorithme de Feito-Torres, présenté dans une

version 2D dans [36] puis étendu en 3D dans [37], principalement pour sa simplicité et sa

grande capacité d’optimisation [98].

Orientation et aire d’un polygone

On rappelle ici quelques principes élémentaires de géométrie indispensables à la construction

de l’algorithme. On se place dans un premier temps dans le plan.

◮ Un polygone est une séquence ordonnée de points formant des arêtes dont les extrémités

se rejoignent pour former une courbe fermée.

◮ Un triangle a une orientation positive lorsque tous ses points intérieurs sont situés à

gauche de chacune de ses arêtes, négative sinon.

◮ On définit l’aire d’un triangle T formé des points (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) comme la

valeur du déterminant suivant :

[T ] =
1
2

�

�

�

�

�

�

�

�

x1 y1 1

x2 y2 1

x3 y3 1

�

�

�

�

�

�

�

�

◮ L’aire signée d’un triangle T est défini par le signe de son déterminant [T ] et vaut

+[T ] si son orientation est positive et −[T ] lorsque son orientation est négative.

◮ Pour tout triangle ABC et tout point O, la relation suivante est vraie :

[ABC] = [OAB] + [OBC] + [OCA]

◮ L’orientation d’un polygone est déterminée par son winding number. Le winding

number w(P, Q) d’un point Q par rapport au polygone P se calcule par la somme

des angles ̂PiQPi+1. Si w(P, Q) = +2� alors le polygone est orienté dans le sens

91



3 Méthode numérique pour le modèle unifié pénalisé

trigonométrique, son orientation est positive. Si w(P, Q) = −2� , le polygone est

orienté dans le sens horaire, son orientation est négative.

◮ De la même façon que pour un triangle, l’aire signée d’un polygone P est défini par le

signe de son déterminant [P] et vaut +[P] si son orientation est positive et -[P] lorsque

son orientation est négative.

On détaille maintenant comme on peut calculer l’aire d’un polygone à partir d’une décompo-

sition de celui-ci en triangles élémentaires. Soit un point O dans le plan et un polygone P

défini par sa suite ordonnée de points P = P1P2 : : : Pk. La subtilité de la méthode consiste à

construire chacun des triangles composés du point O et de chaque arête du polygone, c’est à

dire les triangles OP1P2, OP2P3 ... OPkP1. Alors l’aire signée du polygone P est égale à la

somme des aires signée des triangles OP1P2, OP2P3 ... OPkP1 :

[P ] =
n

X

i

[Ti]

et la somme des aires signées de chaque triangle Ti = P1iP2iP3i est calculé par :

[Ti] = [OP1i] + [OP2i] + [OP3i]

[T1] < 0

x

y

O

P1

P2

P3

P4

[T2] > 0

x

y

O

P1

P2

P3

P4

[T3] > 0

x

y

O

P1

P2

P3

P4

[T4] < 0

x

y

O

P1

P2

P3

P4

Figure 3.1 – Décomposition de l’aire d’un polygone en la somme des aires de ses

triangles élémentaires
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Pour s’en convaincre, on peut constater sur le schéma 3.1 que la somme des aires signées des

triangles OP1P2, OP2P3, OP3P4, OP4P1 permet de calculer l’aire OP1P2P3P4. Les triangles

OP1P2 et OP4P1 ont une orientation négative, leur aire est négative et on soustrait donc

leur valeur à la somme totale ce qui permet de retrouver l’aire du polygone P1P2P3P4. Cette

aire est signée positive car les points P1, P2, P3, P4 sont effectivement ordonnés dans le sens

trigonométrique. Sans perte de généralité, le point O est pris comme l’origine du repère, cela

permet notamment de simplifier le calcul des déterminants [36]. On écrira par la suite que

tout triangle construit à partir du point O origine du repère est un triangle élémentaire.

Test d’inclusion

On définit la fonction sign telle que :

sign(x) =



















1 si x > 0

0 si x = 0

−1 si x < 0

Conformément à la définition de l’orientation d’un triangle, un point Q est à l’intérieur d’un

triangle ABC s’il se situe à gauche de chaque arête du triangle, autrement dit si :



















sign([QAB]) > 0

sign([QBC]) > 0

sign([QCA]) > 0

x

y

O

A

B

C

Q+
[QAB] > 0

[QBC] > 0

[QCA] > 0

x

y

O

A

B

C

Q+

[QAB] > 0

[QBC] > 0

[QCA] < 0

Figure 3.2 – Test d’inclusion d’un point dans un triangle : à gauche, les trois détermi-

nants sont positifs, le point Q est dans le triangle. A droite, au moins un

déterminant est négatif, le point Q est à l’extérieur de ABC

Ce test d’inclusion d’un point Q courant est effectué pour tous les triangles élémentaires

construits à partir des arêtes du polygone P. Si le point Q est dans le triangle élémentaire

Ti courant, un compteur d’inclusion pour ce point est incrémenté de la valeur de sign([Ti]).
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Par conséquent, chaque triangle élémentaire qui recouvre le polygone et qui contient le point

Q incrémentera le compteur de +1, et chaque triangle élémentaire qui ne recouvre pas le

polygone mais qui contient le point Q incrémentera le compteur de -1. Le polygone étant

construit comme la somme des triangles élémentaires, le compteur d’inclusion pour le point

Q aura pour valeur finale 1 ou 0, c’est à dire une valeur binaire : la fonction indicatrice est

reconstruite.

Toute l’ingéniosité de la méthode repose sur l’équivalence entre compter le nombre d’inter-

sections (c’est le but de la méthode de raytracing) et sommer les signes de chaque triangle

élémentaire. On suggère au lecteur de se référer à [36] pour davantage de détails et pour le

traitement de cas particuliers (point sur une arête, déterminant nul...).

Algorithm 2 Algorithme de Feito-Torres
1: function intersection(Q, O, A, B)

2: Calcule |QOA|, |QBO|, |QAB|, |OAB|

3: if |QOA| > 0, |QBO| > 0, |QAB| > 0 then

4: compteur = compteur + sign(|OAB|)

5: if Q ∈ [AB] then

6: compteur = 1

7: return

8: if Q ∈ [OA]ouQ ∈ [OB] then

9: compteur = compteur +
1
2

sign(|OAB|)
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Q+

Compteur = −1

x

y

O

P1

P2

P3

P4

Q+

Compteur = +0

x

y

O

P1

P2

P3

P4

Q+

Compteur = +0

x

y

O

P1

P2

P3

P4

Q+

Compteur = +0

x

y

O

P1

P2

P3

P4

Figure 3.3 – La valeur finale du compteur vaut 0, le point Q est donc à

l’extérieur du polygone P1P2P3P4

Q+

Compteur = +0

x

y

O

P1

P2

P3

P4

Q+

Compteur = +0

x

y

O

P1

P2

P3

P4

Q+

Compteur = +1

x

y

O

P1

P2

P3

P4

Q+

Compteur = +1

x

y

O

P1

P2

P3

P4

Figure 3.4 – La valeur finale du compteur vaut 1, le point Q est donc à

l’intérieur du polygone P1P2P3P4
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3.2.2 Algorithme de Möller-Trumbore (3D)

Détection d’intersection droite-triangle

Pour reconstruire une fonction indicatrice en 3D, le code numérique bascule sur l’algorithme

de Möller-Trumbore. Il s’agit d’un algorithme de détection d’intersection droite-triangle et

ne s’applique en cela qu’à des maillages surfaciques triangulaires. Un maillage triangulaire

décrit donc la surface du solide et pour un rayon de direction et d’orientation données,

l’algorithme teste l’intersection de ce rayon avec chaque triangle du maillage. C’est ensuite le

nombre d’intersection qui renseigne sur la position du point d’origine du rayon par rapport

au solide :

◮ Si le nombre d’intersection est pair, cela signifie que le rayon a effectué plusieurs cycles

d’entrée-sortie de l’obstacle. En l’occurrence, à chaque fois, le rayon est entré puis

sorti du solide. Le point d’origine du rayon est donc à l’extérieur de l’obstacle. Dans

le cas particulier où il n’y a pas d’intersection, alors le rayon ne rencontre jamais le

solide et le point d’origine est donc forcément à l’extérieur de celui-ci.

◮ Si le nombre d’intersection est impair, cela signifie que le rayon a effectué plusieurs

cycles de sortie-entrée-sortie. En l’occurrence, à la dernière intersection, le rayon entre

dans le solide ce qu’il signifie que le point d’origine est dans l’obstacle. Dans le cas

particulier où il n’y a qu’une intersection alors cela indique que l’on a obligatoirement

quitté le solide et donc que le point d’origine est dans celui-ci.

L’algorithme de détection d’intersection est détaillé dans [92], on en rappelle ici les grandes

lignes. Tout d’abord, la position d’un point le long d’un rayon d’origine O et de direction D

peut être paramétrisé de la façon suivante :

R(t) = Ot + D

La position d’un point T (u, v) sur un triangle composé des vertex V0, V1, V2 est donnée

par :

T (u, v) = (1 − u − v)V0 + uV1 + vV2

où u et v sont les coordonnées barycentriques qui doivent respecter u � 0, v � 0 et u + v � 1.

Alors l’intersection entre le triangle et le rayon s’écrit :

Ot + D = (1 − u − v)V0 + uV1 + vV2

Il est possible d’écrire cette égalité sous forme vectorielle :

�

−D, V1 − V0, V2 − V0

�

0

B

B

@

t

u

v

1

C

C

A

= O − V0 (3.1)
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Résoudre ce système permet de trouver les coordonnées barycentriques (u, v) du point

d’intersection sur le triangle mais permet également grâce au paramètre t de trouver la

distance du point d’origine du rayon au point d’intersection sur le triangle. En notant

E1 = V1 − V0, E2 = V2 − V0 et T = O − V0, la solution de l’équation (3.1) s’écrit :
0

B

B

@

t

u

v

1

C

C

A

=
1

|D, E1, E2|

2

6

6

4

|T, E1, E2|

|−D, T, E2|

|−D, E1, T|

3

7

7

5

Par propriété du produit mixte, on obtient finalement :
0

B

B

@

t

u

v

1

C

C

A

=
1

(D ^E2) · E1

2

6

6

4

(T ^E1) · E2

(D ^E2) · T

(T ^E1) · D

3

7

7

5

L’implémentation de l’algorithme est par la suite assez simple.

Algorithm 3 Algorithme de Möller-Trumbore
1: function intersection(V0, V1, V2, O, D)

2: Calcule E1, E2, T

3: if (D ^E2) · E1 = 0 then

4: return : Le rayon et le triangle sont dans le même plan et ne s’intersectent donc

pas

5: Calcule u

6: if u < 0 ou u > 1 then

7: return : On est en dehors du triangle

8: Calcule v

9: if v < 0 ou u + v > 1 then

10: return : On est en dehors du triangle

11: Calcule t

12: if t < 0 then

13: return : Il n’y a intersection que si t > 0

14: Intersection = 1

On notera que des algorithmes de raytracing ont été utilisés avec succès pour le calcul de

la fonction indicatrice dans le cadre de l’interaction fluide-structure dans [15] et [119]. Ces

algorithmes semblent relativement peu présents dans les travaux sur la pénalisation, les auteurs

préférant souvent utiliser une level-set qu’ils transportent numériquement ou de manière

lagrangienne [24]. L’utilisation d’une level-set dans [24] est justifiée par le développement d’un

modèle de collision qui nécessite donc la connaissance d’une distance à l’interface. Calculer une

level-set, donc une distance signée, représente un coup calculatoire supplémentaire qui n’a pas

d’intérêt dans ce travail dans la mesure où seule une fonction de Heaviside est nécessaire.
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Exemple

Figure 3.5 – Exemple de reconstruction 3D (à droite) à partir d’un maillage surfacique

triangulaire (à gauche)

3.2.3 Transport de la fonction indicatrice

A chaque instant, la dynamique de l’écoulement varie, la vitesse du fluide change ainsi que

la vitesse de pénalisation par la relation (2.35). Le solide bouge et la fonction indicatrice

qui permet de le repérer doit être transportée par le champ u. Ce transport peut se faire de

manière numérique en résolvant l’équation de transport :

∂χ

∂t
+ u · ∇χ = 0

Néanmoins cette équation est connue pour générer beaucoup de diffusion. La résoudre avec

des schémas d’ordre élevé de type WENO comme c’est souvent le cas pour la résolution du

transport d’une level-set [141], [128] permet de limiter le problème mais le risque est de voir

la forme de l’obstacle ne pas se conserver et de voir celui-ci se déformer. A l’instar de [24], on

propose donc de transporter la fonction indicatrice de manière lagrangienne en exploitant

l’hypothèse de solide rigide. En effet, on peut aisément calculer la nouvelle position des nœuds

du maillage surfacique du solide en multipliant la vitesse u du nœud considéré par le pas

de temps. Connaissant la nouvelle répartition de ces noeuds dans l’espace, Coquerelle [24]

propose d’effectuer une interpolation avec une erreur de l’ordre de la méthode d’interpolation.

Compte tenu du possible coût prohibitif de telles interpolations notamment en 3D, on suggère

plutôt d’effectuer une méthode de raytracing pour recalculer la distribution de la fonction

indicatrice à partir de la nouvelle position des nœuds du solide.

Toutefois, la méthode de raycasting dans son application naïve peut s’avérer extrêmement

coûteuse : en effet, l’approche bruteforce consiste à boucler sur chaque point de l’espace

98



3.2 Calcul de la fonction indicatrice

et pour chacun de ces points, boucler sur les nœuds du maillage solide pour déterminer le

nombre d’intersections. Si le nombre de nœuds est faible, cela signifie que l’obstacle a une

forme plutôt simple, auquel cas l’impact de cette boucle est moindre. En revanche, elle est

horriblement inefficace et très consommatrice en temps de calcul si le maillage de l’obstacle

est composée d’un grand nombre de segments (2D) ou de triangles (3D). Néanmoins, il est

possible de réduire considérablement le temps d’exécution de la méthode de raycasting.

Une optimisation très simple consiste à créer une "boîte" rectangulaire dont les dimensions

sont déterminées par le minimum et le maximum des coordonnées des nœuds du maillage du

solide dans chaque direction. Cette boîte inclue donc assurément au moins tous les points du

solide. En dehors de cette boîte, on est certain d’être en dehors de l’obstacle, par conséquent,

il n’est pas nécessaire d’effectuer l’algorithme de raytracing. L’efficacité de cette optimisation

dépend évidemment de la forme de l’obstacle, le gain en temps étant moindre pour des

obstacles aux formes élancées. Néanmoins, elle permet de réduire drastiquement le temps

d’exécution de l’algorithme de raytracing en supprimant un nombre conséquent de mailles à

parcourir dans les boucles. Dans l’exemple ci-dessous, le maillage contient 2500 mailles mais

le raycasting n’est effectué que pour les 650 mailles contenues dans la bounding-box. Le gain

par rapport à une approche brute-force est de près de 75% !

Figure 3.6 – Optimisation par bounding-box : il est inutile d’effectuer le raycasting pour les

cellules à l’extérieur du rectangle contenant le cercle inscrit
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3 Méthode numérique pour le modèle unifié pénalisé

3.3 Traitement numérique de l' interface

Le succès d’un solveur d’interaction fluide-structure repose dans sa capacité à correctement

transmettre les efforts du fluide vers le solide par l’intermédiaire du gradient de pression qui

est le véritable terme de forçage dans les équations. Il a été remarqué lors des premières

expériences numériques que la pression devient discontinue au passage de l’interface fluide-

solide et que le gradient de pression devient par conséquent singulier. Si aucune attention

particulière n’est apportée à un traitement spécifique du gradient de pression dans l’étape de

prédiction, un terme mesure apparaît et modifie le forçage du fluide sur le solide.
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Figure 3.7 – Évolution des différentes variables pour un tube à choc sans traitement

spécifique de l’interface à t=4s

On considère un cas mono dimensionnel de type tube à choc, où un obstacle fixe est introduit

dans un écoulement constitué uniquement d’eau. Une sollicitation en vitesse à hauteur de

4m/s est imposée sur les dix premières mailles à partir de la frontière gauche. Les conditions

limites sont de type sortie libre. Le domaine de calcul est de taille L=1 et le maillage est

uniforme constitué d’un unique bloc de degré de raffinement 10 (1024 mailles). L’obstacle,

fixe et immobile de densité ρ = 500 kg= m3, est de largeur 0.2L centré en 0.4L . Le schéma
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3.3 Traitement numérique de l’interface

est d’ordre 1 en temps et en espace. La figure 3.7 illustre l’évolution des différentes variables

au sein et à proximité de l’obstacle.

L’onde de choc générée par les conditions initiales se propage jusqu’à l’obstacle sur lequel

elle se réfléchit pour finalement quitter le domaine de calcul. Après un certain temps (estimé

à 4s) au-delà duquel l’écoulement est considéré comme stationnaire, la vitesse dans tout

le domaine doit donc être nulle or on constate le contraire. Bien que l’ordre de grandeur

soit faible, il existe une vitesse résiduelle dans tout le domaine fluide, y compris en aval de

l’obstacle, ce qui est d’autant plus troublant que l’obstacle fixe ne peut transmettre de la

quantité de mouvement au fluide en aval. La pression en amont et en aval de l’obstacle est

constante et ne devrait donc pas générer de vitesse.

Ce phénomène s’explique par l’approche volumes finis décrit dans le chapitre 1. A l’interface

de chaque interface, le flux est calculé à partir d’un état gauche et d’un état droit. Pour les

cellules à l’interface entre le fluide et le solide, le flux dépend donc des valeurs des variables

primitives entre la cellule fluide et la cellule solide. Entre ces deux dernières, ρ et ' sont

des fonctions discontinues. Par conséquent, il résulte dans le flux une pression p = p(ρ, ' )

présentant une discontinuité. Le gradient de pression pour ces cellules est donc singulier.

Le bilan de quantité de mouvement pour les cellules à l’interface anime donc de manière

inattendue le champ de vitesse. On rappelle que dans la modélisation, les conditions 2.12

et 2.13 sont absolument essentielles. Il est clair ici qu’on ne respecte ni la continuité des

contraintes, ni la continuité des vitesses.

L’astuce utilisée pour résoudre ce problème est une méthode simplifiée dérivée des méthodes

ghost-� uid [35]. Lorsque le flux est calculé entre une cellule fluide et une cellule solide, le

même état (ρ, ' ) issu de la maille fluide est utilisé de part et d’autre de l’interface. La maille

solide est considérée comme une maille fluide possédant les mêmes propriétés que la cellule

fluide voisine. En effectuant un tel prolongement continu des variables, tout se déroule comme

si la pression était continue à travers l’interface. L’idée sous-jacente est en fait de ne jamais

s’appuyer sur les variables des cellules solides pour calculer les flux à l’interface.

SOLIDE FLUIDE

✘
✘
✘ρs, ϕs

ρf , ϕf ρf , ϕf

Figure 3.8 – Prolongement continu des variables par la méthode ghost-� uid

L’amélioration est très nette, comme le prouve la figure 3.9. Il n’y a plus de vitesse résiduelle.
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Figure 3.9 – Évolution des différentes variables pour un tube à choc avec traitement

ghost-� uid de l’interface à t=4s

On reprend l’exemple précédent en autorisant cette fois-ci le déplacement du solide. Grâce à

l’amélioration précédente, la vitesse est assurément continue à l’interface (figure 3.11) et elle

est constante dans tout le domaine. On remarque néanmoins qu’au cours du déplacement,

la masse volumique en amont de l’obstacle diffuse sur plusieurs mailles (idem pour ' ). Ce

problème, parfois référencé dans les publications sous le nom de fresh cell problem [61], est

bien connu des méthodes d’interaction fluide-structure et se produit lorsque l’on considère

des frontières mobiles. Il identifie deux processus qui peuvent se produire selon la nouvelle

position de la frontière immergée :

◮ une cellule fluide à l’instant n se retrouve dans le solide à l’instant n+1

◮ une cellule solide à l’instant n se retrouve dans le fluide à l’instant n+1

Dans la première situation, la cellule "fraichement solide" au début de l’itération n+1 contient

encore l’état fluide w = [ρ, u, p, ' ] précédent. Cet état sert à la prédiction fluide au sein du

solide mais la vitesse au sein de la cellule est pénalisée par l’équation de correction. Par

ailleurs, si le transport de ρ était parfait, la masse volumique dans les cellules solides serait
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3.3 Traitement numérique de l’interface

constante et égale à la masse volumique initiale de l’obstacle ρs. En raison de la diffusion de

l’équation 1.4, on profite donc de l’étape de pénalisation en vitesse pour pénaliser également

la masse volumique en imposant ρ = ρs de façon à assurer une masse constante dans l’obstacle

tout au long du mouvement de celui-ci. La pression p et la fonction de phase ' sont modifiées

en conséquence pour s’adapter à la valeur ρs.

Dans la seconde situation, le problème est plus profond. La cellule qui était solide devient

fluide. Elle garde au début de l’itération n+1 l’état solide alors qu’elle ne se trouve plus dans

celui-ci. La prédiction fluide qui est faite pour cette cellule s’appuie donc sur les valeurs d’un

état solide qui n’a plus lieu d’être. En particulier ici, comme la masse volumique de cette

cellule (donc de l’obstacle) est inférieure à la masse volumique du fluide environnant, on

observe une diffusion de l’interface à proximité de cette cellule et une diminution de la masse

totale (figure 3.10). Pour cette cellule, il faut donc non seulement reconstruire un état fluide

qui produit une bonne prédiction et dont on n’a pas connaissance, mais le reconstruire de

façon à n’introduire aucune nouvelle discontinuité dans l’écoulement. Pour ces cellules, une

reconstruction fluide dans le cadre de ce modèle est proposée en s’appuyant sur la fonction de

phase ' . Si l’état reconstruit doit être fluide (air ou eau), alors ' est totalement déterminée

(1 ou 0). La variable ' est donc ajustée en fonction de la nature du fluide à reconstruire.

Cette modification doit impérativement être effectuée en s’assurant que la pression reste

inchangée afin de ne pas introduire de nouvelles discontinuités de pression. p et ' étant ainsi

déterminés, il est finalement possible de reconstruire la variable ρ grâce à la loi de pression

p = p(ρ, ' ). La vitesse, quant à elle, n’est pas modifiée car continue à l’interface.

Cette proposition de résolution du problème fresh cell permet d’améliorer sensiblement les

résultats en annulant la diffusion qui avait lieu en amont de l’obstacle (figure 3.11) tout en

assurant une conservation de la masse (figure 3.10). L’effet est encore plus spectaculaire sur

un cas 2D de chute libre d’un obstacle dans un fluide (figure 3.12 et 3.13).
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Figure 3.10 – Conservation de la masse dans 
 sans correction (à gauche) et avec correction

(à droite)
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Figure 3.11 – Évolution des différentes variables pour un tube à choc avec obstacle

mobile à t=0.2s sans correction (bleu) et avec correction (rouge)

Figure 3.12 – Diffusion de l’interface fluide-solide sans correction (à gauche) et avec

correction (à droite) pour un problème 2D
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Figure 3.13 – Conservation de la masse sans correction (à gauche) et avec correction

(à droite) pour un problème 2D

3.4 L' interaction � uide-structure dans un code parallèle

L’algorithme de reconstruction de la fonction indicatrice ainsi que la méthode de pénalisation

sont immédiatement intégrés dans le code de calcul parallélisé et bénéficient donc de la

répartition de domaines sur différents cœurs de calcul par la librairie MPI. L’effet pervers de

l’algorithme d’interaction fluide-structure est qu’il crée un excès de charge pour les cœurs

de calcul dont le sous-domaine recouvre tout ou partie l’obstacle puisque ceux-ci doivent

effectuer en plus des autres la procédure de raytracing et de pénalisation. Cependant grâce

au partitionneur METIS évoqué dans la section 1.3.6, il est possible de prendre en compte

facilement cette nouvelle charge due à l’interaction fluide-structure.

Le partitionneur METIS permet, entre autres, d’affecter à chaque bloc un poids. Jusqu’à

maintenant, ce poids était uniquement déterminé par le degré de raffinement du bloc (donc

en l’occurrence son nombre de mailles) et constituait la charge locale d’un bloc. L’algo-

rithme d’optimisation permettait ensuite de lisser la charge totale par sous-domaine. Lorsque

l’interaction fluide-structure est activée, un deuxième poids est affecté à chaque bloc et sa

valeur dépend du nombre de cellules du bloc qui sont dans l’obstacle à un instant donné

(repérée grâce à la fonction indicatrice). On ajoute donc une seconde contrainte à l’algorithme

d’optimisation évoqué dans la section 1.3.6 qui doit donc tenter de minimiser les zones de

communication, sous contrainte de répartir les charges (ie. le nombre de mailles) entre les

blocs mais également en tachant de répartir la charge supplémentaire imposée par l’interaction

fluide-structure. Concrètement, cela signifie qu’un coeur de calcul peut traiter plus de mailles

qu’un autre qui aurait à traiter l’interaction fluide-structure sans que l’un n’aille plus vite

que l’autre.
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3 Méthode numérique pour le modèle unifié pénalisé

3.5 Confrontations numériques

Cette section liste quelques résultats obtenus à partir de cas test spécifiquement choisis pour

leur reproductibilité dans le cadre des hypothèses retenues dans le chapitre 1. La procédure

pour valider ou ne pas valider le processus d’interaction fluide-structure est la suivante :

◮ Un premier cas test fera intervenir un obstacle fixe dans un écoulement mono-fluide à

haut Reynolds constitué d’air uniquement sur maillage fixe. L’objectif de ce test est de

comparer des valeurs de pression sur la structure et de les confronter avec des données

expérimentales afin de vérifier que les efforts sur la structure sont bien retranscrits.

◮ Un second cas test impliquera un obstacle mobile dans un écoulement mono-fluide

constitué d’air uniquement sur maillage fixe. L’objectif de ce test est de vérifier que

les efforts sur une structure destinée à se mouvoir sont bien retranscrits en comparant

la position de celle-ci avec ce qui est prédit théoriquement.

◮ Un troisième cas test met en jeu un écoulement bi-fluide air/eau et un obstacle

cylindrique mobile dans une configuration 2D sur maillage fixe. L’objectif de ce test est

de vérifier la flottabilité d’une structure flottante initialement éloignée de sa position

au repos à travers une étude sur sa réponse en pilonnement par rapport à des données

expérimentales disponibles.

Pour tous les cas, une étude de sensibilité à la vitesse du son est effectuée afin d’expliciter

d’éventuels impacts de la compressibilité de l’écoulement sur l’interaction fluide-structure.

3.5.1 Impact du vent sur un immeuble

Au début des années 1970, un modèle pour la comparaison de l’impact du vent simulé par

sou� erie sur un immeuble a été standardisé par le Commonwealth Advisory Aeronautical

Research Council (CAARC). Ce modèle d’immeuble a servi de référence à plusieurs études

d’aérodynamisme en sou� erie qui ont suivi et dont les résultats de six centres de recherche

ont été synthétisés par Melbourne [87] en 1980. Ce vivier de données expérimentales constitue

une base solide pour la confrontation et la validation de modèles numériques.

Le modèle du CAARC est un immeuble de H=180m de hauteur pour une base de 30m

de long et 45m de large, de masse volumique 160 kg= m3 et de fréquence propre 0.2Hz. La

simulation que l’on veut effectuer se fonde sur la configuration numérique proposée par [17]

qui est rappelée ci-après.
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Figure 3.14 – Configuration numérique

Le domaine numérique de calcul est un domaine fermé excepté la face aval pour laquelle

une condition de sortie libre est envisagée tandis que la face amont se voit attribuer une

répartition logarithmique de la vitesse horizontale du vent telle que :

UX=0 = U0

�

Z

H

� n

où U0 = 100 m= s et n = 0: 19. Le paramètre U0 correspond à la vitesse horizontale du vent

à la hauteur H de l’immeuble. L’intensité de cette vitesse est purement numérique et ne

caractérise en aucun cas un écoulement réel dans une sou� erie (cela représenterait un vent

de plus de 360 km/h !). Cela permet en l’occurrence d’obtenir des écoulements pour lesquels

le nombre de Mach reste suffisamment faible pour pouvoir considérer l’écoulement comme

incompressible. Le choix du paramètre n dépend également suivant les études, sa valeur

permet de modeler le profil logarithmique du vent en entrée. Le choix d’un tel profil permet

de considérer dans le cas réel la présence d’immeubles moins élevés que le modèle CAARC

autour de celui-ci, modélisant ainsi une "couche limite atmosphérique basse".

Malgré la diversité des configurations expérimentales réalisées en sou� erie, on dispose dans

tous les cas d’un paramètre adimensionnel comparable pour toutes les expériences. La

comparaison expérimentale qui est envisagée concerne la répartition du coefficient de pression

sur les faces amont, aval et latérale de l’immeuble, celui-ci étant défini par :

Cp =
P − P∞

0: 5ρAU∞
2

où P∞ et U∞ correspondent respectivement à la pression et la vitesse "à l’infini", c’est à dire

loin de toute modification de l’écoulement fluide causée par la présence de l’obstacle. Ici,

en l’occurrence, on mesurera ces valeurs en amont de l’obstacle à proximité de la frontière
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3 Méthode numérique pour le modèle unifié pénalisé

gauche. On définit le transect suivant, intersection du plan horizontal à hauteur 2H/3 =

120m avec l’immeuble le long duquel la valeur du coefficient de pression sera considérée :

X

Z

0

1.5 2.5

4

Figure 3.15 – Définition du transect de mesure

On définit un nouvel axe de coordonnées qui correspond au parcours du contour de l’intersec-

tion entre l’immeuble et le plan horizontal à Z=2H/3. Ainsi, pour une distance de 0 à 1.5, on

parcourt la face amont, de 1.5 à 2.5 la face latérale et de 2.5 à 4 la face aval (figure 3.15)

L’ensemble du domaine est maillé par des blocs de degré de raffinement 2, avec une augmen-

tation du raffinement à 4 pour les blocs à proximité de l’immeuble. Le maillage représente

1120 blocs, totalisant 1 632 632 mailles pour une résolution maximale sur l’obstacle de 3m.

La simulation est envisagée sur maillage fixe, sur une période de 40s afin d’obtenir l’état

stationnaire avec des méthodes d’ordre 2 en temps et en espace. Le calcul est parallélisé sur

16 processeurs Xeon. L’obstacle (l’immeuble) est pénalisé à chaque pas de temps par une

vitesse de translation et une rotation nulles afin que celui-ci reste immobile (l’algorithme

de raycasting est à ce titre shunté). La simulation est effectuée pour quatre vitesses du son

différentes (165, 330, 495 et 660m/s). Ces vitesses ont été choisies en fonction de la vitesse

d’entrée afin de faire en sorte que le nombre de Mach reste dans des valeurs acceptables

pour considérer l’écoulement comme incompressible (Ma < 0: 3). On prendra pour référence

"physique" la configuration pour laquelle la vitesse du son dans l’air est de 330 m/s. La figure

3.16 montre la répartition du coefficient de pression le long du transect défini ci-dessus pour

les 4 vitesses du son dans l’air :
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Figure 3.16 – Répartition du coefficient de pression

Ces premiers résultats montrent un bon accord de la valeur du coefficient de pression avec les

valeurs expérimentales sur la face amont de l’immeuble, c’est à dire la face sur laquelle le vent

impacte directement, quelque soit la vitesse du son. Sur la face aval, les différentes courbes

se comportent globalement de la même façon mais surestiment nettement le coefficient de

pression par rapport à ce que les expériences laissent indiquer. Les résultats sur la face

latérale ne sont pas très bons et leur évolution vont à l’encontre de la diminution observée.

Les mauvais résultats obtenus sur les faces latérale et aval peuvent s’expliquer en grande

partie par l’hypothèse de fluide parfait. En effet, ni la viscosité, ni un modèle de turbulence

n’est considéré ici, ce qui rend impossible la capture de la couche limite ou de vortex de

recirculation qui sont autant de phénomènes locaux qui peuvent expliquer la différence

observée sur le coefficient de pression. En particulier, sur la face latérale, il paraît évident de

ne pas être dans la possibilité d’obtenir les bonnes pressions compte tenu des frottements

qu’exerce le vent et du décollement de la couche limite qui en résulte, modifiant profondément

la dynamique de l’écoulement à l’arrière de l’immeuble. La simplicité du modèle d’Euler ne

permet pas de récupérer des structures de recirculation ou de destabilisation complexes de

l’écoulement qui pourraient naître en aval de l’immeuble, ce que des modèles plus riches de
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type LES ou RANS sont capables de traiter ([17],[70]).

La sensibilité du coefficient de pression à la vitesse du son semble relativement faible, excepté

pour le cas 165m/s. En fait, il n’est pas surprenant que cette courbe présente un caractère

différent puisque le nombre de Mach associé est en moyenne de 100= 165 = 0: 6, ce qui

est largement au délà de la limite communément admise pour considérer un écoulement

incompressible. Pour de telles valeurs du nombre de Mach, l’écoulement est clairement

compressible et la formule de calcul du coefficient de pression nécessite d’être modifiée afin

de prendre en compte les effets compressibles.

La pression ou le coefficient de pression correspondent à des valeurs de sorties directes du

modèle mais ce qui est intéressant d’un point de vue interaction fluide-structure concerne les ef-

forts, qui sont des valeurs qui nécessitent traditionnellement des opérations de post-traitement

pour être calculées (intégration de la pression sur la surface). Un des intérêts de l’approche

par pénalisation est de pouvoir obtenir directement les forces aéro/hydrodynamiques en

intégrant le terme de pénalisation sur le volume de l’obstacle ([3], [95]). Les forces dans les

trois directions sont présentées sur les figures 3.17, 3.18 et 3.19 pour les quatre vitesses du

son :
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Figure 3.17 – Évolution de la force horizontale en fonction du temps
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On distingue clairement sur la figure 3.17 un régime transitoire avant 10s puis un régime

stationnaire au délà duquel la force horizontale semble converger vers une valeur constante

pour toutes les configurations retenues de vitesse du son. Le régime transitoire présente un pic

de force dont l’intensité et la rapidité d’apparition est d’autant plus élevée que la vitesse du

son est faible (et donc que l’écoulement est compressible). L’existence d’un régime transitoire

s’explique par le fait que les conditions initiales pour cette simulation ont été mal préparées.

En l’occurrence, à l’instant t=0, un forçage de vent est appliqué sur la frontière gauche

tandis que la vitesse partout dans le domaine de calcul est initialisée à une valeur nulle. Cela

correspond à la définition d’un choc dont on rappelle que la vitesse de propagation est u+c,

ce qui explique que le pic de force pour une vitesse du son de 660m/s apparaît plus tôt que

celui pour une vitesse de 330m/s. L’intensité de ce choc en fonction de la compressibilité de

l’écoulement n’est cependant pas comprise. Il existe également un régime transitoire pour la

force verticale (figure 3.18), celle-ci convergeant également vers une valeur constante, bien

qu’un caractère oscillatoire soit plus prononcé. La courbe représentant une vitesse du son de

165m/s se distingue des autres probablement pour les mêmes raisons que précédemment, à

savoir un nombre de Mach trop élevé pour considérer l’écoulement comme incompressible.

Enfin, la figure 3.19 présente des courbes beaucoup plus chaotiques. Difficiles à analyser et

présentant un fort caractère oscillatoire, il apparaît néanmoins qu’elles semblent osciller (et

peut être à plus long terme converger) autour de zéro. Sur une période de temps suffisamment

longue, il n’y a pas d’efforts résultants suivant Z, ce qui intuitivement semble correct car

l’écoulement est a priori symétrique sur chacune des parties latérales de l’immeuble.

En conclusion, il ressort de ce cas test que les forces s’exerçant sur l’obstacle ne dépendent

pas de la vitesse du son. En revanche, il n’y a pas de certitude sur la capacité du modèle à

pouvoir retranscrire les bons efforts.

3.5.2 Déplacement d' un ressort

Ce second cas test va permettre de tester les capacités du modèle d’interaction fluide-structure

dans une configuration où la structure est mobile. Pour cela on modélise un obstacle de

forme carrée de côté L dans un domaine de calcul en deux dimensions de taille 10L x 6L. Les

frontières haute et basse sont fermées et la frontière droite est à sortie libre. Un écoulement

d’air de vitesse horizontale 30 m/s entre par la frontière gauche et est entretenu durant toute

la durée de la simulation. Initialement, l’obstacle est à la position 0.3 et on modélise un ressort

exerçant une force de rappel autour de cette position initiale dont la raideur est calculée de

façon à autoriser un déplacement de l’obstacle de 0.1. A t=0, les conditions initiales sont

bien préparées et la vitesse est initialisée à 30 m/s sur tout le domaine de calcul. La gravité

n’est pas prise en compte. Le raffinement du maillage est concentré autour de la zone de

mouvement du ressort.
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On rappelle que la force de rappel d’un ressort de raideur k autorisant un déplacement de � l

autour de sa position d’équilibre s’exprime :

F = k� l

La prise en compte de la force de rappel de l’obstacle se fait en modifiant le terme source

dans l’équation de quantité de mouvement. L’application du principe fondamental de la

dynamique sur un ressort de masse m montre que l’accélération de rappel s’exprime :


 =
k

m
� l

Cette accélération ne s’exerce que sur l’obstacle, c’est à dire pour les valeurs de χ = 1.

L’équation fluide de la quantité de mouvement avec force de rappel s’écrit donc :

∂(ρu)
∂t

+ ∇ · (ρu 
 u) = −∇p + χρ
k

m
� l

On s’intéresse à la position horizontale de l’obstacle au cours du temps en fonction de

trois vitesses du son (170, 340 et 510 m/s). En particulier, on s’attend à ce que l’obstacle

s’immobilise à 0.4 puisque la raideur a été calculée de façon à autoriser un allongement de

0.1. Si tel est le cas, cela signifie que les efforts ont été bien retransmis à l’obstacle. Les forces

exercées sur l’obstacle par un tel écoulement sont d’abord calculées dans une simulation

séparée pour un obstacle fixe jusqu’à l’obtention d’un régime stationnaire. Ces efforts sont

respectivement de 125N, 130N et 136N pour les vitesses du son de 170, 340 et 510 m/s.

Ensuite, la simulation est reproduite avec ces efforts permettant de calculer la raideur du

ressort correspondant à un allongement de 0.1. L’évolution de la position horizontale de

l’obstacle est observable sur la figure 3.20.

La pression dynamique exercée par le fluide sur l’obstacle entraîne le mouvement de celui-ci

dans un mouvement oscillatoire amorti qui semble se stabiliser autour de la position finale

escomptée. Si on ne note pas de différences significatives de l’amplitude de la première

oscillation entre les différentes vitesses du son, en revanche à partir de 0.3s, les courbes se

distinguent en amplitude et en phase. La vitesse du son la plus élevée semble autoriser une

réaction de la structure en amplitude la plus importante avec une période plus courte. En

comparaison avec des nombres de Mach plus haut et donc des écoulements plus compressible

(170m/s), le déphasage et l’amortissement devient conséquent. On peut raisonnablement

admettre que la position finale est précise à une ou deux mailles près et à ce titre, l’ensemble des

courbes semble converger vers la valeur attendue. Cela correspond à un résultat encourageant

témoignant de la qualité de la modélisation et du traitement numérique de l’interaction

fluide-structure. Il reste néanmoins, comme pour le cas test précédent, des différences notables

dans le régime transitoire liées aux effets compressibles qui ne permettent pas de conclure sur

le choix d’une vitesse du son plutôt qu’une autre.
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Figure 3.20 – Évolution de la position horizontale en fonction du temps

3.5.3 Pilonnement d' une structure cylindrique

Le cas test suivant fait intervenir un cylindre de diamètre D=0.1524m et de masse volumique

ρ = 500 kg/m3 immergé dans un écoulement bi-fluide air-eau et dont le centre de gravité est

initialement situé à 2.54 cm au-dessus de la surface de l’eau, celle-ci étant initialement au

repos. Sous l’action de la gravité qui est la seule force volumique extérieure s’appliquant sur

le système, le cylindre est censé amorcer un mouvement vertical vers le bas puis remonter

sous l’effet de la poussée d’Archimède avant de se stabiliser dans un mouvement oscillant

autour de sa position d’équilibre correspondant à la ligne de flottaison. On s’intéresse à la

réaction en pilonnement et à la réponse oscillatoire de la structure, l’étude est donc réduite

à un seul mouvement de liberté. On dispose de données expérimentales et de résultats

numériques de [18]. On utilise le modèle bi-fluide pénalisé décrit dans cette étude pour

étudier le comportement de la structure et constater les possibilités du solveur d’interaction

fluide-structure à reproduire le caractère oscillatoire du cylindre dans son mouvement de

pilonnement. Numériquement, le domaine de calcul est une boite de dimension 5.4L x 0.8L

dont les conditions limites sont des frontières ouvertes et sont placées suffisamment loin de

la structure pour éviter d’éventuels phénomènes de réflexion. L’eau est initialisée sur une

profondeur de 0.376L. Le niveau de raffinement des blocs est choisi de telle sorte que la taille

de maille à proximité de l’obstacle et à l’interface air-eau soit de l’ordre du millimètre. Le

nombre de mailles est d’environ 750 000 et le maillage est fixe dans le temps. Des tests de

sensibilité sur la vitesse du son sont effectués. Les simulations sont parallélisées sur 16 coeurs

Intel Xeon. Elles sont effectuées pour quatre vitesses du son différentes.
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Figure 3.21 – Configuration expérimentale

Il convient de noter selon l’auteur des essais expérimentaux que ce cas test représente une

dynamique non-visqueuse [71], ce qui rend l’approximation numérique avec un modèle d’Euler

possible. La figure 3.22 montre la réaction en pilonnement de la structure en fonction de

plusieurs valeurs de la vitesse du son.

Le cylindre sous son propre poids s’enfonce dans l’eau où la poussée d’Archimède agit d’autant

plus intensément que le cylindre passe sous la ligne de flottaison. S’en suit un caractère

oscillatoire amorti dont les caractéristiques en période et en amplitude dépendent fortement

de la vitesse du son. En effet, le mouvement du cylindre est davantage amorti et sa période

d’oscillation davantage rallongée pour des vitesses du son importante. Au delà d’une période,

toutes les courbes s’éloignent significativement des données expérimentales, un déphasage est

présent et se fait de plus en plus ressentir. Une vitesse du son de 5 m/s semble donner les

meilleurs résultats sur les deux premières oscillations, en phase et en amplitude, ce qui semble

paradoxal car il s’agit de la valeur pour laquelle on s’éloigne le plus de l’incompressibilité réelle

de l’écoulement et pour laquelle l’approximation faible nombre de Mach devient de moins

en moins justifiée. En effet, pour une telle valeur de la vitesse du son, la masse volumique

est autorisée à varier de près de 15% de sa valeur de référence. C’est la raison pour laquelle

on ne peut retenir cette solution. Pour des vitesses du son importantes (donc pour des

nombres de Mach faibles), la solution se dégrade lorsque l’on tend vers l’asymptotique et

donc vers l’incompressibilité de l’écoulement. Ce résultat est à mettre en relation avec le

constat de Guillard dans [60] sur le mauvais comportement des schémas volumes finis pour

des écoulements à faible Mach.

Notons par ailleurs que le mouvement amorti du cylindre résulte d’une dissipation énergétique

due à la diffusion numérique et non pas à la viscosité physique qui n’entre pas dans la

modélisation sous l’hypothèse de fluide parfait. L’évolution de l’amortissement en fonction de
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la vitesse du son n’est donc qu’une mesure de la dissipation numérique du modèle qui ne

représente en soi que peu d’intérêt. En l’occurrence, plus la vitesse du son augmente, plus la

diffusion numérique est importante et ce constat corrobore parfaitement celui effectué par

Helluy [65].

Ces résultats ne permettent pas de valider le modèle d’interaction fluide-structure car les

résultats semblent extrêmement dépendants de l’approche compressible choisie. On ne peut

se satisfaire de l’impossibilité du modèle à capturer les extremas locaux de chaque oscillation

de la figure 3.22. En l’occurrence, des modèles plus simples et incompressibles parviennent à

valider ce cas test [28]. Toutefois, le comportement général (mouvement oscillatoire amorti)

semble bien reproduit ce qui semble indiquer que la procédure d’interaction fluide-structure

retranscrit bien les efforts du fluide vers la structure. L’échec de la validation semble davantage

lié à un mauvais comportement du solveur fluide et à l’incapacité du modèle compressible à

traiter des écoulements à faible vitesse.
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Figure 3.22 – Évolution du pilonnement en fonction du temps
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3.5.4 Dépendance de la poussée d' Archimède à la vitesse du son

Compte tenu des résultats décevants obtenus sur la réaction en pilonnement d’une structure

flottante, une investigation supplémentaire a été poussée afin de mettre en évidence l’effet de la

vitesse du son sur le gradient de pression pour des configurations où la pression hydrostatique

fluide est prépondérante dans la retranscription des efforts sur la structure. Le cas test

considéré ici fait intervenir une structure cylindrique initialement de vitesse nulle totalement

immergée dans une colonne d’eau en configuration bidimensionnelle. La poussée d’Archimède

exerce une poussée verticale tendant à faire remonter l’obstacle vers la surface.

Il est important ici de préciser comment les conditions initiales sont déterminées. A l’instant

t=0, la masse fluide doit être statique et immobile (aucune vitesse résiduelle). La pression

doit être répartie de façon hydrostatique quelque soit la vitesse du son. Pour établir cette

répartition de pression, il convient donc d’assurer initialement l’équilibre entre le gradient de

pression et le terme de gravité dans l’équation de quantité de mouvement et la nullité des

vitesses :

∇p = ρg

or d’après la loi de pression 1.5, on a :

∇p = c2∇ρ

On obtient alors une équation différentielle en ρ dont la solution est :

ρ = ρ0e
− gy

c2

où ρ0 est la masse volumique de référence, g l’accélération de la pesanteur, y la coordonnée

verticale et c la vitesse du son. Il s’agit de l’expression de la densité à appliquer initialement

pour qu’il y a ait équilibre entre le terme de gravité et le gradient de pression et s’assurer ainsi

qu’aucune masse d’eau ne vienne se mouvoir initialement. Cette répartition de la densité par

une exponentielle décroissante traduit une stratification de la masse volumique en fonction de

la profondeur d’eau. Si cette stratification est bien réelle dans la nature, elle reste cependant

extrêmement petite vu la très faible compressibilité physique de l’eau.

On trace sur la figure 3.23 l’évolution de la position verticale de l’obstacle dont le mouvement

est piloté par le gradient de pression hydrostatique. On remarque aisément que la dynamique

de l’obstacle dépend fortement de la vitesse du son. En l’occurrence, l’obstacle remonte

d’autant plus vite que la vitesse du son est faible. L’explication provient de la valeur du

gradient de pression en fonction de la compressibilité de l’écoulement. On trace sur la figure

3.24 l’évolution du gradient de pression en fonction de la vitesse du son.
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Figure 3.23 – Évolution de la position verticale du solide en fonction de la vitesse du son
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Figure 3.24 – Évolution du gradient de pression en fonction de la vitesse du son
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3.6 Conclusion

On remarque que pour des valeurs de vitesse du son faibles, le gradient de pression devient

largement surestimé. En conséquence, la masse volumique est elle aussi largement surestimée

dans les couches basses où la compressibilité est exagérée. D’un point du vue des forçages

hydrostatiques, il est nécessaire de garder une vitesse du son importante afin de ne pas

surestimer la poussée d’Archimède qui engendrerait des efforts hydrodynamiques beaucoup

trop importants. C’est pour cette raison que l’obstacle remonte beaucoup plus vite à faible

vitesse du son.

Ce constat constitue un sérieux rempart sur la possibilité d’envisager des cas de simulations

où les effets hydrostatiques sont prépondérants. En l’occurrence, en l’état actuel de la

modélisation, il paraît impossible de considérer des cas simples de flottaison car le choix de

la compressibilité artificielle modifie irrémédiablement les forçages fluides sur la structure.

3.6 Conclusion

Le développement d’une méthode pour approximer numériquement le modèle d’interaction

fluide-structure a nécessité tout d’abord de penser à un moyen de repérer l’obstacle dans le

domaine de calcul et d’imaginer comment mettre à jour sa position en fonction de sa vitesse

issue de la pénalisation de la vitesse prédite du fluide. Deux algorithmes (respectivement en

2D et en 3D) ont été proposés et implémentés pour construire la fonction indicatrice χ servant

à repérer le solide dans le domaine de calcul. Fondées sur des méthodes de raycasting, ces

approches combinent des calculs géométriques et des optimisations arithmétiques permettant

de déterminer si une maille de calcul est présente ou non dans le domaine que l’on définit

comme le domaine solide. De par sa nature, χ est une fonction de Heaviside qui introduit une

discontinuité entre les mailles fluides et les mailles solides. Si la modélisation dans le domaine

continu s’est attachée à assurer une continuité des contraintes et des vitesses à l’interface

fluide-solide, le choix d’une méthode de splitting en deux temps (prédiction puis correction)

et l’introduction d’une fonction indicatrice discontinue sans fonction de lissage introduit des

difficultés supplémentaires qui nécessitent un traitement numérique particulier des mailles à

l’interface fluide-solide.

A l’instar des méthodes ghost-� uid, en extrapolant l’état fluide pour les cellules fluides

possédant une cellule voisine solide, l’idée est de faire en sorte de ne jamais s’appuyer sur les

variables des cellules solides pour calculer une solution dans une cellule fluide. Cela assure

une transition continue de toutes les variables à l’interface et ne génère pas d’oscillations.

Une deuxième difficulté numérique apparaît lorsque l’obstacle est mis en mouvement et que

des mailles changent d’état. Lorsqu’une cellule anciennement solide devient fluide, il est

nécessaire de reconstruire un état fluide pour cette cellule. Ce nouvel état fluide doit être

crée sans perturber l’écoulement et donc sans valeurs de pression ou de masse volumique qui
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entrainerait de nouvelles discontinuités. C’est l’imposition de la fonction de phase et d’une

pression constante qui permet de reconstruire cet état.

A l’issue des confrontations numériques, il s’avère que le modèle d’interaction fluide-structure

et son approximation numérique semblent bien réagir aux forçages fluides pour des écou-

lements monofluides constitués d’air. Le modèle parvient à reproduire convenablement le

comportement d’obstacles fixes ou mobiles sous l’hypothèse d’un écoulement bien construit

respectant les hypothèses de départ. On note néanmoins quelques disparités dans les résul-

tats lorsque la vitesse du son varie, en particulier lors du régime transitoire où les effets

compressibles sont mal compris. En revanche, les écoulements faisant intervenir de l’eau

sont beaucoup plus sensibles à la vitesse du son. En particulier, on a montré l’incapacité

du modèle à pouvoir simuler des cas de flottaison. Une étude de sensibilité de la vitesse du

son pour une configuration où la pression hydrostatique est seul moteur du mouvement a

montré que la poussée d’Archimède est largement surestimée pour de faibles vitesses du

son. Cette limite est très pénalisante car elle ne permet pas d’envisager ce modèle pour

l’application à des cas réels. Cela témoigne également du fait qu’il ne suffit pas de prendre

une vitesse du son arbitraire pour respecter la limite incompressible comme dans [50], du

moins pour envisager des simulations d’interaction fluide-structure car alors les efforts sur

la structure s’en retrouvent complètement faussés. On note que cette limitation n’est pas

due à la façon d’appréhender l’interaction fluide-structure mais du manque de robustesse

du modèle compressible à pouvoir traiter certains types d’écoulements académiques. Les

capacités du solveur d’interaction fluide-structure, malgré des résultats en demi-teinte, sont

encourageantes.
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Conclusion

A partir d’un modèle bi-fluide fondé sur la résolution des équations d’Euler dans un cadre de

travail compressible et une dynamique non visqueuse, un module indépendant permettant

de traiter des problèmes d’interaction fluide-structure a été proposé. La méthode repose

sur une approche unifiée permettant de modéliser avec une seule équation le mouvement

du fluide et du solide simultanément. Un terme supplémentaire dans l’équation de quantité

de mouvement permet de rendre compte de la présence de la structure dans l’écoulement.

Beaucoup d’attention a été apportée au bien fondé de cette modélisation à travers notamment

l’analogie avec des formulations variationnelles provenant de travaux existants en incompres-

sible. Cette analogie s’est poursuivi avec l’utilisation d’une méthode de splitting en temps de

type prédiction-correction à l’instar de ce qui se fait dans les modèles incompressibles pour le

découplage vitesse-pression. La méthode de pénalisation qui en résulte est simple à mettre en

place et assure une continuité des contraintes et des vitesses, s’assurant par là une bonne

retranscription des efforts du fluide vers la structure.

Le terme de pénalisation fait intervenir une fonction indicatrice qu’il est nécessaire de

reconstruire. Cela se fait par l’intermédiaire d’un algorithme de raycasting, dérivé des

méthodes utilisées en infographie pour reconstruire une scène 3D. Deux algorithmes de

reconstruction en 2D et 3D ont été implémentés et leur exécution a été optimisée à travers

le choix d’instructions arithmétiques rapides à traiter pour le processeur et en adaptant les

paramètres de décomposition de domaine pour une parallélisation optimale. Des traitements

numériques de l’interface sont nécessaires car aucune fonction de régularisation ne vient lisser

les discontinuités imposées par la fonction indicatrice. Un prolongement de l’état fluide pour

les cellules en question grâce à une méthode de type ghost � uid permet de s’affranchir de tout

saut de variable qui pourrait entraîner l’apparition d’un terme mesure dans les équations et

fausser ainsi les forçages hydrodynamiques. Une reconstruction des états fluides a également

été envisagée pour les cellules changeant d’état.

Au terme des confrontations numériques, il est apparu que pour des écoulements monofluides

contenant de l’air, les forçages sont relativement bien reproduits sur la structure et ce

indépendamment de la compressibilité de l’écoulement. En revanche, pour des écoulements

d’eau, une grosse sensibilité des résultats à la vitesse du son se fait sentir. Une étude plus

poussée sur les conséquences du choix d’une vitesse du son artificielle sur la stratification
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de la densité dans des configurations où la pression hydrostatique est prépondérante dans le

mouvement de la structure révèle que la poussée d’Archimède peut être largement faussée,

mettant en péril la fiabilité d’une telle approche compressible pour des cas de flottaison.

L’interaction fluide-structure semble malgré tout bien réagir numériquement, les écarts avec les

données expérimentales sont davantage dus à des erreurs sur le solveur fluide compressible.

Il convient de rappeler que le choix et le développement de la méthode d’interaction fluide-

structure proposée dans ce travail étaient intimement liés et influencés par le modèle bi-fluide

et par le souhait de pouvoir bénéficier de l’approche compressible, qui reste numériquement

intéressante, et des capacités de raffinement dynamique du maillage, le tout sans modification

majeure du code numérique pré-existant. Cela a été rendu possible grâce à une programmation

modulaire. Les résultats numériques ont cependant fait émerger un paradoxe. D’une part, les

modèles compressibles perdent de leur précision dans la limite faible nombre de Mach, la

littérature à ce sujet est d’ailleurs abondante. C’est pour cette raison que l’on fait toujours

en sorte de rester dans une plage de valeur du nombre de Mach acceptable (Ma � 0: 1)

en modifiant arbitrairement la vitesse du son. D’autre part, une vitesse du son trop faible

exagère les effets compressibles et modifie significativement les efforts subis par la structure. Le

compromis paraît difficile à obtenir car augmenter la vitesse du son, si cela permet de contenir

les effets compressibles et d’améliorer l’interaction fluide-structure, augmente également la

diffusion numérique et contraint énormément le pas de temps à travers la CFL acoustique.

Par ailleurs, la possibilité de confronter le module d’interaction fluide-structure avec des cas

tests académiques s’est avérée plus difficile que prévue dans la mesure où celui-ci souffre

des hypothèses imposées par le modèle décrit dans [50]. Le problème de la vitesse du son

artificielle a déjà été évoqué. La diffusion numérique du modèle reste élevée malgré une

méthode de compression d’interface difficilement généralisable, et ne permet pas d’envisager

des solutions longues en temps sans que la solution ne soit irrémédiablement dégradée. Les

expériences numériques ne peuvent excéder quelques secondes, ce qui rend impossible la

simulation de quelques vagues même de petite période, ce qui aurait été une confrontation

intéressante pour constater le mouvement à moyen terme d’une structure dans un état de mer.

Le choix d’une méthode explicite, si elle séduit par sa simplicité, induit une condition CFL

très contraignante et implique des pas de temps de l’ordre de la microseconde. Le modèle

souffre également de conditions aux limites de sortie libre mal envisagées, les travaux menés

durant cette étude ont notamment montré de graves problèmes de réflexion d’ondes sur les

bords du domaine de calcul.

Il existe cependant des perspectives d’améliorations. La principale limitation de ce modèle

provient de son mauvais comportement à bas Mach, à l’instar de tous les modèles compressibles

tendant asymptotiquement vers l’incompressible. En l’occurrence, il faudrait considérer des

méthodes de préconditionnement permettant de s’affranchir d’un choix arbitraire de la vitesse

du son quelquefois un peu hasardeux. Les travaux de Turkel [132], Guillard [60] et Dellacherie
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[27] expliquent le comportement des modèles compressibles à bas Mach et proposent des

techniques de préconditionnement pour des solveurs de Godunov. L’implicitation de la

méthode d’intégration en temps semble être une modification qu’il faut envisager, non

seulement parce que la majorité de la communauté bas Mach travaille en implicite, y compris

pour les méthodes suscitées, mais également parce que la méthode explicite utilisée dans ce

travail est véritablement pénalisante, les ondes acoustiques imposant une restriction très sévère

sur le pas de temps. D’un autre côté, on peut utiliser cette contrainte venant de l’explicite

comme un avantage pour traiter un terme visqueux sans coût numérique supplémentaire. Il

serait intéressant d’identifier à partir de quelle résolution de maillage le pas de temps n’est

plus affecté par la contrainte visqueuse, la contrainte acoustique prenant le dessus.

Il demeure une volonté affichée et assumée de simplicité, héritière de la philosophie initiée dans

[50]. Le modèle mathématique présenté est simple. En l’occurrence, on a montré qu’on pouvait

aisément s’inspirer des méthodes incompressibles pour dériver une approche de l’interaction

fluide-structure dans une configuration compressible et c’est ce qui fait l’originalité de ce

travail. La méthode numérique pour approximer ce modèle reste également peu complexe,

gage de rapidité de déploiement des simulations et de facilité de programmation. La possibilité

de traiter plusieurs obstacles se conçoit aisément grâce à une programmation orientée objet

et bien que le choix d’une fonction level-set ait été écarté pour le transport de la fonction

indicatrice, l’utilisation de telles courbes de niveau permettrait de traiter des collisions entre

objets [23]. Enfin, l’extension des simulations en trois dimensions est immédiate. On admet

que de possibles améliorations des méthodes numériques utilisées dans ce travail pourraient

être appréciables et que la considération d’une autre physique pourrait être envisagée grâce à

la souplesse permise par la loi de fermeture. Les possibilités d’évolutions et d’améliorations

du travail exposé dans ce manuscrit sont importantes et le champ d’application vaste.
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IMATH/MIO, Université de Toulon 

Un modèle d’interaction fluide-structure 
en régime compressible faible Mach 

 

L’objectif de cette étude est de modéliser et de simuler numériquement des phénomènes d’interaction fluide-
structure dans un cadre compressible pour des écoulements non-visqueux. La modélisation proposée repose sur 
une formulation monolithique du couplage fluide-structure en considérant une unique équation permettant de 
résoudre simultanément le mouvement du fluide et du solide. Un terme supplémentaire dans l’équation de 
quantité de mouvement traduit la présence de l’obstacle dans l’écoulement. La contribution de ce terme de 
pénalisation est étudiée à travers l’analogie avec une formulation variationnelle et un intérêt est porté à la 
rigueur physique, mathématique et numérique de l’unification des deux milieux, en particulier à l’interface. 
L’approche numérique correspond à une méthode à pas fractionnaire, en tout point identique aux méthodes de 
prédiction-correction utilisées en incompressible. Quelques résultats numériques clôturent ce travail et 
permettent de préciser les conditions d’application de ce modèle d’interaction fluide-structure en régime 
compressible.  

Mot clés : interaction fluide-structure, écoulement compressible, Euler, pénalisation, domaines fictifs, faible 

Mach 

  
A fluid-structure interaction model for low-Mach compressible flows 

This study deals with the modeling and simulation of fluid-structure interactions in a compressible framework 
for inviscid flows. A monolithic approach has been chosen for treating the coupling between the fluid and the 
solid through a single equation that solves the motion of both simultaniously. An additionnal term in the 
momentum equation allows to take into account the obstacle in the flow. A weak formulation is derived from 
previous similar works that confirms the unification problem is mathematically well-posed, especially on the 
interface. The numerical procedure relies on a time-splitting method similar to prediction-correction methods 
for incompressible flows. Some numerical examples illustrate this work and allows to conclude on the 
feasibility of this fluid-structure interaction model for compressible flows. 

Keywords : fluid-structure interaction, compressible flow, Euler, penalization, fictitious domains, low-Mach 
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