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Notations
Tensorielles

Permutations et
déterminants

Analyse vectorielle

Coordonnées
cylindriques

Vecteurs et tenseurs Cas particulier le plus souvent
rencontré qui simplifie les notations

Vecteur

On se place dans un espace euclidien £a 3
dimensions de base orthonormée €4, €,, €5

On repere la position de tout point M, a
I'instant t, par ses coordonnées X4, X5, X3.

Soit V un vecteur
Vl(xl,xz,x3,t)

V(%) ={V] =4V, (%,,%,%,1) £ = V;8, + V,8, + V58, =
V; (X,,%;,X5,t)

Moo
<
!

Il
[usy

Convention de sommation d’Einstein

€. = Ve, i indice « muet »

Rmq1: V =Ve =V, e,

Rmq 2: vecteur transposé V' = {V}T =<V> =(V,,V,,V,)

(el)
N

el
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Vecteurs et tenseurs

Application linéaire de £ dans £

Soit A une application linéaire de £ dans £ représenté par une matrice 3x3 [A]

A An Ag
[A] =1Ay Ay Ay
Ay Ay Ay

—_— —
Considérons I'image W d’un vecteur V par l'application linéaire A

_ . _ Wl All A12 A13 Vl A11V1 + A12V2 + A13V3
W=AV ; (WE=[AJVE 5 QW= Ay A, Ay Y, E=1A ALY, +ALLY,
W3 A31 A32 A33 V3 A31V1 + A32V2 + A33V3

Convention de sommation d’Einstein
Vviéi :Aijvjéi

Cas particulier de I'application identité que I'on peut représenter par les symboles de Kronecker

. . 1 O 0 811 812 613
1 si i=]

8ij = .o [I] =10 1 0|= 821 822 623
0O si i#]

0O 0 1 O;; 05, O
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Application bilinéaire de £x€ dans R

Soit A une application bilinéaire de £ x £ dans R représentée par la matrice A telle que
A11 A12 A13 Wl

A(VW)=(V)[AIIWI=(V, v, V)l A, A, Ay W, =AW,

Notations Ay Ay Ay (W

Tensorielles

Cas particulier du produit scalaire

Permutations et € 'éj = 8ij
déterminants

VoW =(V){W)=(V§)-(We,) = VWg -8 = VW3, = VW,
Analyse vectorielle

Coordonnées
cylindriques
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Tenseur

Définition Wikipédia:

Soit V un espace vectoriel de dimension n sur un corps commutatif K; I'espace dual V* est I'espace vectoriel formé de toutes les
formes linéaires définies sur V. L'espace V* est aussi de dimension n. Les éléments de V et V* sont appelés respectivement
vecteurs et co-vecteurs. Un tenseur d’ordre (h+k) est une application multilinéaire T : V* XX Vt XVx---xV—K

Notations h k
Tensorielles Cours Samuel Forest : http://mms2.ensmp.fr/mmc_paris/amphis/tenseurs.pdf

Cours Jean Garrigues : http://jean.garrigues.perso.centrale-marseille.fr/tenseurs.html

Permutations et Jean Salencon : « Mécanique des Milieux Continus », tome 1, ed. Ecole polytechnique, 2005.

déterminants

Analyse vectorielle Rappel: On se place dans un espace euclidien £ a 3 dimensions de base orthonormée

Coordonnées

indr Jean Coirier : « Mécanique des Milieux Continus », ed. Dunod, Paris, 2001 (3 la bibliothéque de SeaTech!).
cylindriques

Définition :
On appelle tenseur d’ordre n sur £ toute forme n-linéaire T:Ex---x&
H_/

n fois

Prenons donc un raccourci simplificateur ....

Un tenseur d’ordre 0 « est » un scalaire a 3°=1 composante
Un tenseur d’ordre 1 « est » un vecteur a 3'=3 composantes
Un tenseur d’ordre 2 « est » une matrice a 32=9 composantes
.. etc ...
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Tenseur du second ordre

Un tenseur du second ordre T est un opérateur linéaire qui fait correspondre a tout vecteur V de I'espace
euclidien un vecteur W de ce méme espace

Notations . _
Tensorielles ( )

W, =TV,  Notation:T,[T],T

I ] )

i Atri i T.=T.
Permutations et Un tenseur est dit symétrique si T, =T,

déterminants

* Untenseur est dit antisymétrique si T,=—T,

Analyse vectorielle

Un tenseur est dit isotrope si  T; =19,
Coordonnées

cylindriques

Rmg: On peut toujours décomposer un tenseur en une partie symétrique et antisymétrigue

]

1 1
h=5 (5 T) 45 (5 )

J . J

WV Vo
Symétrique Antiymétrique
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Produit tensoriel

On définit le produit tensoriel du vecteur U par le vecteur \7, noté U X \7, comme le tenseur
d’ordre 2, défini par la forme bilinéaire qui aux vecteurs X et Y fait correspondre (ﬁ . 2) (V . Y)

Notations
. vy UV, Uy,
Tensorielles

URV=Iuy, Wwv, uyv,
u3vl u3V2 u3v3

Permutations et

S — Les 9 produits tensoriels €; @ é’j définissent une base de |'espace vectoriel des tenseurs d’ordre 2

Analyse vectorielle

Coordonnées e, Qe =
cylindriques

.. etc ...

o O
o O O
o O O

(el

[ERN

®

(el

N

I
o O O
o O
o O O

u®v=uv e ¢,

—
I
ot
5

w
I
—
!
®
D!
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Produit contracté

Produit contracté de 2 tenseurs d’ordre 1

v=(ug)- (vjéj ) =UVE € =UV,0, =UV, =UV, +U,V, +UV, C’est le produit scalaire de 2 vecteurs!
Notations Produit contracté d’un tenseur d’ordre 2 et d’un tenseur d’ordre 1
Tensorielles _
T-v =('I'ijéi ®éj) (V& )=Tv,.E ®E € =T, v§& C’est un produit matrice vecteur!
Permutations et Tenseur ordre p « contracté » tenseur ordre q = tenseur ordre p+g-2
déterminants
Analyse vectorielle Produit doublement contracté de 2 tenseurs d’ordre 2
Coordonnées = = e o
cylindrigues A.B=(Aijei e, ) (quep ®e ) AB. € ®€ e ®e =AB € € =AB,

Produit doublement contracté d’un tenseur d’ordre 2 avec le tenseur identité

At1=A8, =A, =A, +A,, +A, _Tr(A)

p pl




Permutation et déterminants
SEATEOF

- TOULON Symbole de permutation

On définit les symbole de permutation ou tenseur du 3¢™e ordre de Levi-Civita par

+1 sii,j,k estunepermutationpairede1,2,3 cad : 123, 231, 312
Notations Eije =(éi, e ék)= —1 sii,j,k estune permutationimpairede1,2,3 cad : 213, 132, 321
Tensorielles 0 sideuxindicessontrépétés

Vecteurs et tenseurs

Produit mixte

Avec un peu de patience on peut démontrer les résultats suivants:

Analyse vectorielle (
8iI 6im in
Coordonnées EEimn = Det Sjl Sjm n
cylindriques 8 5 5
4 kn
Ijk |mn_8 8 n_8 8
|Jk8|Jn_ 28
L Ijkgljk_ 6
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Déterminant

1
Det(A)=gsijka AnALA

mnp” ‘im" Yjn

Notations Produit vectoriel
Tensorielles =3B
Vecteurs et tenseurs = _ =
Ce = sijkajbkei

Exemple, montrons que : (5/\5)/\5=(5-E)5—(5-E)g

Analyse vectorielle

Coordonnées
cylindriques
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Notation

Rappel: On se place dans un espace euclidien £ a 3 dimensions de base orthonormée €,, €,, €5.
Tout tenseur dépend des variables t, X4, X5, X3.

Notations 0
Tensorielles Notation dérivée partielle: ,i<_) Ox
i
Vecteurs et tenseurs
Permutations et
déterminants
Opérateur Gradient : V(*)z(*)j QE, Ordre +1
Coordonnées Opérateur Divergence : div(*)=V(*):T:(*)j €, Ordre -1

cylindriques
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Soit f une fonction scalaire

Le gradient d’une fonction scalaire est un vecteur

of
Notations OX,
Tensorielles S of ~
gradf=Vf = 8_ =T ¢
Vecteurs et tenseurs X
of
P?Hnutgnonset 8X3
déterminants - /

Le laplacien d’une fonction scalaire est un scalaire

Coordonnées
cylindriques

of  of azf_f

Af=div(Vf)= + + =
(V) ox: ox; ox;




Analyse vectorielle
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Soit V un vecteur

Notations
Tensorielles

Vecteurs et tenseurs

Permutations et
déterminants

Coordonnées
cylindriques

Le gradient d’un vecteur est une matrice

ov, ov, ov,
OX, OX, OXg
vy ov, Ov, Ov,
OX, OX, OXg
ov, Ovy, Ov,
| OX,  OX, OX4

Le laplacien d’un vecteur est un vecteur

e

2 2 2
o°v, 0°v, 0%,
2 2 2
OX; OX,  OXj

2 2 2
A;_<8v2 ov, 0V,
Sl x ox
Xl X2 X3

2 2 2
6v3+8 v3+8 V,
ox:  ox;  Ox;
| Ox; X X3

N\
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Soit V un vecteur

La divergence d’un vecteur est un scalaire

.~ OV, Ov, ov . L -
Divv=—2%+—24 3:(V-ei)~‘e-:V--ei‘
ox, OX, ' ’

Notations
Tensorielles

Vecteurs et tenseurs .
Le rotationnel d’un vecteur est un vecteur

Permutations et - N
déterminants 8V3 . aVz
OX, OXg

- - - |ov, ov -

rotv=VAv=<—1_-—-3 =8,V €,
Coordonnées OX; OX,

cylindriques
ov, 0v,
| OX,  OX, |
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Soit T un tenseur d’ordre 2

La divergence d’un tenseur d’ordre 2 est un vecteur

o, |, T, oy,
Notations O0x, Ox, Ox,
Tensorielles iy T=d T Ty, 0Ty (T8 ®¢) 6=T ¢

OX, OX, OXg : ’

Vecteurs et tenseurs
o, |, Ty, , 0T,

Permutations et

s OX, OX, OX; |
déterminants

— - — — - —

Exemple, montrons que : Div(g/\B):b-rota—a-rotb

Coordonnées
cylindriques
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Notations
Tensorielles

Vecteurs et tenseurs

Permutations et
déterminants

Analyse vectorielle

Coordonnées cylindriques

Systeme de coordonnées cylindriques

OM=x,€, +X,€, +X,€, =rcos0é, +rsinbe, +ze, =re_+zée,

d(OM) =& dr +rd0g, +&,dz 0OM_- 100M_- JOM _<
ro 0 z
or r 00 0z

€, =cos0é, +sin0g,
€, =—sin0é, +cos 0§,

€, =€,
08, _ 0 . o8y _ 0 . 08, _ 0
or or or
g B g
00 00 00
o8, _ 0 . 0.y _ 0 . 08, _ 0
0z 0z 0z

. . - B ,i=_, =L L
Notation: pour i=r,0,z on considére or’ r o0’ o2




Coordonnées cylindriques
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Formulaire en systeme de coordonnées cylindriques

Soit (r,0,z) une fonction scalaire, alors \%i =(f),i ®e,
of 10f 6f = f.*.
Notations grad(f)=Vf="8 +-—_ &, + ©
: or r 0o 62 af 16f . of
Tensorielles & +-— 8, + 8,
Cor r 0o 0z
Vecteurs et tenseurs o*f 15f 1 0*f oO°f
ANf=—+-— S5t _
_ o ror P oe o Af =div(Vf)
Permutations et
déterminants = (fiéi) €
Analyse vectorielle =f&-€+fe €
=f,+f€, €
=1 +fr_e'ée _fei'ée
Ty cr
fr
=f +=

O 1af 1 0*f azf
+ [
o r 8r 2 00° 822
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Notations
Tensorielles

Vecteurs et tenseurs

Permutations et
déterminants

Analyse vectorielle

Coordonnées cylindriques

Formulaire en systeme de coordonnées cylindriques

Soit V(r,G,z) un vecteur, alors

E l(gver—vej 23 v(V)=(ve), ¢
o ’ V& ®8,+VE ®F,
- == |0vy 1[0V, vy R,
grad(v)=Vv= P r( 0 +vrj p _Vi,j‘ji®fj+viei,e®ee
v, 1y, v, =V.8 ®8 Ve,
o rdd o V E®F + 8, OF,
’ r

—

div v = Tr(V(Q)) =Vv:

-
—
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Formulaire en systeme de coordonnées cylindriques

Soit V(r,@,z) un vecteur, alors

o =\ 20V, V). 20V, V). .
NOtatlonS AV—le(VV)—(AVr r—zg r—zjer +( VG r_2 ae r—zjee +szez
Tensorielles ~ V
d.v(vv){vijéi@éj+1ée®ée——eé,®éej 8,
’ r r K

Vecteurs et tenseurs

Permutations et
déterminants

i,ji

vV
-V 8.8 3 z .3 2 a .a r| 2 @8 .8 _| Yo
—Viljkei®ej-ek+\/iljei'e®ej-ee+V.e.®ejle-ee+(T €, ®e, €
k k

Vv \Y \Y/ V
r A = r A P 0= = A 0= = a

Analyse vectorielle

V Vv Vv Y/

- e e e e a r =3 6 = r = 9 —

= Vit Vi€ +V, & O -8+ (T € —| | € +—"€ o€,
6 0

+—V € ——Vpe& +—V, 6 +——€; ———€ —
r r r r r

I 1, o Vs Voo, M
;
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Notations
Tensorielles

Vecteurs et tenseurs

Permutations et
déterminants

Analyse vectorielle

Coordonnées cylindriques

Formulaire en systeme de coordonnées cylindriques

Soit V(r,G,z) un vecteur, alors

OtV =V AV (mv avje +(av avjeeJr(av Ve 1av)

r o0 oz 0z oOr or r r o9
rotV=c:VV
o oo Vo Voo
:(smnpem®en®ep): V€ ®E +—"e,Qe,——¢€ Q€
r r
_ 2 e Ra -8 Viz 03 @2 -2 @& Viz 22 @2 -3 &=
Emnp Vi B ® €, ® €, e,€<)ej+(°,mnp7em®en®ep.ee@)ee—sminem®en®ep e ®e
A Y/
— e—»
manp nem +&, _em —€mor — Em
r r
Y/
9—»
manpnem or €,
r
V
_ = 0z
- 8manp,nem _Tez



Coordonnées cylindriques
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Formulaire en systeme de coordonnées cylindriques

-~

=

Notations
Tensorielles

Vecteurs et tenseurs

Permutations et
déterminants

Analyse vectorielle

Soit T(r,@,z) un tenseur d’ordre 2, alors

[ oT

rr

1 aTre

aTI'Z
+

T

rr

B Tee

or

r 00

0z

div(T) = -
.

oT

r

o, 10T My Ty Ty

r 00

0z

T
r

10T, OT,
e s

or

r 00

0z

r

T

_r

r

T
r

N

Vo

=1l

N P

r
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Déformation d’un
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Cinématique

Le mouvement et ses
représentations

Déformation d’un
milieux continu

Transport, dérivées
particulaires

Notion de milieu continu

Fluide: « qui n’est ni solide, ni épais, qui coule aisément »

Solide: « qui a de la consistance, qui n’est pas liquide, tout en pouvant étre plus ou moins mou »

Liquide: « tout corps qui coule ou tend a couler »

Petit Robert

Liquide: « un liquide modifie sa forme pour épouser celle du récipient »

« Les chats sont-ils liquides ou solides ?»
Prix Ig Nobel de physique 2017,Marc-Antoine Fardin, Institut Jacques

Monod, CNRS, Paris diderot.

Milieu continu: « milieu dont le comportement macroscopique peut étre schématisé en
supposant la matiere répartie sur tout le domaine qu’il occupe »

J. Coirier



Le mouvement et ses représentations
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m“  TouLoN Configuration

Cinématique

Q,
Configuration de référence Configuration actuelle
Déformation d’un a l'instant t, alinstant t
milieux continu
Transport, dérivées (X,t) :Variables de Lagrange (en général mécanique du solide)

particulaires -
(x,t):Variables d’Euler (en général mécanique des fluides)

dt dt
~ dom ~ 4V |dv

Vitesse V= doM = dx, < Accélération I'=—=4—2¢
dt dt dt dt

| dt | dt |




Le mouvement et ses représentations
» = SEATECH

m“  TOULON Trajectoire

On appelle trajectoire d’une particule, la courbe géométrique lieu des positions occupées par cette
particule au cours du temps

x(X, t)

dOM dx, . dx,. dx;.
=—@6 +—=6,+—¢&,
dt  dt dt dt

En description eulérienne, sachant que V(i,t) =

Cinématique

dx, dx, dx,

V1(X19X29X3at) Vz(X19X29X3at) V3(X19X29X39t)

On trouve la trajectoire par intégration des 3 équations

Déformation d’un

milieux continu Lignes de courant
Transport, dérivées A un instant donné, on appelle lignes de courant du mouvement, les lignes qui sont en tout point
particulaires tangentes au vecteur vitesse de la particule située en ce point.
dx AV=0
N . s . \ , . Xm dXZ dXS
A t fixé on integre les 2 équations = =
Vl V2 V3

Rmq: pour un mouvement permanent (ou stationnaire), les lignes de courants et les trajectoires sont confondues.

0

~ =0 V(%,t) = V(X
" (X,t) = V(X)




Le mouvement et ses représentations
SEATEOI*

- TOULON Dérivée en temps en variables de Lagrange

A=A(X,t)

dA o .. OA
—(X,t)=—(X,t
g ot =— %

Cinématique

Dérivée en temps en variables d’Euler

A=A(x,1)
: : ’ dA /- 8A OA dx, 5A OA OA [— OA
Eﬁ;‘;;n;acg‘;;:u“n —(x(X,t),t) ~ ax o +V o +(V-V) —E+VA .V Dérivée particulaire

Transport, dérivées ‘
particulaires

» Attention a I'abus de notation

Rmq: application a I'accélération [(x,t)=—

—+(V~V)V

—%’+1VV +rotV/\V
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Cinématique

Le mouvement et ses
représentations

Transport, dérivées
particulaires

Déformation d’un milieux continu

Application linéaire tangente

Application linéaire tangente

ma il

R

OX; _.

X X,

&)

!

ox, OX, OX,
oX; OX, 0OX,
OX; OXy  OXg
oX; OX, 0OX,




== SEATECH

TOULON

Cinématique

Le mouvement et ses
représentations

Transport, dérivées
particulaires

Déformation d’un milieux continu

Notion de déformation

Image issue du cours de MMC de Jean Salencon, ( thése de Le
Douaron, 1977, CEMEF)



Déformation d’un milieux continu
SEATEOF

- TOULON Tenseur des déformations

-
Sx

ox’

Cinématique M Q(t)

Le mouvement et ses
représentations

5x - 3x' —8X - 8X’ = 5x,5x/8, — SX,5X'3,
=F,OX,F, 3X/3, — 3X,0X'8,

nij

= OXFF OX!5. —SX.3X'3,

5X-OX' — X - X' = O OX' — X OX'
- (FSX)T (FoX') XX

Transport, dérivées == i pi’ qj j
particulaires =X F'FoX 5X SX’ _
o = X, (F, 8, — ;)X
=X (FTF-1)5X _ :
=X, (F,F, =8, )3X;

=8X' (FTF—1)oX
On définit ainsi le tenseur des déformations de Green-Lagrange
L (FE-)
2

™

Rmaq: g est symétrique




Déformation d’un milieux continu

== SEATECH
== '
o TOULON Approche plus physique ...

/\

Sx = 8x’
Cinématique — .= _ Ot
X' =8X =38l,&, M (t)
Q,

Le mouvement et ses

représentations
€1 &, €3 |[0l

5% - 5% —OK- 3K =8P —31 =28X" e8X'=2(8l, 0 0)| &y &, &y (] 0 r=28P¢,

- €3 €3 &350
Transport, dérivées
particulaires ou encore, si les déformations sont petites
ol ol-ol, . L
= /1.|.2811 ~l+g, >e, ~ Variation de longueur dans la direction 1

3, 3,
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Cinématique

Le mouvement et ses
représentations

Transport, dérivées
particulaires

Déformation d’un milieux continu

Tenseur des déformations sous I’hypothése des petites perturbations

Soit U le déplacement

g
Il

™l
I

X+u

- - HPP

1+Vu =) B

1, = - L HVUH <1

5 VTu+Vu+VTu.Vu)

_ o B}
OX,

1f ou, | ou, oy

2\ &X,  OX, oX,

1 %4_% 1 au3 +5U2 au?’

| 2(0X; OX;) 2\ 0X, OX5) OX, |
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Cinématique

Le mouvement et ses
représentations

Déformation d’'un
milieux continu

Transport, dérivées particulaires

Transport d’un élément de volume

dQ = (8x: A Bx: )-8x3
= &5 0X;;0X,;0X 5,
=t (F.0%,, )(FudXaq ) (FeBXs, )
=g, F F F 0%, 8%, 0%,

= Gyer det(F)3X,,0%,,5%,

- clet(F)(e“»?1 ABX:)-8Xs

dQ2 = det(F)dQ, =1 d0,

Rmaq:

Pour un milieu incompressible det(F):l



Transport, dérivées particulaires
» = SEATECH

- TOULON Transport d’un élément de surface

Cinématique

Le mouvement et ses
représentations

Déformation d’'un
milieux continu

dsn-v=det(F)dSN-V

dsn-(FV)=det(F)dsN-V o
T . - L dsn=det(F)dSF N
F dsn-V=det(F)dSN-V

=T - —

dsn-V=det(F)dSF N-V




Transport, dérivées particulaires
== SEATECH

- TOULON Dérivée d’une intégrale de volume

d i}
okt d0=2

Sl k6.8 402 =1, K060,

Cinématique =ll,, (—J deJon d =7
d dt
Le mouvement et ses 1
ésentati —detF—
representations J_detF_ggijkgpquiijqur
Déformation d’un
milieux continu E—lg . %F. . 5Fip o°x. (X t) 0 ov, x, —aV‘F
dt 27 or o aeox, o, R)- p(v )= e, o
d 1 ov, 1 ov, = 6v oV, -~
= e o RF R =y ey det(F) =228, 5= T = ydiv
dt 2 TP gy PR Tk gy K ) 2 axI Ox, ()

% o k(%8 dQ = (][, %J Y divvj 40,
B mQ t)k(x t)dQ = ([ (dk +kd|vvj dQ
deQ it

dk
= —+kdivv
M) 5




Transport, dérivées particulaires
» = SEATECH

- TOULON Dérivée d’une intégrale de volume : Application fondamentale!

M= [[Jo P, t) 42

dM .
o . R ‘ Conservation de la masse
Cinematique dt 0

Le mouvement et ses
représentations dp +pdivw=0
Déformation d’'un dt
milieux continu

ou

op

I
o




Transport, dérivées particulaires
== SEATECH

== ouion Dérivée d’une intégrale de volume : compléments

d - dk .~
amg(t)k(x,t) dQ = mg(t) a+k d|vvj dQ

= Moo %+§-Vk+kdiv§jdﬂ

Cinématique ok . /-
q ~ Mo a+o|.v(kv)jd§2

Le mouvement et ses

représentations

—_

Déformation d’un

milieux continu %mg(t)ﬂ(;,t) dQ = Iﬁg(t)(% + div(x ® \7)] dQ

d v dpk
EJ‘J‘IQ(t)k(Xat) de:I.[IQ(t) (;3t +pkd|VdeQ

dk  d d*
] P 6% pcativy | a0 PO [ po0

dk
= mg(t)apdﬂ




Transport, dérivées particulaires
== SEATECH

' TOULON Dérivée d’une intégrale de surface

d ST,
aﬂzmk(x’t) AdE="?

D k%R AT =[], K(X,t)-JF Na
aﬂi‘,(t) X, n _dt % 9 0

Cinématique

-7 _
=-T _
—HE%JFN k- YETRL deF—NdZ df
Le mouvement et ses dt dt dt .
représentations
Déformation d’un =-1= dF_ = =-1 dE = dE_ =1 dE=—1
milieux continu F =l FF"'F a=0 = gt =—F EF
dF=1 v, oX ov, Ty _
—F —X6 ®€ =—1¢ ®e=VV dF_ (Floe) - _vieE "
dt X, ox, ox; ?——(F V| ==V vk
d, = dk =Tl T -
aﬂz(t)k(x,t)-ndZ:ﬂ2 4 JF N4+K-JdiwWF N—K-JV'VF N dX,

-

1 % Rava—v J-JE_TNdZO

dt

—

ﬂz(t)k(x t)-AdZ =]f;, (dk+kd|vv kVTv ]*dZ
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Efforts dans les
milieux continus

Notion de contrainte
Equilibre

Quelques propriétés du
tenseur des contraintes

Cours de Mécanique des Milieux Continus
SeaTech 1 année

Chapitre 3

Efforts dans les milieux continus

F. Golay



Notion de contrainte
» = SEATECH

— TOULON Notion de contrainte

Efforts
extérieurs
EffF)rts dans. les Efforts
milieux continus intérieurs
Effort de "cohésion" dT:(;,t,ﬁ,ds) [N]
Equilibre dT:(;,t,ﬁ,ds) =f(;,t,ﬁ)ds
Quelques propriétés du Photo extraite T: Vecteur contrainte [N/m?]
. de Le Rugby J
tenseur des contraintes b VILLEPREUX < . _
batecmise T(x,t,n) = G(x,t)n

c_s(;,t) Tenseur des contraintes de Cauchy

[N/m?]




Equilibre
= = SEATECH

m“  TOULON Principe fondamental de la dynamique

[N/m?]

/F

Principe Fondamental de la dynamique

Efforts dans les ~
milieux continus o)

Torseur dynamique

Torseur des action extérieures

Notion de contrainte

[N/m3]

Quelques propriétés du
tenseur des contraintes

Sl py AV = Fdv-+ [, T s

d - - — -
4 :POM AV AV =[[,OMAfdV +[],,OMA T ds




Equilibre
= = SEATECH

m“  TouLoN Forme locale de I’équilibre

S llopy v =l fdv [ Tds

dv . —.
mzpa dV =[[[,fdV+][ onds

Efforts dans les

Lo . . Définition du
milieux continus Conservation
de la masse vecteu.r

contrainte

Notion de contrainte d\_; _
Iﬂzpa dv=Jf[;fdV+ mzdiV(G) dv Forme locale de I'équation d’équilibre
=z - N/m3

Quelques propriétés du Théoréme de divo+f=py dansQ [N/m’]

la divergence = -
tenseur des contraintes on=F sur oQ [N/m?]

VS [ff;(divo+f-py)dv=0




Equilibre
= = SEATECH

- TOULON Forme locale de I’'équilibre des moments

imzpm/\gdv =mzm /\?dV+jjazW ATds  Pas de densité de moments extérieurs!

mzp%(o—lvl/\g)dV: [[LOMAFAV+ [[LOMAT ds

Efforts dans les

milieux continus [[f,pv AV dV + [[[,pOM A7y dV = [[[,OM AT dV + [[,,OM A Gnds
et e ot [Ifs e3Py, —f) & dx =], €, x,0,n & dx Notations indicielles
0 _
.mz Sijkxj(pyk B fk) _g(gijkxjckp) €i dx=0 Théoréme de la divergence

p
Quelques propriétés du

tenseur des contraintes

.[.UEI:Siijj PV —f =04 ) - SijkapSpj:I e dx=0
Equilibre

VE [fl;eu0, & dx=0

€0y & =0 €105 T €120, =0 40, -03, =0
€313013 T €53,03, =0 —0,3+05,=0 G est symétrique!
€31201, T€33,05; =0 +6,—0,, =0
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Efforts dans les
milieux continus

Notion de contrainte

Equilibre

Quelques propriétés du tenseur des contraintes

Contrainte normale et tangentielle

G, contrainte normale
T contrainte tangentielle

Contraintes principales et directions principales

G est symétrique = G est diagonalisable

Valeurs propres : contraintes principales
Vecteurs propres : directions principales

Invariants
2, = Tr(é) =0,+0,+0,,
1 — —
2, = E [Tr(cs)2 —Tr(o 2 )} =0,0,+06,0,+0,0,

X, = Det(g) =G6,6,6y,

oo 0 O
c=[0 o, O
0 0 o
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Efforts dans les
milieux continus

Notion de contrainte

Equilibre

Quelques propriétés du tenseur des contraintes

Illustrations

“Topology Optimisation for Steel Structural Design with Additive
Manufacturing”, Ren S., Galjaard S., Conference: Design Modelling
Symposium 2015, Copenhagen, doi=10.1007/978-3-319-24208-8_3

Christian Dick, Joachim Georgii, Rainer Burgkart, and Ridiger Westermann.
Stress tensor field visualization for implant planning in orthopedics.

IEEE Transactions on Visualization and Computer Graphics

(Proceedings of IEEE Visualization 2009), 15(6):1399-1406, 2009.
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Efforts dans les
milieux continus

Notion de contrainte

Equilibre

Quelques propriétés du tenseur des contraintes

Cercles de Mohr

o donné n,
n varie n—= n,
T ?°? n,
2 2 2
n;+n,+n;=1
_ 2 2 2
cTn _GI nl + GII r]2 + cSIII n3
2 2 2.2 2.2 2 2
1° 4+ 0, =G, n; + G0, n; + 0, N;
o +o, ) c,— O
o2+ G, - Il 11 > Il 11
2 2
c,+0 c,—0C
o+ G — | 1] < | Il
2 2
c,+0 -0, )
o2+ G — | I > | I
2 2

oo 0 O n, o,
c=|0 o, O et T= n, o,
0 O Oy N, Gy,
n2 _ TZ +(Gn B G”)(Gn _GIII)
.=
(GI - GII)(GI - Gm)
2 = T° +(c, —c))(c, —oy)
2 (0, —0o)(o, —oy)
2 T +(c, —0o))(c, — 0,
n3 =

(Gm o G,)(Gm — Oy

GIII

c A
X




lllustration: optimisation topologique, are, ...

== SEATECH ,
el TOULON Chainette - caténaire
Hanging Chain Arch

Robert Hooke (1635-1703): «Ut pendet continuum flexile, sic L / /Comprssion

stabit contiguum rigidum inversum » / J J J

« De méme que pend un fil flexible, de méme, en inversant, on J J J

trouve les piéces contigués d'une arche » J J J J | /J J J J\
Efforts dans Ies Source wikipedia :https://fr.wikipedia.org/wiki/Cha%C3%AEnette

milieux continus

Notion de contrainte

Equilibre

Le grenier du temple du Ramasséum, prés de Thébes en Egypte (XIlI®Me siécle av.
J.-C.). (source https://artkarel.com/tag/chainette/)

Larc de Ctésiphon du palais de Tag-i Kisra, pres de Baghdad en Iraq
(531 apres J.C.).(source https://artkarel.com/tag/chainette/)
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Efforts dans les
milieux continus

Notion de contrainte

Equilibre




SEATECH

Quelques propriétés du
tenseur des contraintes
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Elasticité ...
Loi de comportement
Le probleme d’élasticité
Thermoélasticité

Introduction a la
mécanique des fluides

Cours de Mécanique des Milieux Continus
SeaTech 1 année

Chapitre 4

Elasticité, thermoélasticité et introduction a la mécanique des fluides

F. Golay



Introduction
SEATEOF

TOULON

Loi de comportement

0

=

q

:'
I

Elasticité ...

Le probleme d’élasticité
Thermoélasticité

Introduction a la
mécanique des fluides

Lecture conseillée :
P. Germain, Mécanique, ed. ellipse, école polytechnique, tomes | et Il
J. Lemaitre, J.L. Chaboche, Mécanique des matériaux solides, ed. Dunos 1996

Jean Coirier : « Mécanique des Milieux Continus », ed. Dunod, Paris, 2001.
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Elasticité ...

Le probleme d’élasticité
Thermoélasticité

Introduction a la
mécanique des fluides

Loi de comportement

Essai de traction

Machine de traction SIM/UTLN

Exemple d’éprouvettes
(source Wikipédia)

Exemples de rupture d’éprouvettes
(source Wikipédia)
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Elasticité ...

Le probleme d’élasticité
Thermoélasticité

Introduction a la
mécanique des fluides

Loi de comportement

Courbe de traction

Elasticité
réversible

Plasticité
irréversible

A

Déformation
permanente

) =

s

-

AL
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Elasticité ...

Le probleme d’élasticité
Thermoélasticité

Introduction a la
mécanique des fluides

Loi de comportement

Loi de comportement générale d’élasticité

o(x,t)= ai) ‘g(x. 1)

c,€ ®e =C;. &€ € Cii =Ciw =C =Cje == 21 termes

ijpg ~pq i

------

_ —\= - o N/m?
G:KTr(s)HZus - ] -
o, € ®éj :(xgkk 5” +2“gij)éi ®éj Al :N/mz: Coefficients de Lamé
= —\= — B 2
8=——TI’(G)| v © _N/m ]
E _
e [-]
L= \% 1+v . . = Coefficient de Poisson
g€ Q¢ Z(—Eﬁkk 8ij+TGij)ei®ej v L ] 2
E _N/m ] Module d’Young
E:M et V= }\‘ E }\’ VE

e n= et =
A+u 2(A+p) 2(1+v) 1+v)@2-2v)
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Elasticité ...

Le probleme d’élasticité
Thermoélasticité

Introduction a la
mécanique des fluides

Loi de comportement

Application a l’essai de traction

- t1i(o)i+ 1Y

E
c 0 0] [F/S O
c=/0 0 0l|=| 0 O
0 0 0 0 0
G =

m|Q

i
™
I
o
I

m |
Q
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Elasticité ...

Le probleme d’élasticité
Thermoélasticité

Introduction a la
mécanique des fluides

Loi de comportement

Aparté: Matériaux composites, généralités

0 + 3 =

* Métallique * Verre

e Céramique * Carbone

e Organique * Kevlar
o Thermoplastique * Meétallique
o Thermodurcissable ¢ Céramiques
o Bio-polymere * Naturelles

Exemple : le torchis !

http://www.branche-rouge.org/les-articles/tous-les-
articles/artisanats/architecture-et-construction/la-
construction-dun-maison-an-mil-avec-des-outils-depoque

Conseil de lecture :

« Matériaux composites, Comportement mécanique et analyse des structures », BERTHELOT Jean-Marie, ed. Lavoisier.

« Matériaux composites », GAY Daniel, ed. Lavoisier,



Loi de comportement
» = SEATECH

- TOULON Aparté: Matériaux composites, pourquoi ?

10,000
T 1,000 [
g x
- AP ﬁ1tm|
Elasticité ... :
£ 1o S
&t g v}
5 =
= g
Le probléme d’élasticité E 10 -
Thermoélasticité Metals =
i and alloys
Introduction a la 3 . 2 0
> . . = Caramics: chart shows comprassive sirangth, %
mécanique des fluides l Foams e i
L | T T S | | M T I | | l
0‘1100 300 1,000 3,000 10,000 30,000 0.01
<—Light DENSITY (kg/m?) Heavy —» 0.01 0.1 1 10 100
<— Cheap COST (£/kg) Expensive —»
Cours de Sylvain Drapier Mines de Saint-Etienne %

http://www.emse.fr/~drapier/index_fichiers/CoursPDF/RMP-Composites/RMP-composites-SDrapier.pdf MINES

Saint-Etienne
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Elasticité ...

Le probleme d’élasticité
Thermoélasticité

Introduction a la
mécanique des fluides

Loi de comportement

Aparté: Matériaux composites, types de renfort

composite composite composite
a particules a fibres laminé

©S. Drapier

Mat : fibres courtes

taffetas Serge Satin

Fibres longues bobinées
©CEA

Tissage 3D
©Eric Drouin / Snecma / Safran



Loi de comportement
» = SEATECH

- TOULON Loi de comportement Elastique orthotrope

i Y Vi 0 0 0
E, E, E,
Vi1 1 Vi3
4 L4 - N\ - - - O 0 0 r
Elasticité ... €, E, E, E, G
€,, V3 Vg l 0 0 0 G,
€5 | | Es 3 E, O33
< 5 T T TR RI SO 1 ----------------------------------- X >
€ c
Le probléme d’élasticité ? 0 0 0 P 0 0 =
2€,, G, O3
’ o _on 2 1
Thermoélasticité L2823J 0 0 o o0 —— o (O3 )
o Gy,
Introduction a la 5
mécanique des fluides 0 0 0 0 0 Gi
i : 23

Matrice de souplesse




Loi de comportement
» = SEATECH

- TOULON Criteres limites

Critére de Tresca

Elasticité ...

5 9

1
ESUp{Gl_Gu G, — Gy, Gn_cm‘} < Gy

Le probleme d’élasticité Critere de Von-Mises

1[(G.—G,,)z+(c5,—cs,”)2+(cr,,—cym)2j < o,

Thermoélasticité
\/2

Introduction a la
mécanique des fluides
Critere de Hill

F(o,, —0,,)° +H(c,, —0.,)° +G(o,, —0.,)° +2Lo2, +2Mo?, +2No?, =1




== SEATECH

-‘ TOULON

Elasticité ...

Loi de comportement

Thermoélasticité

Introduction a la
mécanique des fluides

Le probleme d’élasticité

Cas général

-]

Hypothese des petites perturbations

Z=%(VG+VTG)

Equation de compatibilité
divo +f= p& dans Q

5= har(3 )i+ 200

[m]

/]

Conditions aux limites

u=Uimp sur o€},

on=

—

— |F sur 0Q).
R suroQ,
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Elasticité ...

Loi de comportement

Thermoélasticité

Introduction a la
mécanique des fluides

Le probleme d’élasticité

Formulation en déplacement

divo+f=0 divo=o,,e;

div(ATr(e)l +2ue)+f=0
AV(Tr(g)) + 2udiv(e) + f =0
AV(divu) + pdiv(Vu) + pdiv(VTu)+f =0

Equation de Navier
(A + w)V(divu) + pdiv(Vu) +f =0
Formulation en contraintes

Equation de Michell (ou Beltrami sans forces volumiques)

div(V 0) + ——V(VTr(0)) + ——divfl+ Vi + VT f=0
1+v 1-v

1)

= (}\,gkkﬁij + 21, )’j e

= (kuk',(Sij +HU U ),j ei

=AU, ;€ + 1, ;€ + [u, €

=(A+p)(up, )’i e+ u(uiéi)

IJJ



Le probleme d’élasticité

== SEATECH )
' TOULON Elasticité plane en contraintes planes
Structures minces dans la direction 3
. G11 (Xl’XZ) 012 (X17X2) O _ 811()(1’X2) 811 (Xl’XZ) O
G=|0,(X,%,) 0y(x;,%,) 0 €= €, (X1,X,)  €5(Xp5%,) 0
. 0 0 0 0 0 €33(X5X,)
Elasticité ...
Elasticité plane en déformations planes
Structures élancées dans la direction 3
Loi de comportement
. cyll (Xl’XZ) cy12 (Xl’XZ) 0 _ 811(X1’X2) 811(X19X2) 0
G=| Gy (X;,X,)  0y(%55X,) 0 e=| &, (X1,X;)  €x(x;,%,) 0
0 0 Ga;(X1,X,) 0 0 0

Thermoélasticité

Introduction a la
mécanique des fluides

%

Images: Campus numérique Mecagora
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Elasticité ...
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Thermoélasticité

Introduction a la
mécanique des fluides

Le probleme d’élasticité

Elasticité plane en déformations planes: Fonction d’Airy

1+v \%
€33 = . O33 _E(Gn TGy +633):O = Og3 :V(Gn +Gzz)
Gy +03,,=0 J6(x,,x,) /oy,=0, et o,=—0, = Tylxox) b=y, et y=—y
Gy1q+ 0y, =0 ylxx,) /o=y, et o=y, v g g
On=1%x2n
Inx%,) 1965, = %0
G = %12

Beltrami = AAy =0  Fonction d’Airy
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Elasticité ...

Loi de comportement

Le probleme d’élasticité

Introduction a la
mécanique des fluides

Thermoélasticité

Premier principe de la thermodynamique
Premier principe- conservation de I'énergie

Energie interne Energie cinétique Puissance des efforts extérieurs  Taux de chaleur regu
E=],pedQ KIIQ—pV.V dO P... =IQ¥.; dQ+IaQE.; ds Q=] rdQ—J,ands
2
d d
—jpedQ+—j pv-vdQ = jf vdQ+ jF vdQ+ [rdQ- [ g-nds
dta?2 ) o0
IpadQ+J‘pV 'de If vds+ IF VdQ—i—IFdQ jq -nds Dérivée d’une intégrale de volume
Q 1%.9)
J'p_ dO + IV'diVG dQ = I F-VdS-i- IrdQ_ J‘ q-nds Conservation de la quantité de mouvement
Q dt Q oQ
—_ =T - o oo — — —
jpj—idﬂ+[div(cv)dﬂ—jc :VvdQ= [F-vds+ [rdQ- [ g-nds Div(Aﬁ):divAT-U+VU:A
Q Q Q oQ Q oQ
de .o JRER 2 _ S Conservation de la quantité de mouvement, symétrie du
gj;pa dQ+ '[ (Gn_F)-VdQ_g'!;G'VSV dQ—gjzrdQ—gj)dwq de2 tenseur des contraintes et théoreme de la divergence
jpd—edQ [6:DdQ=[rdQ- [divqdQ
o dt Q 9 9
de = = - , .
p— —c:D=r—divq Forme locale du premier principe
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Elasticité ...

Loi de comportement

Le probleme d’élasticité

Introduction a la
mécanique des fluides

Thermoélasticité

Equation de la chaleur

En I'absence de transformation chimique, dans la plupart des cas, on considere que e=CT, ou C est la capacité calorifique.

D’apres la loi de Fourier, le flux de chaleur est proportionnel au gradient thermique

a: —kVT k matrice symétrique de conductivité thermique

pC—=pC —+V°VTj=815+diV(EVT)+r Equation de la chaleur

En général, la contribution d’origine mécanique peut étre négligée
o ) I
pC—:dlv(kVT)+r
dt

Dans le cas stationnaire, sans source de chaleur, a conductivité constante



Thermoélasticité
SEATEOF

TOULON Thermoélasticité

On exprime I'’énergie interne massique e en fonction de I'entropie massique s, de la température T et I'énergie libre .

e=y+Ts

Hypothese thermoélastique : L'énergie libre ne dépend que de la température et des déformations, on ne
considere que des petites perturbations autour d’une position d’équilibre.

Elasticité ...

Py(e,T) =00 e+ ;2 :Cie- sST——prT —BredT

Loi de comportement

Le probleme d’élasticité

— a\v‘ = frd g = = frd g = f— ) . . .
o= p—:(S,T) =co+C:e—Prt=co+C:le—art (démontrable en partant de I'inégalité de Clausius-Duhem)
o€
Introduction a la = = = = L . . L
mécanique des fluides G:c;(g_aé}T) Cas général a contrainte initiale nulle

Cas isotrope
o =ATr(e)l +2ue —(3A +2p)odT | g=00T| _ETr(G)I +TG




Thermoélasticité
» = SEATECH

— TOULON Illustration

Déformation « thermique »

oT
_M st u(L)=asTL
e 0,20 ey=Cr=odT (L)
A 4 L 1
Elasticité ... < >
Loi de comportement
Le prObIéme d’élasticité 811 :O Gll — —E(XST Contralnte « thermlque »
< >
Introduction a la
mécanique des fluides
ay
. - ' g
o, >0,

Contraintes et déformations
« thermiques »
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Introduction a la
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Thermoélasticité

Exemple




Thermoélasticité
» = SEATECH

— TOULON Résolution

Probleme thermique
dT _dc o

r+div(§VT)=pC——T—.— > AT=0
dt oT ot

T=T(r) — OT=T(r)-T,=alnr+b
avecT(r)=T etT(r,)=T,

Elasticité ...

Loi de comportement Probléme mécanique

Le probléme d’élasticité Hypothese u=u(r)e,

o juv0 o0 G, =k(u’+Ej+2uu'—(3k+2u)a8T(r)
donce=|0 u/r 0O et '
Introduction a la _ U u
0O 0 O G —k(u +—)+2u——(3x+2u)a6T(r)
r

mécanique des fluides r

.= = - 0o, 1 , u u (3r+2u)ac
dvetf=py =5 (Onmow) =0 G :((k+2u))r
(3k+2“)aaan(r)+Ar+E
(K+2p) r

avec o,(r,)=—-P, et o, (r)=—P

u(r) =
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Elasticité ...

Loi de comportement
Le probleme d’élasticité

Thermoélasticité

Introduction a la mécanique des fluides
Loi de comportement

Fluide viscoplastique

y Fluide a seuil

t Fluide
fluidifiant

Newton

Fluide
épaississant

\ 4

Fluide newtonien

o= —pL+nr(E)i+ 2

p?zdivng?

dv. . = < <
pa = dlv(—pl + Ktr(s)l + Zus)

—

p% = —div(pi)%div(divﬁ) + MdiV(V; + VT(’)

o 2093 |- 29 0] {5 ()

p% +pVv.v=-Vp+(L+ p)V(din) + pdiv(V\?)

Si le fluide est incompressible alors divv=0

—

N vvv=—1vpivav
ot p



Introduction a la mécanique des fluides

= = SEATECH
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- TOULON Equations de Navier-Stokes incompressible
ov, N ov, N OV, 0
Ox, OX, OX,

ovy v v, dv,_ 1dp —|—V(62V1 L, +82V1J
ot ox, ‘Ox, “ox, pox ox:  ox:  0x;

2
ov, ov, ov, ov, 10p iy o°v,
ot
a\/3
ot

Elasticité ...
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Introduction a la mécanique des fluides

Exemple: écoulement de Couette-Poiseuille plan

On considére un écoulement stationnaire entre deux plaques infinies, dont I'une est immobile tandis que 'autre

est animée d’une vitesse constante U

m o=
ox, pdx,

Cas U=0 : Poiseuille
plan, profil parabolique

pzp(xl)'vl =V1(X2)
o°v, 1dp

Cas p=cste : Couette
plan, profil linéaire

p=p(X1),V1=V1(X2)

» vl(xz):ud—pxz(xz—h)+u

v
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Cas Mixte avec —p>0

dx,
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