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Préface

Le cours de mécanique des milieux continus présenté ici est destiné aux étudiants de premiere
année du cycle ingénieur de SeaTech. La mécanique des milieux continus est une matiere
fondamentale pour les ingénieurs, car elle est a la base de toute modélisation en ingénierie
mécanique. En effet, on y développe les notions qui permettent de décrire la cinématique des
milieux déformables, ainsi que les efforts auxquels ils sont soumis. Les grandes lois de bilan
(masse, quantité de mouvement, énergie) qui y sont présentées sont a la base des modeles
utilisés en ingénierie.

Il existe de nombreuse fagon d’aborder cet enseignement, par une approche tres théorique
et mathématique, par une approche orientée mécanique du solide et matériaux ou par une
approche orientée mécanique des fluides. On trouvera aisément de nombreux ouvrages ou
cours en ligne de mécanique des milieux continus, complets et détaillés. Si je ne devais en
recommander qu’'un seul, ce serait le cours de Jean Coirier qui est complet et d’une pédagogie
remarquable.

Le cours qui est présenté ici, est en fait un compromis qui s’est élaboré au fil des années. Dans
le temps restreint qui est imparti, il est donc nécessaire de poser les notions fondamentales de la
mécanique des milieux continus, en mettant en exergue les outils nécessaires a la compréhension
des modeles qui seront utilisés ultérieurement. De ce compromis, il en résulte une présentation
parfois incompléte, c’est pourquoi j’encourage les étudiants qui le souhaite & approfondir ces
notions. Bien qu’une partie non-négligeable des étudiants de premiere année d’école d’ingénieur
n’en soient pas convaincus, un ingénieur est un scientifique ;-). C’est pourquoi, en particulier
dans I'utilisation des notations tensorielles, on cherchera & appréhender (simplement) les outils
nécessaires a la manipulation des équations différentielles de la physique. Enfin, afin de pouvoir
rapidement et concretement appliquer les notions abordées en travaux dirigés, et comme un
cours de mécanique des fluides est enseigné par ailleurs en premieére année, nous introduirons
la loi de comportement de 1’élasticité linéaire.

| Remarque

Ce support de cours a été élaboré, modifié, complété a partir des cours que j’ai suivis
durant ma formation d’ingénieur, de mes lectures et de mes échanges avec les collegues.
Les énoncés des exercices que je propose sont librement inspirés ou tirés d’ouvrages
classiques ou de cours en ligne. Si vous estimez étre le propriétaire d’une partie de I'un
de ces documents, n’hésitez pas a me contacter par courrier électronique et je vous en



https://seatech.univ-tln.fr/
https://www.eyrolles.com/Accueil/Auteur/jean-coirier-28709/

attribuerai la paternité.

I Apres quelques hésitations, j’ai décidé de le publier ce cours sous licence libre, afin de
le rendre accessible.

Ce support de cours est publié sous licence Creative Commons Attribution - Utilisation
non commerciale 4.0 International. Vous étes libre de le partager et de 'adapter, a
condition de me citer comme auteur et de ne pas en faire un usage commercial.

@ Quarto

Ce document a été rédigé en utilisant le langage de balisage Quarto, qui permet de
produire des documents au format HTML, PDF, Word, .. a partir d’'un méme fichier
source. Il est donc possible de le lire en ligne ou de le télécharger au format PDF.



https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/deed.fr
https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/deed.fr
https://quarto.org/

Introduction

Figure 1: Pour voir la vidéo issue de https://www.youtube.com/watch?v=D2dv57CpT-s

Pour illustrer ce premier cours a SeaTech, j’ai pour habitude de montrer une vidéo montrant
d’énormes vagues s’abattant sur une plate-forme pétroliére en mer du Nord (Figure 1). Com-
ment concevoir de telle structures ? Quelle responsabilité de concevoir de telles structure!
Le probleme est complexe et sa modélisation fait appel a de nombreux concepts, résistance
des matériaux, hydrodynamique, interaction fluide-structure, etc ... L’'ingénierie est multidisci-
plinaire et s’appuie sur des bases scientifiques solides. Toute modélisation en mécanique, que
ce soit en thermo-mécanique des fluides ou des solides, s’appuie sur des notions de base qui
sont développées dans le cours de Mécanique des Milieux Continus.
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Notations tensorielles



Ce chapitre est consacré au rappel ou a la présentation des notations tensorielles et vectorielles.
Nous allons introduire les notations de base, puis nous allons aborder les opérations sur les
tenseurs et les vecteurs. Il ne s’agit pas a proprement parlé de mécanique des milieux continus,
mais des outils nécessaires a sa formulation.

| Remarque

L’objectif de ce chapitre, est de familiariser les étudiants avec les notations tensorielles.
Afin d’en simplifier le contenu, nous ne considérerons que des bases orthonormées.
Nous nous attacherons & présenter simplement les notions nécessaires a la manipula-
tion d’entités (scalaire, vecteur, tenseur, ..) utilisées en mécanique des milieux continus.
Privilégiant le c6té “pratique”, nous prendrons certainement quelques libertés de formu-
lation. En conséquence, en complément de cette approche “ingénieur”, le lecteur pourra
se référer a des ouvrages d’algebre et analyse tensorielle pour une approche complete et
mathématiquement rigoureuse.

Ainsi nous vous conseillons par exemple la lecture du cours de Jean Garrigues ou les ouvrages
de Samuel Forest (Forest and Amestoy (2022)), Jean Salencon (Salencon (2005)) ou encore
Jean Coirier (Coirier and Nadot-Martin (2020)).

Par ailleurs, non seulement la maitrise des notations indicielles permet de retrouver aisément
la plupart des formules ou opérateurs différentiels utilisés, mais elle s’avere une écriture na-
turelle, en mathématique appliquée et algorithmique, pour développer des codes de calcul en
mécanique.

10
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1 Vecteurs et tenseurs

1.1 Notations

1.1.1 Vecteur

Dans un espace euclidien & a trois dimensions, soit €;, €5, €5 une base orthonormée. Un vecteur
V' est représenté par ses composantes V;, V5, V5 dans cette base

3
V =Vié, + Vb, + Vs = Y Vi,
=1

=

O Convention d’Einstein

En utilisant la convention de sommation, ou convention d’Einstein, on écrit de
fagon simplifiée :

V =Ve, (1.1)

ou, chaque fois qu’un indice est répété, il convient de faire varier cet indice de 1 a 3 et de

faire la sommation sur les termes correspondants. Dans ’expression précédente, 'indice
[1332)
i

est un indice muet, c’est-a-dire V;e; = V€, = V,€,.

En notation vectorielle on écrira parfois:
V= {x_/’} =<V,

et le vecteur transposé

11



1.1.2 Application linéaire de & dans &

Soit A une application linéaire, dans la base €;, €, €;5. Cette application est représentée par
une matrice 3x3 notée [A] :

A11 A12 A13
[A]: A21 A22 A23 ’
A31 A32 A33

ou A;; sont les coefficients de la matrice. Si W est un vecteur tel que W = AV, alors les

composantes de W sont données par :

Wl = A11V1 + Alzvz + A13V3
Wy = Ay Vi + Ag Vo + Ag3 Vs
W3 = A31V1 + A32V2 + A33V3

et en utilisant les conventions de sommation Equation 1.1,

W.e = A..V.e

171 17V F1

et en notation vectorielle
(W} =[Al{V}

O Symboles de Kronecker

On définit les symboles de Kronecker par

[ 1 sii=j
61’]“{0 sii#j (1.2)

En particulier 'application identité T est représentée par la matrice

La composition de deux applications linéaires se traduit par le produit de leur matrice
représentative, c’est-a-dire

C = Ao B ou encore [C] = [A] [B]
et en notation indicielle, chaque composante de C' est donnée par :
Ci; = AikBk:j

(3

12



1.1.3 Formes bilinéaires

Soit A une forme bilinéaire sur &, ¢’est-a-dire une application bilinéaire de £ x £ dans R. Dans
la base €, €,, €5 elle est représentée par une matrice telle que
A(V, W) = A, V,W;
ou en notation matricielle
AV, W) = (V) [A]{W}
En particulier, la forme bilinéaire représentée dans toute base par les symboles de Kronecker
est le produit scalaire. Si €;, €5, €5 est une base orthonormée, alors

et le produit scalaire de deux vecteurs est donné par

—

1.1.4 Tenseurs
1.1.4.1 Tenseur du second ordre

O Définition: Tenseur du second ordre

Un tenseur du second ordre T est un opérateur linéaire qui fait correspondre a tout
vecteur V' de l’espace euclidien un vecteur W de ce méme espace.

W=1(V)

Cet opérateur peut étre représenté par une matrice 3x3, notée [T'] ou {T} ou ?, telle que

ou en notation matricielle

{wh=]{v}

W=TV

ou

+ Un tenseur du deuxiéme ordre est dit symétrique si T;; = T},

13



+ Un tenseur du deuxieme ordre est dit antisymétrique si 7;;, = —T7;
 Un tenseur du deuxiéme ordre est dit isotrope si 7;; = 19;;
¢ On peut toujours décomposer un tenseur du deuxiéme ordre en une partie symétrique

— =5 A
: 4 T _7 L7 _ 7S A 5 _ 1 A _
et antisymétrique T' =T + T ou Tj; = 17 + Tjj avec Tj7 = 5 (Tij +T]Z) et T;7 =
3 (T —Ty)

1.1.4.2 Tenseur d’ordre supérieur

On peut définir un vecteur V' par ses composantes V,, ou par les coefficients de la forme
linéaire X — X -V = X,V,, car la base choisie est orthonormée (voir les notions de

A3

vecteurs covariants et contravariants, par exemple dans Forest and Amestoy (2022)).
On peut alors considérer le vecteur comme un tenseur du premier ordre.

De méme, une fonction scalaire peut étre considérée comme un tenseur d’ordre zéro.

—

Un tenseur du troisieme ordre S est un opérateur linéaire qui, a tout vecteur Z fait correspondre
un tenseur du second ordre T'.

—

(Z) ouencore T,;=S8,2,

)

Nl
nlll

1.1.4.3 Produit tensoriel

On définit le produit tensoriel du vecteur U par le vecteur Y_/, noté U ® 1_/, comme le tenseur
d’ordre deux, défini par la forme bilinéaire qui aux vecteurs X et Y fait correspondre

(%) (V7

Les 9 produits tensoriels €; ® €, définissent une base de I'espace vectoriel des tenseurs d’ordre

1 00 010

deux. En effet, é,®é;, =] 0 0 0 |,é,®é,=| 0 0 0 |, ..etc..sibien que 'on peut
0 00 0 00

écrire un tenseur 7' comme

D’ou, le,

14



O Produit tensoriel de deux vecteurs

Uy U Vg U V3
URU=1;V,€6 Q€ = | Uyl UyVy UyVsq (1.4)
UgVyp UgVgy U3

Le produit tensoriel d'un tenseur d’ordre p et d’un tenseur d’ordre ¢ est un tenseur d’ordre
p + q. Par exemple, le produit tensoriel d’un tenseur T d’ordre 2 et d’un tenseur U d’ordre 1

est un tenseur S d’ordre 3,

J ? J

lll

1.1.4.4 Contraction et produit contracté

Abordons cette notion par I’exemple. La contraction est une opération connue que l’on
généralise en 'appliquant & des tenseurs. Considérons le produit contracté de deux vecteurs
U et V, noté U - V. En notation indicielle, on a

U-V=(Ug) (Vié;) =U; V; & ¢,

J J

La contraction revient alors a considérer le terme €; - €; et a le remplacer par le symbole de
Kronecker ¢, si bien que

Le produit contracté de deux vecteurs est donc un scalaire, ou encore la contraction de deux
vecteurs revient a “faire” le produit scalaire “habituel”.

Considérons, maintenant, le produit contracté d’un tenseur d’ordre 2 T et d’un tenseur
d’ordre 1 U.

Sl

le produit contracté d’un tenseur d’ordre 2 et d’un tenseur d’ordre 1 est donc un tenseur
d’ordre 1. Cela revient a faire “un produit matrice-vecteur”. Dans ’expression précédente, on

élimine les vecteurs de base autour de 'opérateur de contraction et on contracte les indices
“J’ 2 et “k”'

W

15



1.2 Produit tensoriel - cas général

De fagon plus générale, le produit contracté d’un tenseur d’ordre p et d’un tenseur d’ordre ¢
est un tenseur d’ordre p + q — 2.

Par exemple, le produit contracté d’un tenseur d’ordre 4 R et d’un tenseur d’ordre 3 S est
défini par le tenseur d’ordre 5

=il

5= (R &8¢ ®8®8) (S e, ®,08,)
:R’L]kl Spq?" §Z®gj®gk®él ®ép®€q®§r
= Rz]km qu'r §z®é]®ék®éq®éT

Le produit doublement contracté, comme son nom l'indique, revient & utiliser le produit
contracté deux fois de suite. Il est noté “:” et est défini par le produit de deux tenseurs d’ordre
p et ¢ qui donne un tenseur d’ordre p + g — 4.

O Produit doublement contracté de deux tenseurs d’ordre 2

Ainsi, le produit doublement contracté de deux tenseurs d’ordre 2 A et B est un scalaire:

A:B= (Aijgi ® éj) H(Byefp ®E,)
=Aij By € ®€;:€,0¢, (1.5)
=Ai; Bjg € &
= Aj; Bji

Le produit doublement contracté d’un tenseur d’ordre 4 R et d’un tenseur d’ordre 3 S est
défini par le tenseur d’ordre 3

s}
lll

= (Riju € ®€ 08 ®¢): (Spy €,®E,0¢,)
- Rijkl Spqr éz ® éj ® ék ® él : ®€p ® gq ® gr
== Rukm quT ei ® ej ® ek : eq ® eT

- Rijkm Smkr €; ® €j ® Cr

16



1.3 Changement de repére

1.3.1 Matrice de passage

Soit €;, €,, €; une base orthonormée et e’;, €’,, €5 une autre base orthonormée.

On définit la matrice de passage Q telle que:

i/1 = Q1161 + Q1265 + Q1363
‘i’z = Q9161 + Q265 + Q3¢5
e’'3 = Q3161 + Q3265 + Q3365

ou encore, en notations indicielles

@)
Il
O

!

i5€j

et en notation matricielle

{¢} =101 {&

Les deux bases étant orthonormées, on doit avoir

5ij =e;- 5} = Q) € - le € = Qi sz Opr = Qi ij

ce qui montre que la matrice inverse de Q est Q7. En particulier on tire la relation inverse:
- —/
€ =0 §i€j

1.3.2 Changement de repére: Vecteurs
Soit V un vecteur de composantes V,; dans la base €;, €,, €5 et V; dans la base ey, ¢/5, €/5.

En utilisant la matrice de passage

soit

17



Vk/ =V, Qp et Vi =V Qy

ou encore, en notation matricielle

Vi=@{vy « {Vi=@" {V}

Remarque : le produit scalaire est un invariant, c’est a dire que cette fonction est indépen-
dante du repere choisi.

En notation indicielle

VW = VW, =V,QW,Q,; = 6,;ViW, = VW, =V.W

1571

et en notation matricielle

- ()= (@ (7)) @ )
- (D@ {i} = (7) {7} Vv

1.3.3 Changement de repére: Application linéaire

Soit A une application linéaire, de composantes A;; dans la base €, €, €3. et A;j dans la
=5 7 7
base €', €9, €.

En notation indicielle

W ka QZJW Qz] jm m sz ]kaka/

d’ou

A;k: Qz] ]kam

et en notation matricielle

(W} ={v'} = 1QI{W} = QA {V} = QA [Q]" {V'}

soit

[AT=Q] [4] [Q

18



1.3.4 Changement de repére: Forme bilinéaire

Soit A une application linéaire, de composantes A;; dans la base €;, €;, €;. et Aj; dans la

base ?1, ?2, €.
A(‘Z W) = AijVin = A;j‘/ile{ = Az’ij;in/Qijéq

soit

A;em = AiijiQmj

et en notation matricielle

soit

1.3.5 Changement de repére: Tenseur d’ordre 2

Soit T un tenseur d’ordre 2, en notation indicielle

o S oz TS o o =7 = _ = Pl
T'=Te ®é; =T, ®e; =T,;Que ® Q€' =T;;Qu Qi€ ® €,

puis

Tlém = Tij Qs Qmj

19



2 Calcul vectoriel

2.1 Les symboles de permutation

O Symboles de permutation ou tenseur d’ordre 3 de Levi-Civita

On introduit les symboles de permutation

+1 i (i,j,k)=(1,2,3), (2,3,1) ou (3,1,2)
gip =19 —1 si(ijk)=(2,1,3), (1,3,2) ou (3,2,1) (2.1)
0 si deux indices sont répétés

Ces symboles représentent le produit mixte des vecteurs de base

Donc en particulier €, = €4, mais €, = —€ 1.

€;;, sont les composantes d’un tenseur du troisieme ordre, qui représente, par exemple, la
forme trilinéaire produit mixte:

(U, V. W) =, UV, W,

Avec un peu de patience on peut démontrer les résultats suivants

5ijk Elmn — Det 6jl 5]171 5jn

Eijk Eimn = 6jm5kn - jnékm
€ijk €ijn = 20,
L Eijk Eiji = 6

20



2.2 Déterminant d’une matrice

Les symboles de permutation permettent le calcul du déterminant d’une matrice par

i Det(A) = € AimAjn Ak (2.3)

mnp*tim*tjn

ou encore

Det(A) =+

6 5ijkf_:mnp

A A Ar,y

m*in
On peut également déterminer I'inverse d’une matrice

1
_ A1 —
B = A et BJ’L = m €imn€quAmpAnq

2.3 Polynome caractéristique

O Polynome caractéristique

Les valeurs propres d’un tenseur du second ordre sont obtenues par la résolution de
I’équation caractéristique

P(\) = Det(A— \I)
soit en développant

1
ggijkgmnp<Aim - Mim)(Ajn - Aéjn)(Akp - >\5kp> =0

ou encore
P(A\) = I3 — M, + M1, — X3

avec

Iy =5 (AyA; — AyAy) =5 (Tr A2 —Tr A?)

{ Iy = §&iEmnpAim Ajn Ary = Det(4)

1,,1,,15 sont appelés les invariants fondamentaux du tenseur A.
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2.4 Adjoint d’un tenseur antisymétrique
Soit € un tenseur antisymétrique

0 912 _931
931 _923 0

on peut également lui associer le vecteur

Wy Qo3

W3 Qs
soit

wy —w; 0

Le vecteur & est le vecteur adjoint du tenseur antisymétrique €2. En notation indicielle on a:

1

{ Q;; :fijk W
w; = 5 €k i

ijk

2.5 Produit vectoriel

O Le produit vectoriel

QL
I
ISIA
>
[w T

s’écrit en notation indicielle

On peut montrer que
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D’apreés Equation 2.4, on a

et

On remplace la ¢**™® composante de d par la ¢**™° composante de @ AD

(@AD)AE=cpy (egna;by) ¢, &,

Par ailleurs, par définition ¢,,, = €,,,,, donc

(a A b) NE = Eyrp Eqjk @j by €, €,

or, d’apres Equation 5.1, €,,,, €, = 0,.; 0, — 0,4, 0, donc

(@AD)AG=0,; 0,4 a;byc, €, — 06,0

rj “p pi 4j bk Cr €p

et finalement en simplifiant les symboles de Kronecker

(@AD)AE= ajb,c;é — a;by,cyé

soit

(@nd)-(end)=(@G-é (b-d)—(d-d)(b-c)
Soient @ et ¥, deux vecteurs tels que, en utilisant Equation 2.4,
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et le produit scalaire de ces deux vecteurs

u"U:u,L’U,L

donc

((‘i /\7)) . (E/\ J) = (5Z»jk a; by,) (5iqr Cq d,)
(@AD)-(Nd) =064 a;bycyd, =8 0, a;b; ¢, d,

soit apres simplification des symboles de Kronecker

(d/\?))-(@/\ci) =a;byc;dp,— a;b,cpd;

c’est-a-dire
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3 Analyse vectorielle

3.1 Généralités

1 Important

. 0
On note d’une virgule la dérivée partielle, soit ,4 = ——. Les opérateurs exposés dans
i
cette partie seront exprimés dans un repere cartésien orthonormé.

O L’opérateur divergence

L’opérateur divergence appliqué a un tenseur quelconque “x” d’ordre p > 1 donne un
tenseur d’ordre p — 1.

Div(x) =V -(x) =V (%) : 1 =(x) & (3.1)

o L’opérateur gradient
L’opérateur gradient appliqué a un tenseur quelconque “x” d’ordre p donne un tenseur
d’ordre p + 1.

V(x)=(x),®¢ (3.2)

3.2 Quelques opérateurs usuels

* Soit f une fonction scalaire

Le gradient d’une fonction scalaire est un vecteur
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9f

ox
— . 0
grad f=Vf=f =1 -
: 0z,
of
O0xs
Le laplacien d’une fonction scalaire est un scalaire
of  O0*f  0%f
Af=fu=95+55+53

ox?  0z% 023

* Soit ¥ un vecteur

La divergence d’un vecteur est un scalaire

, ov v ov
Dwv:vmzil—i-fz -3
Ox, Oxy Oxy
Le rotationnel d’un vecteur est un vecteur
Ovg  Ouy
Oz, Oz
. " v, Ovg
rotv =€, Uy € =< = —
gk Yk.j ©i
Oxs Oxy
vy Ovy
Ox; Oz,
Le gradient d’un vecteur est une matrice
Ov, Ovy, Ov;
gxl gxz ga:3
- S oo Ua Us Vs
V V= i,j ei ® ej == a .
: 0xr, Oxy Oxg
Ovs Ovg Ovg
Ox, Ozy Oz
Le laplacien d’un vecteur est un vecteur
2 2 2
(0%vy  0%v; 0%y
oz?  Ox3 O3
A D . v,  0%vy,  0%v,
1,37~ 2 2 2
(925’71 82% 82%
0“vy  0%v3 0%y
2 2 2
( Oxy  Oz5  Oxj
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* Soit 7 un tenseur du second ordre

La divergence d’un tenseur est un vecteur

Ty, n 0Ty,  0T3

Oz, O0xqy 0xs

DivT =T.. .8 — 0Ty, 0Ty 0Ty
R axl 8372 8903

0T5, n 075, N 0T,

8$1 axg 81‘3

* Quelques formules utiles

Div(f@) = fDiva+a-V f

Div(fﬁ):(faz),i:f,iai+fai,izvf'a+fv'a

Par ailleurs, on a

et

soit en échangeant les indices p et k, g et 7, r et j et en utilisant les propriétés du produit
mixte

—

b-rot 6/ = gkij a/j7i bk = gijk a/j7i bk
En utilisant les calculs déja faits

—

a-rotb=ep, b, a,
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soit en échangeant les indices q et i, r et k, p et j et en utilisant les propriétés du produit
mixte
a . TOt b — E]’Lk bk,i a]' — _E,ij bk,’i aj

c’est-a-dire

@
Div (rota) =0
T‘Ot a = EZ]]C ak’j ei
Div (Tot a) = (6Z]k akyj)’i = 6’ijk ak’j = _Ejik ak7j
donc

Div (rota) = —Div (rot a)

c’est-a-dire

Div (rotd) =0

@
rot (V f) =0
Vf=r.€
rot(V f) = €ijk f,kj € = —Eikj f,jk € = 0
@

grad (f g) = fgradg+ ggrad f

V(fg)=(fg),e&=Ffigé+fg:€=Vfg+[Vyg
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rot (fa)= frotda+ grad f Nd

rot (fa) = ey (f ak),j &
=€ fjar €+ fag,; €

=VfANd+ frota

@
Div(grad f) = A f
Vi=1Ffi€
Div(V f) = (fz)z =fu=AFf
@

rot (rota) = grad (Diva) — Ad

rota = €51, Qy, ; €;

rotb =¢€,,,. b, , €

rot (rotd) = Epgr (srjk am)’q ép

= Erpq Erjk Uk,jq €p
= 5171‘ 6kq O.,jq €p — 5pk 5jq Ok, jq p
= O jk €5 — k45 Ck

=V (Divad) — Ad

3.3 Transformation d’intégrales

Soit  un domaine borné et 9f) sa frontiere, de normale 7.

Soit ¢ une fonction scalaire, alors

// goﬁdS—///gmdcpdV
o0 Q

Soit A un vecteur, alors
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//me-ﬁdsz///QDz’u(/T) dv

Soit T un tenseur d’ordre 2, alors

//mT-ﬁdS:///QDiv(T) av

Soit Q) un domaine plan de normale 7, de frontiere I' . Soit U un vecteur défini sur ce domaine.
Si 7 est le vecteur unitaire tangent a I' | alors

// r6t(U)-ﬁdS:/ﬁ-?dl
o0 T

Tous ces résultats sont issus du théoréme de la divergence

// tjklnl ds = /// tjkhl dv
o0 Q
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4 Formulaire

4.1 Coordonnées cartésiennes orthonormées

OM = zé, + yé, + z€,

* Soit f une fonction scalaire, alors

of
s
grad(f) =V f= of e, =1f,€= gf
ox; dy
of
0z
et
. o0 f o%f O f  O%*f
Af—dZU(Vf)—ajaxj—fJ] W‘f‘aiyz"‘@
* Soit ¥ = v, €, + v, €, +v, €, un vecteur, alors
ov, 0Ov, Ov,
g
L o, , _ B Lo v, v, v,
Vv—ax]ez@)ej—vljei@j— 9x  dy e
Ov, Ov, Ov,
or Oy 0z
et
= Ov ov v
wiv=uv,,="1T N =Vi5:I = z Y z
div v = v, ; r (VU) = Vi o "oy T o,
AB = div (VD) = OV oy b= Au, b+ A, E, + Au, €
- _ﬁxj(?xj v = Yi,97 Cv T x “x y Yy z “z
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Ov, _ Oy
%
rott =V AU = Yo _ 9V =c.., v, B
({92 ox ijkYk,j%1
du, v,
oz oy
— Txac sz T:cz
*Soit T=T,;¢;,®¢;=| T,, T, T, | untenseur du deuxieme ordre, alors:
Tza: sz Tzz
oT,., n oT,, L+ orT,,
oT, 881? 80y aaz
= i T, T,
iwT)=—2¢&="T,.¢ = ve | Tlyy | Tz
Oz 7+ Ox Ay 0z
8sz aTZy 8Tzz
Ox y 0z
et
_ 82Tij AT,, AT,, AT,
AT — 61; a:E ei ® ej = I—VZ],kk i ® ej = ATyw ATyy ATyz
Rk AT,, AT, AT,
4.2 Coordonnées cylindriques
= 0OM 100M 0OM
OM =ré, +z€, et o =e,, ;W:%’ P =€,
dOM =€, dr+rdféy+ €, dz
r r r
0€,. 2 Oey . (’?@T 0
= —_— = —e =
gQ 0 > ) R ro é?ﬁ
oo, Ty o
0z T 02 "0z
* Soit f une fonction scalaire, alors
of . 10f . Of .
grad(f) =V f = o €, + - 20 €y + 5 é,
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et

Af =div(Vf) =

* Soit U = v, €, + vy €y + v, €, un vecteur, alors

v, 1 <3UT _ ) ov,.

R A T

v v v

V)= | e 1 <J ) vy

W=1%5 st %

v, 181}2 v,

or r 06 0z

et
. = v, Ov, 10v, Ov
d U= T v) = v : I = T r e e Z
iU r (Vi) = Vi . + By + 50+ 5,
" . H 200, v\, 2 0v, vy
AV = div (V) = (Avr — 2 an 7“72) e, + (Ave + S5 2
Lov,  dvy
r_ 00 0z
rotv =V AU = %UT _aavz
oy v 10w,
or rr 06
— Trr TT‘9 T’rz
*Soit T= | Ty, Tyy T,. | un tenseur du deuxiéme ordre, alors:
Tzr Tz@ Tzz
8Trr 1 8Tr9 8Trz TT‘T‘ — T@B
+-—rf 4
= A 1o, . 1,1
div(T) = Or | — 7700 02 4 Zro 4 Z0Or

p) 90 o
Yor." Yor, “or., " T, "
poe0 4 Ler

or r 00 0z r
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4.3 Coordonnées sphériques

OM =rée, et

dOM =dré,.+ rdfé,+ rsinf dp e,

¢, -0 ’ 9¢y -0 ’ @ -0
or or ar
aéT 78 % = —e a& *0
aqae S aﬁa S oe 90
2
8Z:Sin9€‘p ) %ZCOSG% ) a::sinﬁér—coseég
* Soit f une fonction scalaire, alors
of
0
1Df
grad(f) =V f = o0
r
%y
rsinf Jp
et
o%f 20f 10%f 1 of 1 0%f
Af=div(Vf) = ==+ 5> + —cotd a5
! w(Vf) o2 T ror 2o 2 be + 72 sin? § Op?
* Soit U = v,. €, + vy €y + v, €, un vecteur, alors
ov,. 1(81}7,_1)) 101 8vr_v>
or r \ 06 o r \sinf dy ®
Vi = 9y 1<(%9+U> 1( ! M—cot@v)
S ar 1\ oe " r \sinf dyp #
v, 10v, 1 1 Ov, ‘o
o r o0 r\smeop ety
et
= Ov v 1 Ovy 1 Ov, Vg
1=Vv:l=—"+42-"L4-——> —* 0—
div v =Vy 8r+ r+r89+rsin98g0 ot r
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Aw _22(Ur+ 1 8(sin(%9)+ 1 8%)

T sinf 06 sinf Jp
- L 2 (0w, Vg cos @ Ov
AV = div (Vv) = Ave‘i‘ﬁ (89  2sin%0  sin20 8:)
2 a'U 8?} v
Av, + 5 | S E ot o2 — o >
U<P+r281n0 (&0 +eo Op  2sinf

1 (a(sine%) 81)6)

r sin @ 06 © 9
O(r sin 6
rotv =V A = 1 v,  Or sinfv,)
rsinf \ Oy or
1 O(r vy) _ Ov,
r or 00
_ Trr Tre Tﬂp
*Soit T = | Ty, Ty Ty, | un tenseur symétrique du deuxiéme ordre, alors:
TW TsoG Tsoso
oT,.. 10T, 1 0T, 1
- (2T, —Tpy—T T t 6
or r 00 +Tsin9 ag + r( rr 00 wp + g CO )
.= oT, 10T, 1 0Ty 1
d T) = Or - 00 © 1 _
w(T) or + r 00 rsinf Oy + r ((T% TW’) cot § + 3TT9)

oT, 10T, 1 0T, 1
LA o e 4 2 (2T t0 + 3T
or + r 00 + rsinf Oy + r ( o COLO W)

4.4 Comment retrouver les formules

Nous nous plagons par exemple en coordonnées cylindriques. On note

. . . 4 " . .0 10 0
U="1,€E, +vy€g+v,€, =v,€ aveci=r, 0, zet i= 5 790 25
Donc, avec cette convention

— 89 — ér

Cro= " ¢ Co=—""

Chercher le gradient d’un tenseur consiste a augmenter 'ordre de ce tenseur, donc en appli-
quant Equation 3.2, on obtient:

Vi=(v; €),;,®€, .
On peut alors développer, mais sans oublier de dériver les vecteurs de base, car nous sommes
dans un systéme de coordonnées cylindrique,
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Vi=v,; ;€ Q€ +v,€ Q€ =0;,€ Q€ +v,€,R €

- 7] ®€ +U 67»9®€9+U9€99®69

€ ®E€, —l— — 69 ®ey—— €.® ¢
Pour obtenir I'opérateur divergence, il suffit de contracter doublement avec le tenseur unité

d’ordre 2,comme décrit par Equation 3.1 soit dans le cas d’un vecteur:

v v, Ovu,  10vyy  Ov,
r r or r 00 0z

divi =V (%) : 1 = v, +

et donc 'opérateur Laplacien pour un scalaire

b, _ P 100 18 %9

Agb:d“}(qu): Jit 7" _ﬁ+r8r+ﬁw+@

Appliquons maintenant cette méthodologie & un tenseur d’ordre 2.

VT = (T él®é])’k®ﬁk
T 6 ®E RE,+ T8, 08 Qe +T, 688, 8¢
:Tij7kﬂi®€j®é'k+Tijai0®e ®60+T”€Z®e]9®69
:Tii’kﬁi®aj®€k+jz]€9®e ®69——e ®E; ® €
+%éi®§9®€9— e e Q6

Pour obtenir la trace de ce tenseur d’ordre 3 on contracte les deux derniers indices:

divlT =VT : T ”1+ ’"9*9 g +ire,
r r
( rr 1 6T aTrz o TGO + Trr)

('b

A 1ot o A, Tk
( or 1 99+ 0= Lro | Tor)
A et . FNT
zz 4 Zar ) 2
( or -+ r 00 0z + r > ©
On peut donc maintenant retrouver I'opérateur Laplacien d’un vecteur :
AV = div (V)
i Vg g+ —
o - 0.0 - K 0.0 T L Ui,
- ,jj+ r 0 — €T+ , €p — , €r+ s G
2 0vy v\ . 2 0v,  wy\ . .
:(Avr_ﬁﬁ—ﬁ)er‘i‘(Ave‘i‘ﬁae—ﬁ> €9+A'UZZ
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A Retenir

! “On ne mélange pas les torchons et les serviettes!”

Lorsque ’on manipule des formules ou des équations, il faut veiller a ce que la dimension
des grandeurs de chaque coté de 1’égalité soit cohérente!

Convention de sommation

V = V151 + V2§2 + V3€3 = Viéi

I “Toujours par paire!”

Lorsque I'on utilise les notations indicielles, sauf mention explicite, on utilise toujours les
indices par paire. Donc, si dans un produit les indices apparaissent une seule fois ou trois
fois ou plus ..... Il y a une erreur.

Symboles de Kronecker
5. — 1 sii=j
U0 sii#tg

UV UiV U V3
ﬁ@’lj: U/Z’Uél ®€J - ’U/2/U1 'U/2U2 'U/2U3

Produit tensoriel

Symboles de permutation

+1 i (1,j,k)=(1,2,3), (2,3,1) ou (3,1,2)
-1 si (i,j,k)=(2,1,3), (1,3,2) ou (3,2,1)
0 si deux indices sont répétés

Cijk =

8ijk Eimn = 5Jm5k:n - 5]n5km

Produit vectoriel
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Quelques opérateurs
div v =v,;

rot U=V AU =g, v ;€
VU - Ui,j e’i ® ej

div(T) =T}, ; €

ij,j €i

! “En systémes de coordonnées cylindrique ou sphérique, il est conseillé d’utiliser un
formulaire!”
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Exercices

1 Exercice Notations 1

Vérifier la relation suivante:

rot(Z/\E) = AdivB — Edin—l—VI-E— VB A

@ Correction exercice Notations 1

rotU = Epgr Ur.q €p
rot (AN B) = e, (g5 A, B)q ép

Erparis (Sijr A ) €p

(3 b (ALB,)
= 8,00, (A;B;) € 51,]5(” (AiBj),q g,

— (4B (4 >
= A, Bé + A;B;, A”B“—AZB]”
= VA B + Ade — BdivA — VB-A

car

1 Exercice Notations 2

Vérifier la relation suivante:

|l

div (iﬁ) — divA T+ VT
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@ Correction exercice Notations 2

1 Exercice Notations 3

P A

Qllll

Soient A et B deux tenseurs d’ordre 2 et C un tenseur d’ordre 4, tels que : B =

et C = (N0 0py + 1O 05 + 110, 0 )€ ® €; ® €, ® €. ou A et pu sont des constantes.

1) Déterminer TrB en fonction de TrA.

—2

p— pu— 2 p— p— p—
2) Déterminer T'r (B ) en fonction de (TTA) , A Aet ||Al%
9 Correction exercice Notations 3
1) B
B=C:A=Cyé;,08®808 : A, ¢ 08

By = Cyigp Apy = (X633 84y + 110,40, + 110,,6,)) Ay

iigp “pq T 1 " qp 1q “1p p g

TrB = A6y 04 Apy + 10,005 Ape + 163,810 Ay

2 7gp " 7pq 1q “tp " 7pq

40




_ 9
Tr (B

TrB = A3TrA + ,uTrj + uTrj = (3)\+2,u)Trj

1

il
ol

pgmn*-nm ~p

Jjgmn
—2
Tr ( > Cz]kl C]zmn Alk Anm

) = Aéij(sklAlk)‘(sjzémnAmn + A51']'5k:lfélllc:u’(sjrn,57,71"47’L'm + )‘6 5klAlk:iu‘51m6]nAnm

+ M5ik5lelk>‘6315mnAmn + /"Léik(slelklu’(SjmélnAnm + ,udk(; Alk;ﬁlméjn/lnm
+ M(Sil(sjkAlk)‘é]zémnAmn + uéil(sjkAlkM(sjméznAnm + 16,0 k:Alk:M(;lm(sjnAnm
= A0y A A Ay, + Ay + Mg pAy,

+ pAAA L A RA 4 A A

+ pAAA,,, + A RA; + pA A

= 3\° <Akk)2 + Ap (Akk>2 + Ap (Akk)z

A (Ag)? + 12 A A+ 12 AL A,

+ M (Ag)” + W2 A A + 12 A A

ij 1]

= (3)% 4+ 4Ap) (TrZ) oA A+ 22 |[A|]?
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Part |l

Cinématique
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Dans ce chapitre, nous allons aborder la cinématique, qui est ’étude du mouvement dans
le cadre de milieux déformables. Nous définirons en particulier les notions de variables de
Lagrange ou d’Euler, de déformations et les conséquences quant aux lois de bilan.
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5 Le mouvement et ses représentations

5.1 Configuration

L’espace physique est rapporté a un repére orthonormé direct (O, €;, €5, €5). L’ensemble des
particules ou points matériels constituant le milieu continu étudié, occupe a chaque instant ¢,
un ensemble de positions dans I'espace: c’est la configuration du systeme a 'instant ¢, noté
Q(t) (d’intérieur Q(t) et de frontiere OQ(t)).

On introduit aussi la notion de configuration de référence: c’est la configuration partic-
uliere du systéme a un instant ¢, fixé. Souvent on prendra €, = €©(0), et on parlera alors de
configuration initiale.

Comme illustré sur Figure 5.1, toute particule M, de Q, est repérée par son vecteur position
X(t) dans la configuration de référence. Toute particule M de €(t) est repérée par son vecteur
position Z(t) dans la configuration actuelle (a U'instant ¢).

Figure 5.1: Configurations de référence et configuration actuelle

La position de chaque particule M sera donc déterminée si on connait sa position dans la
configuration de référence et une fonction ® telle que:

F(t) = @ (X,t) (5.1)

® définit le mouvement par rapport a (O, €;, €5, €5). On devra donc déterminer trois fonctions
scalaires, telles que:
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zy = 0y (Xy, Xy, X3, 1)
Loy = (1)2(X1’X2’X37t>
T3 = ¢)3(X17X27X37t)

Dire que le milieu est continu, c’est dire que ® est une fonction continue et biunivoque de X.

On supposera que ® est différentiable. Le déplacement par rapport & la configuration Q, a
I'instant t, de la particule M, est le vecteur

(X, t) =2(X,t)— X (5.2)
5.2 Variables de Lagrange et variables d’Euler

O Variables de Lagrange et variables d’Euler

Une grandeur attachée a une particule (masse volumique, vitesse,...) peut étre définie,
- Soit en fonction de la position initiale et du temps, X et t : variables de Lagrange
- Soit en fonction de la position actuelle et du temps, Z et t : variables d’Euler

Le vecteur vitesse d’une particule M est défini par

o dOM  8®(X,t
ViXit)=——= (c‘)t )

Le vecteur accélération d’une particule M est défini par

—

dV(X,t)  0*®(X,1)

Xt =—4 ot2

5.2.1 Trajectoire

On appelle trajectoire d'une particule, la courbe géométrique lieu des positions occupées par
cette particule au cours du temps. Z(t) = ® (X , t) est une représentation paramétrée en temps
de la trajectoire. Par définition de la vitesse,

— dOM dx dx dx
V(3 1) — _dyy . dry_. dry_
(@t =—g dt T g 2 g o8

les trajectoires peuvent étre obtenues par la résolution des trois équations
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dxy dxq dx,

Vi(wy, xg,23,t)  Vo(xy, w9, 23,1)  Vi(xy, 25, 23,1)

5.2.2 Lignes de courant

A un instant donné, on appelle lignes de courant du mouvement, les lignes qui sont en tout
point tangentes au vecteur vitesse de la particule située en ce point. Soit pour t fixé, deux
équations:

dxy B dx, B dxs
Vi(zy, 29,25, Va(z1, 29,73, 1) Va(2y, g, 73,1)

| Remarque

—

Pour un mouvement stationnaire (ou permanent) V(Z,¢t) = V(Z). Les lignes de
courant et les trajectoires sont confondues.

5.3 Dérivées particulaires

5.3.1 Définition

Lorsque ’on suit une particule dans son mouvement, la grandeur A attachée a la particule ne
dépend que de t. Par définition, on appelle dérivée particulaire de A a 'instant t, la dérivée
de A par rapport a la seule variable t.

En variables de Lagrange: A = A(X, )

dA — 0A —

En variables d’'Euler: A = A(Z, )

Or, ¥ dépend du temps, on doit donc composer les dérivées partielles:

04 9A
dA(Zt) = E(w,t)dt + T%(x,t)dxj
dA . 9A,_ . 0A _  dx,
E(%t) = g(fﬁaf) + 8*@(%0@
dA . 0A_  0A
%(%t) = E(xat) + a7j(ﬂf7t>vj
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ou encore si A est un scalaire

dA oA -
a4 _ o4 A
a o VY

Dans de nombreux ouvrages, on utilise la notation:

d 0

T 8t—i—VV

I Attention

Il est important de noter que le terme V.V est un opérateur a manier avec précaution,
ou tout du moins sous la forme (V . V). En effet, 'opérateur de contraction n’est
pas commutatif dans le cas général. Par exemple, si A est une grandeur vectorielle,

V.VA=(VA) . V#VA.V!

5.3.2 Application a I’accélération

L’accélération est la dérivée de la vitesse par rapport au temps, donc en tenant compte de la
remarque précédente, on écrira:

I Accélération

(@, t) = =—
(Z,t) I 5 +VV.Vv
que 'on peut également écrire

= 1

[(Z,t) = %‘t/+ VV24rotVAV

@ Démonstration

donc

—VV2 V.V

Z]]
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De plus

TOtV = Eijkvk,jéi

soit
rotV AV = EparEait Vi i Vi€p
= €qrpCaqjk Vi, Vrp
= 6Tj6kak’jVT€p — 5rk(5ijk’er€p
= Vi ;Vi€k — Vi jVi€;
Donc

1 -, — - —_— —

4,577
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6 Déformation d’un milieux continu

6.1 Notion de déformation

On dira qu’un milieu continu en mouvement subit des déformations si les distances relatives

des points matériels varient au cours du temps.

En différenciant Equation 5.1, on obtient:

~ - 0
di(t) =V®dX  dv, = a—deXj

On note F 1’ application linéaire qui fait passer de ’espace vectoriel dans lequel peut varier
dX dans l’espace vectoriel ou varie a priori dr. Cette application linéaire Figure 6.1, ap-
pelée tenseur gradient ou application linéaire tangente, permet donc le passage de la

configuration €, & la configuration Q(t).

Figure 6.1: Application linéaire tangente

En notation indicielle,

! Application linéaire tangente

0xy Oxy Oxy
Oxz Ox3 Oxy

(6.1)
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6.2 Tenseur des déformations

6.2.1 Définition

Le tenseur gradient décrit la transformation locale au voisinage d’une particule donnée. Afin
de rendre compte des déformations, c’est a dire des changements de forme autour de cette
particule, on s’intéresse a 1’évolution du produit scalaire de deux vecteurs matériels pris re-
spectivement dans les deux configurations Q, et Q(t).

Considérons, Figure 6.2, trois particules voisines X, X +dX, X +dX'. Apres déformations,
elles occupent dans €2(t) les positions respectives T, ¥ + dZ, T + dZ’.

Figure 6.2: Notion de déformation

dz - d7 = (f(}?,t)d)?) : (f(}?,t)d}?) - (:;?dXi) : (gf(k dxg.)
( J

d’ou sa variation autour de la transformation

Oz, Oz,
0X, 0X;

on introduit alors le tenseur  tel que

dz-d7 —dX -dX' =2dX zdX’

O Tenseur des déformations

On définit ainsi Papplication linéaire £ appelée tenseur des déformations:

=Y FF_7
=)
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Cette application est symétrique mais dépend bien sir de la base(O, €, €5, €5) initialement
choisie.

6.2.2 Remarques

* §’il n’y a pas de déformations, alors € = 0 (et inversement).

= :T:
*C =F F est appelé le tenseur des dilatations. Ce tenseur est symétrique.

On peut démontrer:
Théoreéme 1: Les valeurs propres de C sont strictement positives.

Théoréme 2: Det (F) > 0 Vi

Théoréme 3: Z est symétrique et posséde les mémes vecteurs propres que C.

* Variation de longueur

Soit dX = dX’ = dl, é, et |dZ| = dl, alors

dZ-dT —dX -dX = dI? — dl} = 2 dX  dX = 2dI?

€I$

ou encore, si les déformations sont petites

dl _dl—dl,

— =4/142 ~ 1 —

€ représente au premier ordre la variation de longueur dans la direction x.

* Variation d’angle

Soit dX = dl, €,, dX' = dl, €,, alors

dZ - di’ —dX -dX =cos@dldl' =2dX EdX =2dI3 ¢

Yy

ou encore,

2e,, =cosby\/1+2e,,.4/1+42¢,

donc ¢,,, représente au premier ordre la variation d’angle entre les directions x et y.

o1



6.2.3 Autre écriture

D’apres Equation 5.1 et Equation 5.2

)l

0X
soit

x=2xn=T+

Q| Q
=9

(X, 1)

T

ou encore en notation indicielle

_|_

:1%4_%
“Taolox T ox

T
4 Du O
0X 0X

T2

N = 1 aul au]
E’ij 61» ® ej -

ox, " ax, T ox,ox,

? J

6.2.4 Hypotheése des petites perturbations (HPP)

Cette hypothese correspond au cas ou |u(X, )| et

u

7<X7t)

sont “petits”.
X p

En reprenant Equation 6.2 et en ne retenant que les termes d’ordre 1, on obtient

_ 1({ ou ED
EHPP = 5 (OX(X’t) +

ou encore en notation indicielle

c’est a dire:
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! Tenseur des déformation sous 'hypothése des petites perturbations
r Ouy 1/ 0uy . Ou, 1 ([ 0uy n Ous \ T
0X, 2\0X, 0X, 2\0X;  0X,
- 1 1 (0u ou ou 1/ 0u ou
z = _(Vu+ V™) = o= 4 272 Z72 o222 778
Srpp = 5 (Vi+ V) 2 \ox, T ax, 9X, 2 \ox, " ax,
1[0y n Oug 1 ( Ouy n Oug Oug
L 2 \0X; 0X; 2\0X; 00X, 0X, i

6.3 Conditions de compatibilité

A tout déplacement @ on fait correspondre une déformation Z. On peut aussi se poser le
probléme inverse. Ce probleme est dit ‘probléme de compatibilité géométrique d’un champ de
déformation’, ou encore ‘probleme d’intégrabilité d’un champ de déformation’: connaissant un
champ de déformation, peut-on retrouver le champ de déplacement?

Les conditions de compatibilité peuvent étre établies dans le cas général, cependant nous ne
les établirons que dans le cas des petites perturbations.

Décomposons maintenant le gradient des déplacements en une partie symétrique € et une
partie antisymétrique @.

ou - —
aiX(Xat)_E(Xat)—i_w(th)
Tu Tu ou, 0
5= L L (0w 0y
=5 axt —ax KD wy =3 (an 8XZ»)

Onaw;; = % (u” — um), donc en supposant le champ de déplacement deux fois contintiment

dérivable et en dérivant une nouvelle fois la partie antisymétrique

1 1
(ui,jk - u]’Lk) = 5 <u7,]k: + ukl]) 35 (Umg + u]zk) = €ki,j — €jk,

DO | =

Wijk =

Connaissant ¢,;, on peut donc retrouver w,; pour autant que w;; soit une différentielle exacte,
s s o . . . e _
c’est a dire que les équations suivantes soient vérifiées: w;; 1 = w;; 15,

Donc en fonction de ¢ :
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Vi, gok U €+ €kiij — ikt — ik = 0 (6.3)

ou encore six équations

2e93 93 = 3392 + €22.33 + permutation circulaire
€133 T €32.31 — €12.33 — 33,21 + permutation circulaire

Réciproquement, si € vérifie Equation 6.3, alors les formes différentielles

dwij = (Ek:i,j - 5jk,i> dxy,

sont exactes; elles permettent donc de construire le champ @ de tenseur antisymétrique. On
vérifie ensuite que les formes différentielles

du; = (wy, + &) dy,

sont exactes, d’ou la possibilité de construire un champ de déplacement u(X,t) défini dans
ﬁo.
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{ Transport, dérivées particulaires

7.1 Transport d’un volume

Soit df2;, un élément de volume de la configuration de référence, défini par trois vecteurs
dX,,dX,,dX;. Par la transformation, ces trois vecteurs se transportent en trois vecteurs
dz,,dZ,, dZ5 qui définissent dans la configuration actuelle un volume dQ2 (Figure 7.1).

Figure 7.1: Transport d’un élément de volume

Le volume df est représenté par le produit mixte des vecteurs dz, d7, et ds:
donc

Or, d’apres Equation 6.1

ijk

et, d’apres Equation 2.3

Q) = ¢, det(F) dX,, dXo, dXy, = det(F) (dX, AdX,) - dX,

donc en définitive
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! Transport d’un élément de volume

dQ = DetF dS, (7.1)

7.2 Transport d’une surface orientée

Soit dS un élément de surface de la configuration de référence de normale N. Par la trans-
formation, cette surface se transporte en une surface ds de normale 7 dans la configuration
actuelle. En considérant un vecteur Vdans la configuration de référence qui se transporte en
un vecteur ¥ dans la configuration actuelle, on peut définir I’élément de volume (d.S N ) -V qui
se transporte en un élément de volume (ds ) - v (Figure 7.2).

Figure 7.2: Transport d’un élément de surface

D’apres Equation 7.1

et comme avec Equation 6.1

on obtient finalement

! Transport d’un élément de surface orientée

— =T —
ds7i=det(F) F dS N (7.2)
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7.3 Dérivée particulaire d’une intégrale de volume

Soit K (t) = []] fQ (Z,t) dS2, une intégrale de volume sur le domaine €2(t) dans la configuration

de reference Pour en déterminer la dérivée temporelle, nous devons au préalable exprimer K(t)
sur la configuration de référence pour “passer” la dérivation sous l'intégrale. En effectuant le
changement de variable Equation 5.1, et en utilisant Equation 7.1

dQ = DetF dQ, = J dS,

on obtient

puis

= ], () e

A ce stade nous devons expliciter d.J /dt . En utilisant les notations indicielles, et en particulier
les symboles de permutation, on a:

J - detF - ngk gpqr sz F]q Fk’f'
soit
dJ 1 OF;
o = 3%k fear gy Fia T
or
OF,  02¢;(X,t o (8¢, d = d dv; v,
2= C0D o (5) = o (WE0) = g (03 0) = gt = 2
ot otox, — 90X, \ ot 0X, 0X, dx, 0X, O
donc
dJ 1 v

Ezigijkgpqra ZF‘lpF Fk:r
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mais

F‘lpF‘quT — gl]k det?

Epar
soit
dJ 1 ov v, = Ov,
—_— = Yi detF =6 et 'l = ——
dat 2 ikl ©° "3z, dz,
(fli = J divv

En reportant dans I’expression de dK/dt

W] (2 w) an

puis en exprimant l'intégrale sur la configuration actuelle, on obtient finalement

! Dérivée particulaire d’une intégrale de volume pour une quantité scalaire

dK dk
o /// (— ok dm> 49 (7.3)
t o \dt
En utilisant les égalités suivantes,
dk 0k
% a +v- Vk
div(kv) = v - Vk + k divo
on peut écrire Equation 7.3 sous la forme
dK ok
o / / / (f + div (/w)) i (7.4)

ou encore, en utilisant le théoréme de la divergence

/// dQ+// kv -1 dOQ)
aQ(t)
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On peut démontrer un résultat similaire dans le cas d'un quantité vectorielle:

I Dérivée particulaire d’une intégrale de volume pour une quantité vectorielle

S [l g [, (B ersmeson) s

I Application fondamentale: conservation de la masse

La masse d’un systéme matériel qu’on suit dans son mouvement reste constante.

aM
M:/// p(Z,t) dQ et — =0

ou p est la masse volumique. On a alors par application de Equation 7.3 ou Equation 7.6:

dp op e
q +pdivi =0 ou = + div (pv) =0 (7.6)

@ Conséquences : Dérivée temporelle d’une intégrale massique

Con51der0ns une grandeur quelconque v dont on cherche a calculer

ST o T e

R
/// —+¢ +pwdwu> 40
/// 7+w —i—pdwv>> a0
e

i/l m= L &

soit
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7.4 Dérivée particulaire d’une intégrale de surface

Soit K(t) = ffz(t)%(f,t) -m d¥, une intégrale de volume sur le domaine ¥(¢) dans la con-

figuration de référence. Pour en déterminer la dérivée temporelle, nous devons au préalable
exprimer K(t) sur la configuration de référence pour "passer” la dérivation sous l'intégrale. En
effectuant le changement de variable Equation 5.1, et en utilisant Equation 7.2

pr— :_T RN
dx 7 =det(F) F  dS, N

on obtient

puis

—T
on doit donc calculer
1 iF LJF iF LdF—1
F F=1 “ F4+F E -0 “@“ __F YT
- a0t T T i
dF=-1 0v;, 0X, A,
7F ? e 6. — e e. = U
dt 0X, 0w, PG T gy, GOGEVY
donc
—T
dF —1_ T —T
7:—<F VU) =-VTsF
dt
et
dK dk =T_. . —T_, —T_
:// —.JF N+k-JdivviF N—k-JVI'GF N |dx,
dt b, \ di
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dK k- = . =T
dt://zo (dt—i-dka—k-VTv)-JF Nd%,

puis en exprimant 'intégrale sur la configuration actuelle, on obtient finalement

I Dérivée particulaire d’une intégrale de surface

dK:// %erm%—w% HdY
dt o \ dt

(7.8)

en utilisant la dérivée particulaire,Equation 7.8 s’écrit

ot

ok - - -
dK:// O il VEG—VT k| -Td
dt (t)
K ok - =
d:// S rot (D) + divk | -Hds

car
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A Retenir

I Variables de Lagrange et variables d’Euler

Une grandeur attachée a une particule (masse volumique, vitesse,...) peut étre définie,
- Soit en fonction de la position initiale et du temps, X et t : variables de Lagrange
- Soit en fonction de la position actuelle et du temps, T et t : variables d’Euler

Dérivée particulaire

dA  0A —
oo Ye AV
a oY
Vitesse
— dz
T
Accélération
~ AV 9V -
l'=—=— V.-V
a ~ otV
Application linéaire tangente
Jxy Ox; Oxy

Oxy Ox3 Oxy

Tenseur des déformations
= (FF-T
€= - —
(P F-T)
Tenseur des déformations sous ’hypothése des petites perturbations

s o ]. 6”1 au] s N
Cijypp GO C T 5 IX, + ox, € ®€;

62



Transport d’un volume
dQ) = DetF df),
Transport d’une surface
pr— :7T —_—
dsn=det(F) F dS N

Dérivée d’une intégrale de volume

[ wsvan [[[ (% ki) ao

Dérivée d’une intégrale de surface

d 7 di% - -
// k(af,t)-ﬁdzz// & divik— Vo k| -mdy
dt (1) () dt

I Conservation de la masse

d
d—f+pdm7:0 ou

ap

e + div (pv) =0

@ Rappel sur les unités

o T est une position : ¥ = [m)]
e 1 est un déplacement : U = [m]
. . J oy N m
e U est une vitesse, dérivée de la position par rapport au temps : v = [—]
S
e 7 est une accélération, dérivée de la vitesse par rapport au temps : 7 = {—

. ?, application linéaire tangente, est le gradient d’une position : F' = [—]

)

p, la densité, est une masse par unité de volume : p = [3
m

o &, tenseur des déformations, est homogene & un gradient de déplacement : € =
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Exercices

(3 . . 7 .
1 Exercice Cinématique 1

K étant une constante, on étudie le mouvement défini par la description Eulérienne
suivante :

Ky
_ [ a2 4y
V= v = z
w r2 + 92
0

1) Déterminer les trajectoires et lignes de courant
2) Calculer 'accélération

@ Correction exercice Cinématique 1

1) Le champ de vitesse ne dépend pas explicitement du temps, donc trajectoires et
lignes de courant sont confondues. Le mouvement étant plan, on résout donc:

dr _dy

u v

de(2® +y?) _ dy(a® +y?)

Ky Kz
xdx +ydy =0

soit par intégration de la différentielle: 72 = x? + y? = Cste. Les lignes de courant
sont donc des cercles dont le centre est a I'origine.

du d (—Ky
i ¢ dt \ 72
2) T = v = % = d (Kz $ Or, d’apres la question précédente, on
dt éit at\ 2
& 0
dt
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a r = cste, ainsi que K donc:

—K dy

2 dt
T = %d:v

r2 dt

dx Y
et enfin comme — =wu et — = v, on a:

dt dt

On peut également retrouver ce résultat en utilisant la dérivée particulaire, ou bien
en passant en systeme de coordonnées cylindriques.

[ . . ’ .
1 Exercice Cinématique 2

On considére un milieu continu occupant dans la configuration de référence, le cube centré
a Dorigine, d’arétes de longueur unité et paralléles a I'un des axes du repere orthonormé
(O, é,,8€,,65). Le solide est supposé localement incompressible. Le solide ainsi défini, est
soumis respectivement & deux types de transformations de déformations :

1) Un glissement simple :
=X +v() Xy, 2y =Xy, z3=Xj.

2) Une déformation homogene de révolution autour de 'axe (O, é;) :
1 =M(0)Xy, my=A(0)X;, x5 =A3(t) X5 avec Ay = Ag.

Déterminer dans chacun des cas

a) Le tenseur représentant I’application linéaire tangente.

b) Le tenseur des déformations.

c¢) Le tenseur des déformations sous I’hypothéese des petites perturbations.
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@ Correction exercice Cinématique 2

_ L v 0
1) a) F= 010]
0 0 1
_ 1y=r=— = 1|2 7Y
b)5:§(F F_I>:§ v % 0
0 0 O

c¢) Sous '’hypothése des petites perturbations, les déformations sont petites, donc v <<
1 et 42 << v d’ot:

0 % 0
z =17
HPP 5 0
0 0 O
A 0 0
2) a) F: 0 )\2 0 avec )\2:)\3
0 0 )
71:T::1)\§—10 0
b)E:§(F F—I):5 0 -1 0
0 0 A-1

c) On _sait que le milieu est incompressible. Donc, d’apres Equation 7.1, on doit avoir

detF = 1, c’est a dire \; A\, A3 = 1. On a donc M} = )\% Sous I’hypothese des
petites perturbations, les déformations sont petites, donc A2 — 1 << 1.
On peut faire un développement limité de A\; en 1. Notons av << 1 tel que \; = 1+au.

On adonc A2 = 1 =1—a+0(a?) et A2 =1+ 2a + O(a?).

14+a
a 0 0
_ o
«
0 0 —=
2

(3 . . 7 .
1 Exercice Cinématique 3

On consideére un écoulement de fluide entre deux cylindres coaxiaux animés d’une vitesse
de rotation constante dans le temps (écoulement de Couette). On peut montrer que
le champs de vitesse dans le fluide, en coordonnées cylindriques est de la forme : ¢ =
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b
ar + 7> €y, oll a et b sont deux constantes.
T

a) Vérifier que le mouvement est incompressible.

)
b) Calculer rotd.
c¢) Calculer I'accélération

@ Correction exercice Cinématique 3

Vg,

b
a) onad={ar+ — | €, donc en coordonnées cylindriques, divd = v, + I + +
r : r r
v,,=0+0+0+0=0.
Donc le mouvement est incompressible.
b)
10v, Ouvy
r.00 0z 0 0
rotv = VAU = 88%—8;2 = 8@0 :{ 0 }
z r
dvg vy 10w, 870 + -2 2a
S T A r r
or r r 00
soit rotv = 2ae,.
. . dr N
c¢) Premiere méthode: v, = 0 donc i 0, d’ou:
= dv dé@ dé@ do Us .
1—‘ = — = _— = _ = -
at ~ at T agat - ¢
Deuxieme méthode:
0 -2 0 0 K
-~ 00 L oL = v r r vg S
F:a—FVvv:O—i- ) 0 0 . (%) = 0 :—767.
or 0
0 0 0 0
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Part 11l

Efforts dans les milieux continus
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Dans ce chapitre, nous allons étudier les efforts dans les milieux continus, en introduisant la
notion de contrainte, qui est un concept fondamental en mécanique. Nous établirons alors
les équations d’équilibre, en particulier la conservation de la quantité de mouvement. A titre
d’information nous présentons dans ce manuscrit le Principe des Puissances Virtuelles, mais,
étant donné le temps imparti a cet enseignement, nous n’aborderons en cours les équations
d’équilibre que par 'application du principe fondamental de la mécanique.
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8 Définitions

8.1 Forces

Elles résument les effets mécaniques, autres que cinématiques, exercés sur le milieu continu
considéré par le reste du domaine physique. Leur schématisation a chaque instant repose sur la
définition d’un champ de vecteur 5(:?, t) et d’'une mesure positive w, définis sur la configuration
actuelle Q(t). ®(z,t) est une densité de force pour la mesure w.

* Si w est une mesure de volume, alors 5(5, t) est une force volumique (densité volumique de
force) définie dans €2(¢) de la configuration actuelle, par la fonction

—

f: zeQt) - f@t) e R

* Si w est une mesure de surface, alors ® (%, ) est une force surfacique (densité surfacique de
force) définie sur 90 (t) de la configuration actuelle, par la fonction

F: T e dQpt) — F(@t) € R

* .. etc ...

Remarques:
* Les forces sont définies sur la configuration actuelle.

* A un instant donné et en un point donné z de 0Q(t), on ne peut imposer a la fois le
déplacement et la force !. Mais 'un des deux doit étre imposé (éventuellement nul). On note
00 p(t) la frontiere ot la force est imposée, et 9, (t) la frontiere ou le déplacement est imposé.
Dans le cas des appuis mobiles, les composantes non imposées cinématiquement le sont pour
les forces

* Le monde extérieur au milieu considéré doit, pour imposer le déplacement ﬁ(t) au bord
0 (t), exercer des forces que nous noterons ﬁ(:?, t). Comme elles sont & priori inconnues,
nous les appellerons réactions pour éviter de les confondre avec les autres forces qui, elles,
sont données.
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8.2 Vecteur-contrainte et tenseur des contraintes

8.2.1 Contrainte de Cauchy

Figure 8.1: Schématisation des efforts internes

Soit un corps C en équilibre par application d’un systéme d’actions mécaniques extérieures.
Imaginons qu’une surface ¥ divise C' en deux parties (1) et (2). La partie (1) est en équilibre
sous les actions mécaniques extérieures qui lui sont appliquées et les actions mécaniques exer-
cées par la partie (2). Nous admettrons que sur chaque élément de surface d¥ de X, (2) exerce
sur (1) une force dﬁ(:?, t,7); o de densité superficielle T(Z, t,n).

s —

dF(a?,t,ﬂ)l/Q =T(Z,t,n)d2 (8.1)
T(f, t,7) est le vecteur contrainte au point z, relativement a la facette d¥ définie par son
vecteur normal 7i.

La densité surfacique de forces exercées en x dépend de z, t et aussi de ’orientation de la surface
> au voisinage de x. Elle est linéairement dépendante de 7. On introduit alors I’application
7 telle que:

O Contrainte de Cauchy

T(Z,t, 1) =5(T,t) 7
L’application 7 (z,t) s’appelle le tenseur des contraintes de Cauchy en x a 'instant ¢;
il caractérise, dans la configuration actuelle, les efforts intérieurs de cohésion exercés
sur une partie du solide a travers I’élément de surface nd

8.2.2 Autre écriture du tenseur des contraintes

On peut aussi écrire le tenseur des contrainte dans la configuration de référence. Pour une
présentation complete, on se reportera a Coirier and Nadot-Martin (2020) ou Salencon (2005).
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En utilisant Equation 7.8, on cherche donc a exprimer le tenseur des contraintes en utilisant
les variables de Lagrange, Equation 8.1 devient:

dF (%X, t),t,7(N,t)) = N(X) dS

ot I est le tenseur défini par

- -7

(X,t) = (det F)5 F

Cette application linéaire ﬁ()—( ,t), définie pour X € QO, s’appelle le premier tenseur

des contraintes de Piola-Kirchoff en X a linstant ¢; la composante II,; est la ¢ com-

posante du vecteur contrainte exercée sur la déformée d’une surface unité, normale a €;, de la

configuration de référence. On prendra garde au fait que le tenseur I nest pas symétrique.

Si maintenant on cherche le vecteur "force de cohésion” dans la configuration de référence

ot S est le tenseur défini par

Cette application linéaire §()_( ,1), définie pour X e QO, s’appelle le second tenseur des
contraintes de Piola-Kirchoff en X a l'instant ¢. Attention, sa composante S;; n’est pas
la i®™¢ composante du vecteur contrainte exercée sur la déformée d’une surface unité, normale
a €;, de la configuration de référence, mais seulement la ime composante de son transporté
dans la configuration de référence.

Selon le jeu d’écriture adopté, on a donc trois descriptions des contraintes:

) Representations du tenseur des contraintes

5= (det 7) "TE - (det f)*l TSF
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9 Equilibre

9.1 Le Principe des Puissances Virtuelles (Germain 1972)

Pour une présentation complete, on se reportera a P. Germain and Muller (1980) ou Paul
Germain (1986a) ou Salengon (2005). ### Axiomes Pour schématiser les efforts mis en jeu,
il est commode d’imaginer des mouvements fictifs (ou virtuels) et d’analyser le travail ou la
puissance qui en résulte. Par exemple, pour évaluer les forces de gravité agissant sur un objet,
on peut imaginer de le soulever (mouvement virtuel de bas en haut).

Un milieu matériel étant isolé, on peut distinguer les actions extérieures qui agissent sur le
milieu, des actions intérieures qui représentent les liaisons existant entre toutes les parties du
milieu.

O Principe des puissances virtuelles

Axiome d’objectivité

La puissance virtuelle des efforts intérieurs associée a tout mouvement rigidifiant est
nulle.

Axiome d’équilibre

Pour tout milieu matériel repéré dans un référentiel absolu, a chaque instant et pour tout
mouvement virtuel, la puissance virtuelle des quantités d’accélération 11, est égale a la
somme des puissances virtuelles des efforts intérieurs 11, et des efforts extérieurs 11,.

9.1.1 Puissance virtuelle des efforts intérieurs

Soit un milieu continu Q(¢) d’intérieur Q(t) et de frontiere 9(t). Isolons maintenant un
domaine (t) de frontiére 9% (t) intérieur & Q(t), et soit 7 la normale en un point de dX(t). A
un instant ¢ fixé, un mouvement virtuel défini par une vitesse virtuelle 6v est appliqué a (¢).
Cette vitesse est supposée continue et continiiment dérivable sur ().

Pour déterminer la puissance virtuelle des efforts intérieurs nous ferons les hypotheses suiv-
antes:

o II, admet une densité volumique p; :
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Figure 9.1

Hi:///zpidil

o II, est en chaque point une forme linéaire des valeurs en ce point de dv et de ses dérivées

premieres.

En décomposant le gradient des vitesses virtuelles en une partie symétrique 5D et une partie

antisymétrique 6W,

Vi = oD + oW
L B T B LT
oW = 3 (V&U — Vou ) 6Wz] €;®¢€; = 92 (3% - Oz, “®G
- . ) . B . 1 65'UZ 6(57}] N -

la densité volumique des efforts intérieurs devient:

Le premier axiome du principe des puissances virtuelles impose que pour tout mouvement de
solide rigide la puissance des efforts intérieurs soit nulle. D’ou:

—

- Soit un mouvement de translation: 60 # 0, 0W = Det 6D = 0

alors



= [l p; d= = [If A 65dY = 0 Ydans Q

soit A-00 = 0 V 07, ou encore A=0

- Soit un mouvement de rotation: ¢ = 0, oW

oH
3
Il

ol

alors

= ([l p;dS = [[f, B:dW dZ = 0 VX dans €

SOitﬁ:ﬁ =0 Vﬁ, ou encore B = 0.

—///Za:(SDdZ

On peut montrer que le tenseur @ introduit ici correspond bien au tenseur des contraintes de

Donc en définitive:

Cauchy.

9.1.2 Puissance virtuelle des efforts extérieurs

Les efforts extérieurs comprennent

- des efforts exercés a distance par des systemes extérieurs a €2, supposés définis par une densité
volumique de forces f (par exemple la gravité pg),

- des efforts de cohésion schématisés par une densité surfacique de force T sur 9%

:// f-ovds  + // T - 5% dOx
3 0%

9.1.3 Application du Principe des Puissances Virtuelles

Si 7y est 'accélération et p la masse volumique de chacun des points de X, alors

- ///pv 55 dY = /// apv+dzvpv®v)>-5ﬁd2

et en utilisant la conservation de la masse

— [[[ o700
by
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En application du Principe des Puissances Virtuelles on obtient:

_///ZU;wd2+//2f-56d2+//627-56d82:///Epﬁ-éﬁdil (9.1)

Pour exploiter le fait que Equation 9.1 est vérifié pour tout mouvement virtuel, nous allons
faire apparaitre U dans chacun des termes.

En appliquant le théoréme de la divergence, le premier terme devient:

—///a:dDdZ - —///a:V(ST)dZ:—// -56~ﬁd82+///di%0'577d2
E by ox 2

Soit:

Qll

// (T — &-7) - 06dO% + ///(f+ div,g — py)-00dS Vb
o)y >

Ou encore

= py dans X
-n sur 0%

9.1.4 Equilibre

En considérant les développements du paragraphe précédent et en se ramenant au domaine
Q(t), nous pouvons donc écrire les équations d’équilibre d’un solide soumis a un champ de forces
extérieures fdans Q(t), & un champ de forces extérieures F’e sur 0Qp(t) et & un déplacement
imposé U, sur 9 (t).

Dans la configuration actuelle :

O Equation d’équilibre ou conservation de la quantité de mouvement

f(@ ) + div,g(@t) = p7 VT e Q) (9.2)

Dans la configuration de référence:

76



De méme, si on note f,, Ry et Iy les densités volumiques et surfaciques de forces mesurées
dans la configuration de référence:

—

Fo(X.t) + divgI(X,t) = pT VX € Q

FX,t) VX € o (00,0

X, 8- N(X 1) = { Ry(X,H) VX e 00y

Cas des petites perturbations

Reprenons Equation 9.2, en 'exprimant en fonction de X

do.. . —
CU@X, 0.0 = py VEXD) € Q)
8:6]-

£ (FX0),t) +

00, — X, — —
16 @ T ) B NS G
X,

&rj

£ (F(X,0),t) +

Or Z(X,t) = X + a(X,t) soit 22(X,t) = T + 2(X,1)
On peut donc écrire I’équation d’équilibre sous la forme

— -1

00;;

. . ou  — .
e J R = .
f; (FX1),t) + o~ (Xo1) [1 +8X(X,t)] pl;, VX e Q

k ki
Sous 'hypothese des petites perturbations, on peut alors écrire:

1

[I +(9X(X’t)] =1 —a—X(X,t)
soit
f(*()?t)t)+aaij()?t) 5 —%o?t) =g, VXeQ
i\L s V) an ) 7k aX] ) = pL; 0

Enfin, en ne retenant que les termes d’ordre 0, et apres avoir effectué un développement de f;
au voisinage de X, on obtient:
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f-(Xt)—f— ij(Xt) = plI; VX €
i ) 9)(] ’ i 0
soit

f(X,t) + divya(X,t) = pI' VX € Q

1), )par F(X,t), permet aussi de remplacer

Le raisonnement qui a permis d de remplacer f ( (
ar R(X,t). Donc, comme condition sur la frontiére

F(2(X,1),t) par F,(X,t) et R(F(X,t),t) p
on obtient:

P F(Xt) VX eon
o(X,1)- N(X,t) = { ((X )) VX € 00

9.2 Autre présentation: Principe fondamental de la dynamique

Equation 9.2 revient a écrire le Principe Fondamental de la dynamique. Dans un repére
galiléen, pour tout systéme X, le torseur dynamique (dérivée par rapport au temps du torseur
cinématique) est égal a la somme des torseurs des actions intérieures. Soit:

i Jf i = [ oo
] *ﬂpdm) i
I 2 5o
1] o )

donc avec la conservation de la masse

i [[[Fam = 1l ias
://EdeJr//aEEﬁdaZ

et le théoréeme de la divergence
///,ﬁdzz// fd2+///dwadz
by by by

78



on retrouve le bilan de la quantité de mouvement

divg + f = p7y

L’équation de bilan sur les moments du principe fondamental de la dynamique s’écrit:

///O—]\/f/\dvdm:// W/\a~ﬁdx+// OM A f dx
b dt % )
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10 Quelques propriétés du tenseur des
contraintes

Dans tous les développements a venir, nous nous placerons dans le cas des petites perturbations
pour un solide en équilibre. En conséquence, nous omettrons les variables x et .

10.1 Symétrie du tenseur des contraintes

On sait que

// O_]\f/\(pﬁ—f)dx:// OM A&7 da
Q E19)

soit en notation indicielle

/// Eijkxj(P’Yk — fi) € dr = // €iikT 0Ty €; d
Q o0

puis, par application du théoreme de la divergence

9 R
/// [Q‘jk%(ﬂ’m — fr) — 8x<€ijkx70kl)] € dr =20
Q !

/// [Eijkxj(p’)/k - fk - O'li) - gijko'kj] él de =0
Q

et par application de I’équation du mouvement

Q

c’est a dire

€ijk0-kj - O VZ
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ce qui implique

123023 132030 = 0 913015 + 931031 =0 €319079 + €391097 =0

ou encore

+023_U32:0 —013+031:O +012_021:0

donc en définitive

! Le tenseur des contraintes est symétrique!

10.2 Contrainte normale et contrainte tangentielle

Figure 10.1

Considérons une facette de normale 7. Tout naturellement, le vecteur contrainte 7T'(7) peut
étre décomposé en une composante normale o, et une composante tangentielle 7.

o, =T@) -1 =7-

Qll

7 (10.1)

et

7)? (10.2)

Qll

Il = V@7~ @

On dira que o,, est positive en traction et négative en compression.
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10.3 Directions principales, contraintes principales

La matrice représentant le tenseur des contraintes est symétrique, elle est donc diagonalisable.
Les valeurs propres sont réelles et appelées contraintes principales (o, o;;, o;57). Les
vecteurs propres, orthogonaux deux a deux, sont les directions principales (7i;,7;7,77).
On a donc:

op = T@y) -1y , oy = T@y) 1 5 opp = Tpgp) T

10.4 Invariants

Le tenseur des contraintes possede trois invariants définis mathématiquement comme les coef-

ficients de I’équation caractéristique det (? — « ?) C’est a dire les quantité scalaires:

Exprimés en fonction des contraintes principales, on obtient
Yp=or+ortomng
Ypp=o0p optog oprtonr op

Yir=0r o o

10.5 Cercles de Mohr

Connaissant le tenseur des contraintes &, on se propose de déterminer le domaine engendré
par I'extrémité du vecteur contrainte quand 7 varie. Par commodité, nous nous plagons dans
une base orthonormée dirigée suivant les directions principales de @. Soit

ng oo 0 0 ng oy
n = Ny , T = 0 o5 O et T = Ng Oy
N3 0 0 o3 N3 O3
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avec ni + ni + ni =1
D’apres Equation 10.1

_ 2 2 2
Op =0[Ny + Orpny + Opppng

et d’apres Equation 10.2
m* + on =oini + o ni + ofng
Dans ’hypothése ou les contraintes principales sont distinctes, on obtient alors apres résolution

du systeme:

7 4+ (0, — o), — 0171)

n? =
(o — or)(op — orpp)
n2 = 72 + (0, — o)(o, — orp)
2 =
(o711 — op)(or — o)
ng = ™ + (0, — o7)(o, — 0py)
(o — oo — orp)

Si on ordonne les contraintes principales de telle sorte que o; > o;; > o7 , alors

™ 4+ (0, — o)o, — o) = 0
72 +<Un - UI><Un — o) <0
™ 4+ (0, —op)(o, — o) = 0
ou encore
o + o 2 o7 — O 2

2 4 (Jn II III) > ( II III) (10.3)

2 2
2 4 <0n 0 +2 0’111) < (UI —2 UIH>2 (10.4)
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2 4 <Un _ UI—ZUU>2 > (Uf;gff>2 (10.5)

Dans le plan de Mohr, I'extrémité du vecteur contrainte, d’aprés Equation 10.4, est donc
intérieure au cercle centré sur Oc,, d’abscisse (0;40;;7)/2 et de rayon (6;—0;;7)/2. Par contre,
d’aprés Equation 10.3 (res. Equation 10.5), 'extrémité du vecteur contrainte est extérieure au
cercle centré sur Oco,, d’abscisses (o;; + o777)/2 (vesp.(o; + o77)/2) et de rayon (o7 —o777)/2

(vesp.(o; + 071)/2).

Figure 10.2

! Contrainte de cisaillement maximale

La contrainte de cisaillement maximale est déterminée par le rayon du grand cercle, soit:

lor — o1l
Toas = — 5 11 (10.6)

Description des Cercles principaux:

Nous allons étudier la description du grand Cercle de Mohr. Les facettes concernées sont
paralleles a la direction associée a la contrainte principale o;;.

Figure 10.3

On constitue avec les directions I,I11,I1 un triedre direct (O, €;,€;;7,€;77), la normale 71 de la
facette évoluant dans le plan I I11.

Et on définit Pangle § = (I,7), et le vecteur £ tel que (7., 1) soit direct.

84



On a alors

et

T == UI 0059 61 + UIII Sln9 eIII

En utilisant les formules de changement de base de (O, &;,&;77,€;77) & (7i,t, II), on a donc

o = +2 our 91 _2 TIIT 15520
T = — 7_2 IIII Gin2g

Figure 10.4

Lorsque la facette tourne autour de la direction de la contrainte principale o
d’un angle donné, l’extrémité du vecteur-contrainte tourne sur le cercle de Mohr
d’un angle double dans le sens opposé (autour du centre du cercle).
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A Retenir

O Contrainte de Cauchy

T(Z,t,71) =o(T,t) 7

L’application &(z, t) s’appelle le tenseur des contraintes de Cauchy en z a U'instant ¢;
il caractérise, dans la configuration actuelle, les efforts intérieurs de cohésion exercés
sur une partie du solide a travers I’élément de surface ndX

O Equation d’équilibre ou conservation de la quantité de mouvement

I Le tenseur des contraintes est symétrique!

La matrice représentant le tenseur des contraintes est symétrique, elle est donc diagonalisable.
Les valeurs propres sont réelles et appelées contraintes principales (o}, 077, o777). Les
vecteurs propres, orthogonaux deux a deux, sont les directions principales (7i;,7;;,7 ;7).

! Contrainte de cisaillement maximale
La contrainte de cisaillement maximale est déterminée par le rayon du grand cercle, soit:

_ loy — o7l
max 2
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@ Rappel sur les unités

e o est un effort de cohésion par unité de surface : ¢ = [—2
m

[N] = [kg] | 5]

f est une force par unité de volume : f

F' est une force par unité de surface : F

- 3

= [m?] = [Pal]
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Exercices

1 Exercice Contrainte 1

On considére un massif délimité par les plans x, < 0 et 2, cosa + x,sina < 0 ot « est
un angle donné.

™ “.'li ""“""'
'“'" -u--'-

#‘1‘\' }d:"

Dans ce massif, en équilibre sous l'action d’efforts extérieurs, regne le champ de
contraintes suivant :

avec 0 < v <1/2et

o1 =pg(—a, tana + z, (1 — 2tan® a))

019 = PgTy tanc

a) Déterminer les densités volumiques et surfaciques d’efforts extérieurs exercés sur
le massif.

b) Calculer la contrainte tangentielle maximale.
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@ Correction exercice Contrainte 1

a) Pour déterminer les forces volumiques & U'intérieur du massif, on applique I’équation
d’équilibre:

- 0111 T 0122 —pgtana + pgtan o
f=—divg = - O21,1 = - 0 =0
Vo113 0

Il n’y a donc aucune force volumique participant a I’équilibre du massif.

Pour le bord du domaine z, = 0 On cherche les efforts surfaciques exercés sur le massif
par le milieu extérieur. On note 7 = €, le vecteur normal unitaire sortant a la surface
x5 = 0 et F} la force surfacique exercée par le milieu extérieur sur le massif. On a:

. opp 01 0 0 012
0 0 vwvoyy 0 0

Or, pour z, =0, on a ;5 = 0. Donc, F; = 0.

Pour le bord du domaine x; cos o 4+ 25 sina = 0, on note 71 = cos a €; +sin a €, le vecteur
normal unitaire sortant a la surface et Fj; la force surfacique exercée par le milieu
extérieur sur le massif. On a:

011 015 O coS o 011Cc0sx+ 0j9sina
Fir=0-n=| 09 0 0 -{ sina p = 091 COS QY
0 0 wvopy 0 0

Simplifions la premiére composante, sachant que nous nous placons sur la surface
2y cosa + xysina = 0. On a donc:

011 €080+ 058D
= pg (—a:l tana + x, (1 — 2tan® oz)) cosa + pg T, tana sin o

= pg (x2 sin atan a + x4 cos a — 24 tan® o cos a + T tan a sin a)

= pgT4 COS
d’ot
pPYgroy COS &
Fip =< pygrysina o = pgayii
0

Il s’agit d’un effort surfacique, correspondant & la pression hydrostatique exercée par un
fluide de densité p sur le c6té du massif.
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b) Pour calculer la contrainte tangentielle maximale, nous devons déterminer les con-
traintes principales.

det (E— ﬁ) —0

:>d€t 021 _)\ 0 :0
0 0 wvoj—A

= —X(0), —A) (voy; —A) —ofy (vo; —A) =0

= (voy; —A) ()‘2 — Aoy _0%2) =0

Soit comme, 0 < v < 1/2, en ordonnant les valeurs propres, on a:

2 2
o011 + /01 +407,

UI:

2
Orp = Vo
2 2
_ 011 Vo1 + 4o,
orrr = 9
. . oy — 0o
D’apres Equation 10.6, 7,,,., = \1211[‘, donc:
2 __+t 2 2
Tmaz == 7011 T 012

4

i Exercice Contrainte 2 : Equilibre statique d’un barrage

On s’intéresse a 1’équilibre statique d’un barrage poids de section triangulaire (OAB
triangle isocele rectangle en A de c6té h). Le barrage, encastré sur sa base, est soumis a
son poids —p g€, et a la poussée de l'eau —p, gy €,.

A
€y -~

ol” &

—Pegyéx >
—

— h

—>

—>
—

A*(—)‘B
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Sous 'hypotheése des déformations planes, on postule que le tenseur des contraintes
dépend linéairement de x et de y :

o 0

O Ty

0= 0y Oy 0

avec
Ore = aT + by
O,y = cr+dy
Opy =€+ fy

Par application de I’équilibre, déterminer les constantes a, b, ¢, d, e, f.

@ Correction exercice Contrainte 2 : Equilibre statique d’un barrage

Commencgons par écrire I’équilibre volumique du barrage. Nous considérons un probleme

de statique, donc ¥ = 0. Les forces extérieures volumiques a considérer sont la gravité,
3 N . _'_ - — 9 N

c’est a dire f = —pgé€,. D'ow:

a+ f 0
divd —pgé, = e+d o+ —pg =0
0 0
Parcourons maintenant les bords du massif.
Pour le bord du domaine y = —h, il y a un encastrement. On peut juste affirmer que le

déplacement est nul. Une fois les contraintes calculées, on pourra en déduire les efforts
surfacique de réaction.

Pour le bord du domaine = 0, on doit considérer la poussée de I’eau. On note n = —¢€,
le vecteur normal unitaire sortant & la surface. On a:

T T=—p.gYE,
by =p.g
=
fy=0

Pour le bord du domaine x 4+ y = 0, il n’y a aucune force surfacique appliquée. On note
n= % (€, + éy) le vecteur normal unitaire sortant a la surface. On a:

G-1n=0
N { a—b+e—f=0
e—f+c—d=0
Apres résolutions des six équations ainsi mises en évidence, on obtient : a = 0; b = p_g;
c=pg—2p.9; d=pg—p.g;e=p.g; f=0.
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Part IV

Elasticité
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Les lois de comportement des matériaux sont établies généralement de facon expérimentale
afin de définir le comportement de la matiere, en reliant contraintes et déformations, voire
vitesse de contrainte ou vitesse de déformation, ainsi que la température, I’hygrométrie, ou
tout autre parametre par exemple chimique. Cette science des matériaux, avec la rhéologie
et la thermodynamique, permet d’appréhender de nombreuses notions nécessaire en ingénierie
comme, par exemple le fluage, la relaxation, la fatigue, la polymérisation, le changement de
phase, la viscosité, ... etc ... Pour plus d’information voir par exemple Lemaitre et al. (2020)
ou Paul Germain (1986b).

L’étude des lois de comportement ne fait pas a proprement parlé partie de la mécanique des
milieux continus, cependant 'introduction d’une loi de comportement, permet de fermer le
systeme et de mener rapidement a des applications fort intéressantes en ingénierie.

A ce stade, il est fréquent de considérer soit des matériaux solides , soit des matériaux fluides.
Pour autant pourquoi faire cette distinction 7

Ainsi, a I'instar de Coirier and Nadot-Martin (2020), considérons les définitions suivantes tirées
du dictionnaire LeRobert :

e Fluide : “Qui n’est ni solide ni épais, qui coule aisément”

e Solide : “Qui a de la consistance, qui n’est pas liquide (tout en pouvant étre plus ou
moins mou)”

e Liquide : “Qui coule ou tend d couler”

Ces définitions ne nous aident pas beaucoup ...

Si on se tourne vers Wikipédia, on trouve que le liquide n’a pas de forme propre : il prend celle
du récipient sous Ueffet de la pesanteur. C’est en partant de ce postulat que Marc-Antoine
Fardin, chercheur a I'Institut Jacques Monod, a regu le prix Ig Nobel de physique en 2017 pour
ses travaux intitulés “Les chats sont-ils liquides ou solides ?7”. Dans certaines conditions, il

semblerait que les chats soient en accord avec cette définition comme l'illustre la figure ci-apres
|
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https://dictionnaire.lerobert.com/definition/fluide
https://dictionnaire.lerobert.com/definition/solide
https://dictionnaire.lerobert.com/definition/liquide
https://fr.wikipedia.org/wiki/Liquide
https://fr.u-paris.fr/actualites/les-chats-sont-ils-liquides

Figure 10.5: Un chat dont le corps se comporte comme un liquide (https://fr.u-
paris.fr/actualites/les-chats-sont-ils-liquides)

Pour conclure sur cet aparté, on peut dire que la distinction entre solide et fluide, ou la
classification entre mécanique des solides et mécanique des fluides, n’est pas si importante.
C’est le choix de la loi de comportement qui est primordial.

Dans ce cours, nous allons nous intéresser a la mécanique des solides élastiques ou thermoélas-
tiques. En effet, un enseignement de mécanique des fluides est déja proposé au sein de SeaT-
ech, si bien que nous nous focaliserons sur la mécanique des solides élastiques, en particulier en
travaux dirigés, d’autant que ces notions sont nécessaires pour la compréhension du prochain
cours de Résistance des matériaux (ou théorie des poutres). Cependant, une courte intro-
duction a la mécanique des fluides sera proposée a la fin de ce cours.
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11 Approche expérimentale: essai de traction

Pour déterminer 1’évolution d’un systéeme déformable, nous avons déja déterminé les équations
de la cinématique et de la sthénique. A ces équations, il est maintenant nécessaire d’adjoindre
une relation supplémentaire reliant les efforts internes et les grandeurs cinématiques. Cette
relation, appelée Loi de Comportement, dépend du matériau considéré. La construction
d’une loi de comportement est basée sur des observations expérimentales.

Dans ce chapitre nous exposerons le modéle de comportement des matériaux élastiques, sous
I’hypothese des petites perturbations.
-

g L +AL

IF
Figure 11.1

Pour effectuer un essai de traction simple sur un métal, on utilise une éprouvette cylindrique
caractérisée par:

- des extrémités surdimensionnées
- des congés de raccordement (pour éviter les concentrations de contrainte)

- une partie médiane cylindrique dans laquelle le champ de contrainte est supposé homogene,
de traction simple parallelement a ’axe de I’éprouvette.

L’essai de traction consiste a enregistrer I’évolution de ’allongement relatif de la longueur
initiale L en fonction de la force de traction F, ou du rapport F'/S, ou S, représente 'aire
initiale de la section de 1’éprouvette.

Figure 11.2 représente un tel enregistrement pour un acier usuel. On remarque alors les
propriétés suivantes:
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Plasticité

P irréversible
F 1 Elasticité
G' = — s -
nT g réversible
Ce 1A
1
1
1
1
1
|
1
(@) 1
- eenreennnnanand > o AL
Déformation uT Ty
permanente

Figure 11.2: Courbe de traction

- Le diagramme est indépendant de la vitesse de chargement

- La partie OA du diagramme est réversible. Si on charge jusqu’a un niveau inférieur a o,
alors la décharge décrit la méme courbe OA.

- La partie réversible est linéaire

- Si on effectue un chargement au dela du seuil o, puis une décharge, ’éprouvette présente
une déformation permanente.

La partie réversible du diagramme de traction est, par définition, représentative du com-
portement élastique du matériau. o, est la limite initiale d’élasticité du matériau. La
linéarité du segment OA caractérise le comportement élastique linéaire du matériau.
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12 Loi de comportement élastique linéaire (en
HPP)

12.1 Forme générale

A partir des observations expérimentales, on peut estimer que les contraintes dépendent
linéairement des déformations. En l'absence d’effets thermiques et de contraintes initiales,
on a:

Qllll

o(x,t) = C(x) : &(x,t)

C est un tenseur du quatriéme ordre, dont les composantes sont les coefficients d’élasticité du
matériau.

JU ei®6j = ijkl €kl €i®ej

En utilisant les propriétés de symétrie des tenseurs de contrainte et de déformation, on peut
montrer que:

C'jkl = C'ikb Cijkl = Cijlkv Cijkl = Cklij :

2 J

Le tenseur E, dont la matrice représentative comporte 81 composantes, ne dépend donc plus
que de 21 parametres indépendants.

12.2 Matériau élastique homogene isotrope

Toutes les directions sont équivalentes, de telle sorte que la loi de comportement est invariante
dans toute rotation de la configuration de référence. Ce modele s’applique a la plupart des
matériaux: acier, béton, ...

Si la configuration est libre de contraintes, alors la loi de comportement s’écrit:
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! Loi de comportement élastique linéaire isotrope

Qll

= ATr(®)T + 2pE (12.1)

ou encore en notation indicielle

Les coefficients matériels A et u, qui dépendent de la particule considérée, sont appelés les
coefficients de Lamé. Leur expression en fonction du module d’Young E et du coefficient
de Poisson v, est

FE v E
N R R Ay SRS — vy
ou
E:u(3)\+2u) ¢ oy A

et v=—-—"—
A+ 2(A 4 )
avec, en inversant Equation 12.1

O Loi de comportement élastique linéaire isotrope

+
X

(12.2)

Qll

&

12.3 Matériau élastique homogene orthotrope

Le matériau possede trois directions privilégiées deux a deux orthogonales. La loi de comporte-
ment est invariante par les symétries par rapport aux plans orthogonaux construits a partir
de ces directions. Dans ces matériaux, on peut classer les toles laminées, les composites tissés,
le bois, certains bétons structurés, ...

Dans ce cas on montre que la matrice de comportement est définie par 9 parametres indépen-
dants. Dans le repeére principal d’orthotropie, la loi se met sous la forme:
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ro 1 V12 Y13 1
— 0 0 0
E, E, E,
Vo 1 —upg
(e ) z, 7, E, 0 0 0 (o )
€92 —V3 —Vp 1 0 0 0 022
633 _ E3 E3 E3 (733
2e19 0 0 0 1 0 0 012
293 Gy 1 023
2243 0 0 0 0 — 0 013
Gas
0 0 0 0 0
i Gis A
Avec les conditions de symétrie
Mg _ P Mz _ Va1 Pz Pag

E, E, E, E; E; E,

12.4 Matériau élastique homogeéne isotrope transverse

Un matériau homogene isotrope transverse est tel que la matrice de comportement est invari-
ante par toute rotation autour d’un axe privilégié. En utilisant cette invariance, on montre
que seuls 5 parametres indépendants caractérisent le comportement. Si I’axe est porté par la
direction 3, on a alors:

ro 1 —Vi2 s 1
—Vo —V13
€11 ) E, E E, 0 0 0 (on
€22 v v L T2
€3 | _ E, E, Eq ) 733
2e49 0 0 0 L 0 0 012
293 G 023
2e13 0 0 0 0 Gi 0 013
13
1
0 0 0 0 0
L G |

12.5 Caractéristiques de quelques matériaux

Matériaux isotropes usuels:
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Matériau E en Gpa v pen kg/l

acier 210 0.285 7.8
fonte grise 90 a 120 0.29 7.1
aluminium 71 0.34 2.6
béton 10 0.15 2.4
fibre de verre E 73 0.15 2.54
Graphite HM 350 0.4 1.92
résine époxy 3.8 0.31 1.15

Matériaux composites:

Unidirectionnel Tissu Unidirectionnel Unidirectionnel
Verre/Epoxy Verre/Epoxy Carbone Kevlar/Epoxy
50% 50% HT/Epoxy 50%  50%

pen g/cm? 1,87 1,87 1,49 1,32

E, en Mpa 38000 21000 116000 65000

E5 en Mpa 11500 21000 7500 4900

V19 0,28 0,26 0,32 0,34

12.6 Critéres de limite d’élasticité

Les critéres de résistance que nous allons définir représentent des valeurs limites pour les
contraintes maximales, et permettent de ce fait de garder un caracteére élastique aux déforma-
tions.

12.6.1 Critére de Tresca

Il consiste a considérer de maniére indépendante les trois contraintes de cisaillement maximal
du tricercle de Mohr. Soit en fonction des contraintes principales

Sup{lo; — ol log — oyl logr — ol <0 20,
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12.6.2 Critére de Von-Mises

IA
Q

1 9 2 2
\/2 (o = opp)?* + (07 — opp)* + (071 — 0111)°) e

ou encore

IN

1
\/2 ((‘711 — 099)® + (097 — 033)% + (099 — 033)% + 6(‘7%2+0%3+0§3))

12.6.3 6.3 Critére de Hill

le critere de Hill s’applique dans le cas de matériaux élastiques orthotropes

F(oy, —099)* + H(0y) — 033)? + G099 — 033)? + 2L035 + 2Mo3s 4+ 2No3, = 1

ou F', G, H, L, M,N sont des constantes fonctions des contraintes a ruptures.
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13 Le probleme d’élasticité

13.1 Ecriture générale

Cinématique : + Equations de compatibilité

Equilibre :
dive + f = p7y dans Q

F sur 00
R sur 09y

Loi de comportement :

13.2 Formulation en déplacement

divg+ f=0

div NTr(E)T + 24E) + [ = p7

AV(Tr(E)) + 2udivE) + f = py

AV (div ) + pdiv(V @) + pdiv(V7@) + f = py

soit I’équation de Navier

(A + p)V(divT) + pdiv(V @) + f = p5
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Remarque: Sile champ de forces volumiques est tel que divf: 0 et que 'on prend la divergence
de I’équation de Navier, alors

A+ 2u)A(divd) =0

si bien que divu est une fonction harmonique.

13.3 Formulation en contrainte

En partant de I’écriture des équations de compatibilité, on peut démontrer les équations de
Michell

1%

divfT+Vf+VIf=0

div(Vo) + mV(V Tr(o)) + T—5

Soit, si le champ de force est uniforme, on obtient les équations de Beltrami.

(1 + v)div(V ) + V(VTr(@) =0 (13.1)

13.4 Théoréeme de superposition

Si (ff, f, F ) et (V, g, CT) sont deux jeux de données engendrant respectivement des solutions u
et U, alors au + U est solution du probléeme de données (aU + SV, af + B¢, aF + BG) (Le
probléme est évidemment linéaire).

13.5 Elasticité plane

13.5.1 Contraintes planes

Dans le cas ou le chargement est dans le plan 12, la structure mince dans la direction 3, on
peut faire I’hypothese que le probléme est plan et libre de contraintes dans la direction 3.

Dans ce cas

- 011(21,®y)  o1a(@y,25) O
G = | 091(71,29) 0gp(T1,75) O
0 0 0
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et d’apres la loi de comportement

_ e11(z1, ) €11(7q,73) 0
€= | €91(T1,75) Ega(wy,79) 0
0 0 €33(T1,75)

On remarquera que la déformation suivant 3 est non nulle.

13.5.2 Déformations planes

Dans le cas ou le chargement est dans le plan 12, la structure trés élancée dans la direction 3,
sans possibilités de déplacement suivant 3, on peut faire ’hypothese que le probléme est plan
sous ’hypothese des déformations planes.

Dans ce cas

_ e11(zy, ) €p9(wy,29) 0
€= | e91(x1,m5) €gp(wy,29) O
0 0 0

et d’apres la loi de comportement

B 011(%1,Tg)  019(Ty, Ty) 0
= | 091(71,T9) 0Tgp(T1,75) 0
0 0 033(21,75)

On remarquera que la contrainte suivant 3 est non nulle.

D’apres Equation 12.2

14+v 1%
533:7033—5(0114‘022"'033):0

donc

033 = V(071 + 022)

Nous allons prouver que les contraintes peuvent étre déterminées par une seule fonction
scalaire.

En appliquant I’équation d’équilibre Equation 9.2 on a :
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{ 0111 T 0122 =0
0911 T 0220 =0

donc

{ 3p(xy,m3) [ o1 = Yo € Tp=—p,
(1, 73) [ 09 = ¢,2 et 0y = _¢,1

comme le tenseur des contraintes est symétrique, on a ¥ , + ¢ ; = 0, donc

Ix(zy,29) /o= X2 et = —X,1

en définitive on a prouvé

011 = X,22
Ix(zy,25) / O22 = X 11
012 = —X.,12

x est appelée la fonction d’Airy.

Le tenseur des contraintes devant vérifier I’équation de Beltrami Equation 13.1, on a

(14 v)oyj gk + Oppi =0

AAx =0

x est donc une fonction biharmonique.
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13.6 Thermoélasticité

13.6.1 Thermodynamique : équations de bilan

Jusqu’a présent nous avons utilisé les équations de bilan suivantes:

Conservation de la masse p
d—f +pdivi =0

Conservation de la quantité de mouvement

divg + f = p7 dans Q

Conservation du moment cinétique Equation 9.3

Nous introduisons maintenant ’équation de bilan de conservation d’énergie, ou encore le pre-
mier principe de la thermodynamique:

d

dt(E+K) ea:t+Q

ou

E représente I'énergie interne E = [ pe dS) (e densité d’ énergie interne)
Q

[a—

pv - U dSY (U la vitesse)

O |

K représente I'énergie cinétique K = [
Q

P, ., représente la puissance des efforts extérieurs P, , = f f-vdQ+ [ F-5dQ
0
Q représente le taux de chaleur recu Q = [r dQ— [ ¢-7 dQ (g vecteur de chaleur et r source
Q a9
de chaleur)

Par application du premier principe, en utilisant Equation 7.7 on a:

/ ZtdQ+/pﬁ-wQ:/f-6d9+/ﬁ-5dﬂ+/rd9—/q.ﬁdﬂ
Q Q Q o0 Q

o0

en utilisant la conservation de la quantité de mouvement Equation 9.2

/Z:dﬂ /a 5dQ+/rdQ /(j-ﬁdQ

Q Q o0
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Soit, par application du théoreme de la divergence, la forme locale du premier principe

pé =0 :2+r—divg

Nous présentons également, sans plus de discussion le second principe de la thermody-

namique:
ds T qg-n
= > — — i
7 _/T dS) / T ds
Q

a0
ou T est la température et S 'entropie. Ce second principe s’écrit sous sa forme locale

—

ps + divd _

r
—>0
T T~

ou s représente I’entropie massique

13.6.2 Equation de la chaleur

On peut exprimer ’énergie interne massique e en fonction de ’entropie massique s, de la
température T' et I'énergie libre .

e=9v+1Ts

En thermoélasticité, sous 'hypothese des petites perturbations, pour un écart de température
par rapport a la température au repos 1" — T, petit, on a:

Grace au second principe on peut montrer que

9 0y
P oz oT

T =

donc, le premier principe peut s’écrire

pé = pib+ pTs + pT's

et comme
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. = . T = .
=—:e4+—=—T=—:6—5T
v 0g oT o)
on a
E:g—psT—i—péT—i—psTzﬁzg—i—r—div(j
or

s—<_8¢>__82¢ F_ Py 100 5 Oy
-\ or) o9zor ~ 012" poT ~  OT

c’est a dire que le premier principe s’écrit

0o = 0s .
—T—:¢ T—T =r—divg
or (St rigpt =T am

0
En introduisant la chaleur spécifique C' = Ta—;

do = .
797 3 P — divi
57 ‘€ + pC r —divg

puis la loi de Fourier ¢ = —EVT, ot k représente la conductivité thermique,

8: = . p—
—Ta—; L2+ pOT = r + divkVT
En général la contribution mécanique est négligeable par rapport aux autres contributions, si
bien que I’équation de bilan de I’énergie conduit a 1’équation de la chaleur :

! Equation de la chaleur

ot

pCT = pC (aT +17-VT> =7+ divk VT (13.2)

Dans le cas ou le probleme a traiter est stationnaire, sans source de chaleur, avec une conduc-
tivité constante, on retrouve ’équation habituelle :

AT =0
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13.6.3 Loi de comportement thermo-élastique

Dans le cadre de la thermo-élasticité , I’énergie libre spécifique s’écrit comme un développement
limité au second ordre en déformation et température, ou plutot en déformation et écart de

température 7 = T — Tj) (supposés “ petits ”) :

= 1= = = 1 = _
p¢<gaT):§gCg*pSTfipr—ﬁgT
Par définition
&

oll @ représente le tenseur des dilatations thermiques

Dans le cas isotrope la loi de comportement thermo-élastique s’écrit :

! 1oi de comportement thermo-élastique

& = ATr()] + 21F — 3\ + 2p)ar (13.3)
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A Retenir

O Loi de comportement élastique linéaire isotrope
T =ATr(5) 1 + 2u%

+1+1/
E

Qll

~ll

€ =

-z Tr(o)

O Le probléme d’élasticité
p

Dans le domaine : )

dive + f = py
T =ATr(®)T + 2uc

avec les conditions aux limites :

) Equation de la chaleur

- T _
pCT:pC(%—t—i—ﬁ-VT) =r+divk VT

@ Rappel sur les unités

e Les coefficients de Lamé sont homogénes & une contrainte : A,

e Le module d’Young F est homogeéne a une contrainte : F
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e D’apres la loi de comportement, le coefficient de Poisson v est sans dimension :
v =[]
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Exercices

i Exercice Elasticité 1 : Corde pesante

On considére une corde de longueur L, fixée en une extrémité et s’allongeant librement
sous 'action de la pesanteur. On se place sous 'hypotheése des petites perturbations et
on suppose que la corde est constituée d’un matériau a comportement élastique linéaire
(module d’Young E, coefficient de Poisson v). On note z 'axe de la corde orienté pos-
itivement vers le bas. On fait 'hypotheése que le tenseur des contraintes est uniaxial
o(x)=0(x)é, @¢€,.

a) Déterminer la contrainte (x).

b) Déterminer la déformation ¢,,, puis en déduire le déplacement axial u(z).
¢) Déterminer 'allongement de la corde.

@ Correction exercice Elasticité 1 : Corde pesante

a) La corde est a ’équilibre sous I'action de la pesanteur. On considére un probleme
de statique, donc la contrainte est donnée par ’équation d’équilibre :

divg + pg =0

soit, comme ’axe x est orienté positivement vers le bas :

Oo(x
dote)
ox
En intégrant cette équation, on trouve :
o(x) = —pgx + C ou C est une constante d’intégration. Pour z = L, aucun effort

n’est appliqué sur I'extrémité de ma corde, donc o7 = 6, ou encore o(L) = 0. On
en déduit que :

o(z)=pg(L—ux)

b) Connaissant la contrainte, la déformation est donnée par la loi de comportement
élastique linéaire isotrope :

1 +v

Qll
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d’ou :

1
oo = T2 lo(w) ~ Lo@) = DD = B9 (1)
Ore,, = —u, donc par intégration,

2
u(z) = % (La;—a;) +C’

ou C” est une constante d’intégration. Pour z = 0, on a «(0) = 0, donc C” = 0.
On en déduit :

1 Exercice Elasticité 2 : Pipeline

On considere un tube de rayon intérieur R; et de rayon extérieur R., soumis a une
pression interne P; et une pression externe P,, ainsi qu’a une température intérieure
T, et une température extérieur 7,. On suppose que le matériau constituant le tube
est isotrope obéissant a une loi de comportement thermoélastique linéaire de module
d’Young F, de coefficient de Poisson v et de coefficient de dilatation a. C’est le cas,
par exemple, d’un pipeline posé au de 'océan, soumis a la pression de l'eau et a la
température de ’eau et pompant sous pression un mélange (en négligeant la convention,
en affectant la température des fluides aux parois). On négligera le poids propre du tube.
Sous ces conditions, en se plagant en systeme de coordonnées cylindriques, les symétrie
du probléme nous permettent de faire 'hypothese que le probleme est indépendant des
variables angulaires 0 et axiales z et que le champ de déplacement est de la forme u =
u(r)e,.
Déterminer les champs de température, de déplacement, de contrainte et de déformation
dans le tube.
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@ Correction exercice Elasticité 2 : Pipeline

On résout un probléme de thermoélasticité. En négligeant la contribution mécanique dans
I’équation de la chaleur Equation 13.2, le couplage thermo-mécanique est un couplage
faible. On commence donc par résoudre le probléme de thermique.

. aT =
pCT = pC (E—i—ﬁ-VT) =r+divk VT
En stationnaire, sans apport volumique, pour une conductivité constante, le probléme se
réduit & : AT = 0.

_82T+187T+l82T+82T

S or2  ror  r20602 0 022

T ne dépendant que de r, on note 7" = %—f et on en déduit :

AT

AT =T" + r

r

rT” +T =0
rT’ = cste

T=aln(r)+b

ou a et b sont des constantes d’intégration. On utilise alors les conditions aux limites
T(R;) =T; et T(R,) =T, pour déterminer les constantes d’intégration :
In(r/R;)

T(r)= (T, - Ti)m +T;

On peut maintenant aborder le probléeme mécanique. Le déplacement radial v ne dépen-

dant que de 7, on note v’ = %.
T

Pour calculer la déformation, on commence par calculer le gradient du déplacement :

Ou, 1 <8ur _ > ou,.
687* { 880 Yo é?z v 0 0
(% U U u
v = | Q4 1 (9u > Oug | _ %
@=1% 7 ( 20 ") oz r
ou, 10u, Ju, 0 00
or r 00 0z

d’ou, sous I’hypothese des petites perturbations

(Vi+VTa) = | 0

N | —
o3 |go
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En utilisant la loi de comportement, on peut calculer la contrainte. Notons 07 (r) =
T'(r)—1T, la variation de température par rapport a la température du matériau au repos.
On a alors:

o, 0 0
G = ATr(E) +2ue — (3A+2u)ar = [ 0 o099 O }
0 0 o

zz

avec

Opp =

Alu” + %) + 2uu” — (3N 4 2u)adT
, U u
o9 = MNu' + ;) + 2,u; — (BA+2p)adT

0., = ANu" + E) — (BA + 2p)adT
r

On peut alors appliquer ’équilibre, en ’absence de pesanteur et en statique:

aarr 1 80r9 8Urz Orr — Ogp
or r 00 0z r
divs = ) 0% 1090 005, 0 e | _

0 00 0
7"80”7“ 190, +ZBUZZ :_ O "
or r 00 0z r

soit, en tenant de 'indépendance en 6 et z et du fait que le tenseur des contraintes est
diagonal, seule la premieére composante est a considérer :

aarr + Orr — Ogg -0
or r
d’ou
/ 2uu’ — 2uE
00T
A(u”+u—u2>+2,uu”—(3)\+2,u)oz + =0
roor or r
, u u 3N+ 2u)aa
N Dl
roor (AN +2u)r
On note A — (BA+2p)aa
(A +2p)

a2y -2

W L= Aln(r) + cste
r

par intégration

ru’ +u = Arlin(r) + cster
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Ar? Ar?

ru = — ln(r)—74 +Br*+C
soit 4 4 o
w=Sln(r) = =+ Br+—

ou B et C' sont des constantes d’intégration.
Pour déterminer les constantes d’intégration, on utilise les conditions aux limites.

o Pour r = R,, une pression P, €, est exercée. La normale sortante au domaine est

n = —é,, donc:

Qll

N = =0, = Pie'r

n = €,, donc:

soit

comme
A A
0, (1) = X(Alnr +2B) + 2u <§lnr +7 +B— 7«C2> — (3A 4+ 2p) adT
ou encore .
avec 1
S(r)y=A\+p)lnr+ #5 — (BN +2u) adT (r)

on détermine les constantes d’intégration B et C' :

_ RZ(S(R,) + P,) — R} (S(Ry) + P,)

7

b 2Ot o) (B2 — R2)

RIR? (S(R,) + P, — S(R;) — P)
21 (R? — R2)

C =

On vérifie que B est sans dimension et que C' est homogene & des m?.
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1 Exercice Elasticité 3 : Planéte

Soit une boule pleine isolée (sans atmosphere) et soumise a son propre champ de grav-
itation. Si g désigne le module de l'accélération de la pesanteur a la surface de la

boule, les forces de volume en tout point M de la boule, en coordonnées sphériques,

sont f— —&e ol R est le rayon de la boule, O son centre, r = OM et p la masse

volumique de la substance la composant.
Dans I’hypothese des petites déformations élastiques, déterminer le champ des déplace-
ments.

@ Correction exercice Elasticité 3 : Plancte

Le domaine a considérer est une boule et le chargement qui lui est appliqué est une
force volumique radiale, ne dépendant que de r. Par raison de symétrie, en systéme de
coordonnées sphériques, on fait donc ’hypothese que le champ de déplacement est radial
et ne dépend que de la variable r, c’est-a-dire u = u(r)é€,..

u ne dépendant que de r, on note v’ = % Pour calculer la déformation, on commence
par calculer le gradient du déplacement :

- Ou, 1<8ur ) 1( 1 Ou, ) 7

or r\ 06 r \sinf dy e v 0 0
v | e 1(3%+u> 1( 1 aw_cot(,u> 1o %o
R B T " r sm@@cp ® - L

du,, 1 0u, 1 Oupg o 0 0 -~

Lo v v *smea*m ot )

d’ou1, sous I’hypothese des petites perturbations

v 0 0

_ 1 u
E=-(Vi+V™a) = | 0 - 0
2 "
0 0 -
,

En utilisant la loi de comportement, on peut calculer la contrainte :

_ o, 0 0
o= MNr(E) +2uz = 0 o O
0 0 o,

avec
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On peut alors appliquer 1’équilibre en statique, soit:

dive — %8, =0
avec
8Urr 1 80'7,9 1 ao"’"ﬂ 1 (2 + t 9)
- —(20,, —0yy — 0O 0,4 CO
or r 00 rsinf 8g r " 00 e 0
0 10 1 o 1
Tor 4 ~%%00 i + = ((099 — UWP) cot @ + 30r9)

diveg =
i 87“8 r 608 rsinf 6% r
Opr 10040 1 Tpp 1
- = (2
or + r 00 + rsinf Op + r ( %o, OO+ 30”")

soit, en tenant de l'indépendance en 6 et ¢ et du fait que le tenseur des contraintes est

diagonal, seule la premieére composante est a considérer :

9o, n 20, —0gg — Oy _ pgr
or r R
d’ou )
A <u” pol 2u2) + 2uu” + 2 (2M’LL/ — 2,u2> — P
r r r r R
! u pgr

u
V4 27 _ 27 -
v r 2 R(A+2u)

P9 .
On note A = ————— soit
R(A+2p)
/
(u’ + 2E> = Ar
r
par intégration
,au Ar?
u 4+ 2— = —— + cste
r 2
A
r2u’ + 2ru = - + cster?
2 Ard 3
r“u = —— + cster® + cste
soit .
A C
uw= 2 +Br +—
r

10
ou B et C sont des constantes d’intégration. Pour déterminer les constantes d’intégration,

on utilise les conditions aux limites.

o Pour r =0, on a par raison de symétrie sphérique, u(0) = 0, donc C' = 0.
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o Pour r = R, la normale sortante est 7 = €,., la surface est libre de charges, donc
on =0, soit g,,.(R) =0
et

AR? 5\ + 6
10 3A+2u

On vérifie que B est sans dimension.
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Part V

Introduction a la mécanique des fluides
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Ce court chapitre a pour but d’introduire la loi de comportement d’'un fluide newtonien et
I’équation de Navier-Stokes qui en découle. Il s’agit d’une courte introduction au cours de
mécanique des fluides qui est dispensé en premiere année a SeaTech.
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14 Loi de comportement en mécanique des
fluides

En mécanique des fluides, la loi de comportement est définie par une relation entre la contrainte
de cisaillement et le gradient de vitesse (Figure 14.1). Comme en mécanique des solides, on
peut définir une multitude de lois de comportement, linéaires (comme pour I’eau), non-linéaires
(comme pour le sang), a seuil (comme pour la peinture), ...

Fluide a seui
Fluide fluidifiant
Newton
Fluide

épaississant

du
dy

Figure 14.1: Lois de comportements en mécanique des fluides
On note D le tenseur des vitesses de déformation tel que :
D= (Vi+ (Vo))

ou ¥ représente le champ de vitesse.

Pour un fluide newtonien, la contrainte de cisaillement est proportionnelle au tenseur des
vitesses de déformation, si bien que la loi de comportement reliant la contrainte au tenseur des
vitesses de déformation s’écrit :
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! Loi de comportement d’un fluide Newtonien

7= —pl+\Tr (D) T+ 2u§

ol A et p sont les coefficients de viscosité (a ne pas confondre avec les coefficients de
Lamé!) et p est la pression.
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15 Navier-Stokes

On appelle équations de Navier-Stokes, I’équation de continuité et I’équation de conservation
de la quantité de mouvement pour un fluide newtonien. Partons donc de I’équation d’équilibre

py = dive + f
On exprime la contrainte pour un fluide newtonien :

dv - = -
pd—: — div (—pl AT (D) T+ 2MD> +f
On exprime le tenseur des vitesses de déformation en fonction du champ de vitesse :

—

p% = div (=pI ) + div (Adiv) T + div (u (V3 + (V9)")) +

ou encore :

a" —
p (871; +Vu- 5) = —Vp + AV (divd) + p div (V8) + p div (VD) + f

ov

pgmw.ﬁ:—vp+(A+M>V(dm>+udw(w)+f

! Bquations de Navier-Stokes compressible

% + div (pt) =0

ov

pa—i—pVUMﬁ:—Vp+()\+u)V(divﬁ)+uA6+f

Dans le cas ou le fluide est incompressible, comme 'eau, ’équation de continuité se réduit a
divv = 0, si bien que les équations de Navier-Stokes deviennent :

! Equations de Navier-Stokes incompressible

divi =0
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v \Y .

P ivev=—L A+l

ot P P
ou v = — représente la viscosité dynamique.
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16 Exemple : Ecoulement de
Couette-Poiseuille plan

On considére ’écoulement d’un fluide incompressible et newtonien, de viscosité dynamique v
et de masse volumique p. Les équation de Navier-Stokes incompressible s’écrivent alors :

vy, Ovy | Ovy _
Or, Ory Oy
vy vy vy ovy 10p f4 0%v,  0%v, 0%y
T A R S R [t ¢ ¢
ot 0xy 0x, O0xq pox, p Oxy Ox;  0x3
Oy Oy O 100 fy (O Oy O,
ot 0xy 0x, 0x4 pOxy p Oxy Oxrs  Oxj
Ovs Ovs O0vg Ovg 10p  fg 0%vy  0%vy 0%y
Vig— U=+ Ugo—= =———— v 2 2 2
ot 0x, O0xy O0xs pOxs  p Oxy Ox;  0x3
L’écoulement de Couette-Poiseuille plan (v5 = 0 et o 0) est un écoulement stationnaire
T3
0
— = 0), confiné entre deux plaques paralleles distantes de h (v, = 0), dont I'une est immobile
ot 2

tandis que l'autre est animée d’une vitesse constante U. Par ailleurs, on néglige la pesanteur
(fi = fy=f3=0). On a donc :

0
o _
0xy
ov, 1 0p 0%v, 0%y
it S SR
Loz, p Oy oz 0z3
1 0Op
0=——-—
p Oz,
1 Op
0= —— £
p O3
0 0 0
Comme 9 _ 9P _ 0, on en déduit que p = p(xy). De plus, comme 9% _ 0, on en déduit
0x,  Ozg xq
. . 0%v, 1 dp N .
que v; = v;(xy). Soit par intégration de v——5 = ———, avec les conditions aux limites
Oxs p 0z,
v1(0) =0 et vy(h) = U , on obtient finalement :
1 dp T
vy (3y) = ;871:1332(:32 —h)+ Uf
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Ainsi, en fonction du gradient de pression (Figure 16.1), on retrouve tous les cas particuliers
de I’écoulement de Couette-Poiseuille plan.

s U-0 DSt v
A >
] | I
| 1 dp
Cas U=0 : Poiseuille Cas p=cste : Couette Cas Mixte avec d_>0
- X
plan, profil parabolique plan, profil linéaire !

Figure 16.1: Ecoulement de Couette-Poiseuille plan
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