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Introduction

Les tsunamis d'ampleur sont des phénomènes rares mais dont les conséquences humaines et économiques
peuvent être désastreuses. Les événements récents de 2004 en Indonésie et de 2011 au Japon illustrent de tels
dégâts. Le premier a coûté la vie à plus de 250 000 personnes et détruit de nombreuses zones côtières jusqu'à
plusieurs milliers de kilomètres de la zone de génération comme la côte sud du Sri Lanka. Le second, au
bilan humain moins lourd, a un coût estimé de l'ordre de plusieurs billons de dollars et a causé un accident
nucléaire important. Ces événements montrent tout l'enjeu de bien comprendre ce phénomène aussi bien
dans sa phase de génération, de propagation que d'impact.

Un grand pas a été fait ses vingt dernières années avec notamment la mise en évidence de comportements
dispersifs importants, dans certaines conditions de propagation, mais beaucoup reste à faire notamment dans
l'étude de la phase de génération et d'impact. L'écho de l'accident de Fukushima fut particulièrement impor-
tant en France métropolitaine, qui compte quelques centrales nucléaires en zone côtière, et a donné naissance
au projet TANDEM (Tsunamis en Atlantique et MaNche : Dé�nition des E�ets par Modélisation) �nancé
par l'Agence Nationale pour la Recherche dans lequel s'inscrit cette thèse. Ce projet comporte 4 volets. Le
premier vise à valider les modèles utilisés pour les di�érentes phases d'un tsunami via des cas de références,
ainsi que sur de nouveaux cas pertinents. Le second a pour but d'évaluer les incertitudes associées, aussi
bien au niveau de l'estimation des sources, qu'aux di�érents paramètres associés aux simulations numériques
d'événements. La troisième et la dernière partie ont pour objectifs de reproduire la catastrophe de 2011 au
Japon pour laquelle de nombreux relevés sont maintenant disponibles et d'appliquer toute la méthodologie
mise en place pour une étude de risque sur la côte atlantique et manche française. La contribution de cette
thèse s'inscrit principalement dans le premier et le troisième volets du projet.

Les travaux présentés dans ce manuscrit visent à modéliser toute la vie d'un tsunami pour une source
donnée et à étudier l'impact des vagues sur des structures. La grande disparité d'échelles de ce phénomène
implique deux voies de modélisation possibles. La première est d'élaborer un modèle su�samment simple
pour être utilisable sur les grandes échelles de propagation, mais néanmoins su�samment bien posé pour
donner des ordres de grandeur cohérents en zone côtière, siège de phénomènes à échelles beaucoup plus
réduites. La physique en zone côtière étant particulièrement complexe, avec par exemple des déferlements de
vagues et des interactions avec des structures, les hypothèses à e�ectuer pour une modélisation globale sont
particulièrement délicates. La seconde approche possible est le couplage de di�érents modèles plus spécia-
lisés, permettant dans leurs zones respectives, d'être moins contraints en hypothèses réductrices. Les deux
approches sont étudiées via l'élaboration ou la considération de modèles adéquats. Pour e�ectuer,in �ne , un
couplage qui permette une éventuelle plus value par rapport aux modélisations globales, un modèle capable
de représenter �nement des impacts de vagues est considéré et étudié.

Ce manuscrit se divise en dix chapitres dont le premier a pour but de donner une vue d'ensemble des
tsunamis, notamment en terme de mode de génération, de propagation et d'impact en zone côtière. Cette
partie donne un aperçu des phénomènes physiques propres à chaque phase et des échelles caractéristiques
associées. Elle permet aussi de voir quels modèles sont à considérer pour modéliser plus ou moins �nement
chaque phase. Des modèles, cohérents avec ces phénomènes, sont ensuite sélectionnés ou élaborés dans
les trois chapitres qui suivent. Le premier présente la dérivation de modèles adéquats pour la phase de
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propagation et éventuellement de l'envahissement simpli�é en zone côtière. Le second vise à étudier un des
modèles les plus complets pour étudier cette phase et à proposer une modi�cation permettant de représenter
approximativement la dissipation d'énergie lors de déferlements. Le troisième est consacré à la description
de modèles multi-phases capables de représenter �nement un déferlement ou des impacts violents sur des
structures.

Le cinquième chapitre présente principalement les méthodes numériques utilisées pour résoudre les mo-
dèles sélectionnés. Le sixième chapitre est consacré à l'étude du problème numérique dit �Bas Mach� rendant
à l'heure actuelle la résolution de modèles compressibles très délicate à tous les régimes. Cette di�culté nu-
mérique nous concerne principalement pour la résolution du modèle diphasique compressible sélectionné
pour étudier les impacts de vagues sur des structures. Le septième chapitre présente la méthode de maillage
adaptatif utilisée dans cette thèse pour réduire les temps de résolution, et quelques améliorations e�ectuées.

Le chapitre huit présente des applications numériques des modèles globaux de propagation et d'envahis-
sement avec des cas tests académiques et réels, tel que le tsunami du Japon de 2011. Le chapitre neuf se
focalise sur les impacts de vagues et présente des applications des modèles diphasiques sélectionnés. En�n le
dernier chapitre de cette thèse présente une méthode de couplage entre un modèle global adéquat pour la
phase de propagation d'un tsunami et un modèle à vocation locale capable de prévoir �nement des impacts
ou le déferlement d'une vague.
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Le but de ce chapitre est de donner une vue d'ensemble des phénomènes physiques rencontrés dans la
vie d'un tsunami. L'identi�cation des échelles caractéristiques de la phase de génération jusqu'à la phase
d'impact à la côte permet de dégager quelques modèles adéquats qui seront étudiés dans la suite de cette
thèse.

1.1 Les tsunamis

Le mot tsunami signi�e littéralement �vague dans le port� en japonais. Ce mot vient historiquement du
fait que, les pêcheurs qui partaient en mer revenaient parfois dans un paysage de désolation, alors que rien
de particulier ne s'était a priori passé en pleine mer. Évidemment, la plupart du temps, ils avaient croisé la
ou les vagues qui avaient détruit leurs côtes, mais au large la longueur d'onde du phénomène était si grande
devant son amplitude qu'ils n'avaient rien ressenti.

Pour être plus précis, on dé�nit un tsunami comme une onde ou série d'ondes gravitaires de grande
longueur, générée par un phénomène violent ou impulsif. Ces phénomènes peuvent être de natures très dif-
férentes, mais pour des tsunamis dits à risque l'énergie mise en jeu est souvent considérable. Généralement
leur longueur d'onde est comprise entre celle d'une vague de tempête (quelques dizaines de mètres) et une
onde de marée (quelques milliers de kilomètres), soit de l'ordre de la centaine de kilomètres. Cependant,
il faut garder à l'esprit que si en zone de génération l'onde initiale est très longue, elle peut se compacter
(gon�ement en amplitude et réduction en longueur d'onde), par exemple en rencontrant une bathymétrie
abrupte. D'autre part, cette grande fourchette de longueur d'onde initiale, qui dépend du type de génération,
implique d'un côté d'une borne comme de l'autre, un aspect plus ou moins dispersif des ondes.

Pour générer un tel phénomène, il faut transmettre une énergie considérable à un grand volume d'eau.
Cela arrive par exemple lorsque des plaques tectoniques en zone océanique se déplacent entre elles de ma-
nière très violente avec certains types de ruptures. On parle alors de génération de type sismique. C'est le
cas au risque le plus élevé, dé�ni généralement comme la probabilité facteur de la conséquence. Un autre
cas légèrement moins probable est celui de glissements de terrain, aussi bien sub-aérien que sous marin. Une
génération par séisme peut aussi entraîner un glissement de terrain donnant donc lieu à une génération à
sources multiples. Certains auteurs (Kirby et al. [112]) ont proposé une telle source multiple pour l'événe-
ment du Japon de 2011. En descendant dans les probabilités, les générations par des phénomènes volcaniques
arrivent parfois. Qu'ils soient situés en �anc de côte ou en zone sous-marine, ces générations font suite à
l'expulsion de gaz et de produits pyroclastiques ou encore à l'e�ondrement sur lui même du volcan. Un autre
cas est celui de l'impact d'une comète ou d'un astéroïde de taille élevée pouvant engendrer des tsunamis
majeurs. Un autre type de tsunami est le météo tsunami, généré par une large dépression ou surpression de
l'atmosphère sur l'eau.

Une fois la déformée initiale de surface libre générée, la gravité tend à ramener la surface à l'équilibre
et l'onde, ou la série d'ondes, se propage. Après cette phase de propagation le tsunami �nit par arriver sur
les côtes et va, suivant ses caractéristiques, simplement se ré�échir sur des digues de protection ou monter
légèrement sur les plages non protégées puis se retirer, ou hélas, être beaucoup plus destructeur.

Chacune de ces phases est détaillée dans les paragraphes qui suivent. Les échelles et phénomènes prépon-
dérants sont décrits et les modèles ou méthodes de prédiction généralement utilisés sont évoqués.
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1.2 Echelles caractéristiques, phénomènes prépondérants et mo-
délisation

1.2.1 Phase de géneration

Dans cette section, les di�érents mécanismes de génération de tsunamis sont décrits. Notons qu'une part
in�me de l'énergie associée aux phénomènes générateurs est transmise à la colonne d'eau pour laquelle on
peut dé�nir l'énergie du tsunami. Cette part ridicule a tout de même pour ordre de grandeur 1016J (Lay et
al. [121]) pour un événement de grande ampleur (comme le tsunami de Sumatra de 2004), ce qui correspond
tout de même à l'explosion de2Mtonnes de TNT ou encore 100 bombes �A� telle que celle lâchée sur
Nagasaki pendant la seconde guerre mondiale.

1.2.1.1 Génération sismique

Cet événement correspond au risque tsunamique le plus élevé. Cela arrive lorsque des plaques tectoniques
en zone océanique se déplacent entre elles de manière très violente. La lithosphère de notre planète est en e�et
composé de plusieurs plaques qui se chevauchent dans des zones que l'on appelle zones de subductions. Ces
plaques se déplacent entre elles généralement de quelques centimètres par an. L'adhérence entre les plaques
est parfois telle qu'une zone de blocage se crée pendant un certain temps. Lorsque la contrainte dépasse un
seuil critique, des ruptures locales libèrent le mouvement et les plaques rattrapent le chemin non e�ectué
depuis le blocage (ou au moins une partie). Selon le déplacement, la forme, la taille et la zone de rupture, cela
génère des ondes sismiques plus ou moins intenses et parfois (heureusement rarement) un grand déplacement
d'eau donnant naissance à un tsunami. Les principaux paramètres associés aux générations sismiques sont
la géométrie (généralement de l'ordre de quelques dizaines à centaines dekm), la direction du déplacement
(plus ou moins horizontale), la vitesse de rupture (dé�nie le long de la croûte) de l'ordre de0:1 à 10km=s et
le temps de déplacement (généralement de l'ordre de quelques dizaines à centaines de secondes). Notons que
des vitesses de rupture plus faibles sont possibles selon Kanamori [102]. Pour plus de détails sur l'e�et des
paramètres cinétiques des ruptures tsunamiques, le lecteur peut se référer à Dutykh [63] ou Le Gal [122].

Pour estimer la déformation du fond pour un événement donné, il faut inverser les données dont on dispose
comme les relevés sismiques ou/et le déplacement de surface libre (souvent obtenu grâce à des balises GPS).
Il faut en premier lieu retrouver les caractéristiques principales de la rupture : l'énergie associée (corollaire
de la magnitude du séisme) et les caractéristiques géométriques (comme l'angle de �glissement� et le volume
déplacé), voir par exemple Shao [202]. Il faut ensuite déterminer la déformée du fond. La méthode la plus
connue est celle d'Okada [168] basée sur l'hypothèse d'élasticité linéaire sur un espace homogène. Comme
les ruptures ne sont en fait pas globales, pour obtenir une meilleure description de la déformée du fond,
cette méthode peut être appliquée à plusieurs sous volumes (i.e. plusieurs sous ruptures), voir par exemple
Satake et al. [192] pour le cas du Japon 2011. Ensuite, on suppose souvent que le mouvement du fond est
su�samment rapide (par rapport au déplacement de l'onde), pour être supposé instantané, et la déformée
du fond est directement appliquée à la surface libre. On peut aussi utiliser un modèle en eau peu profonde
contenant un terme de bathymétrie avec dépendance temporelle lorsque l'hypothèse de mouvement rapide
ne peut être retenue.

Pour plus de détail sur la modélisation de la déformation du fond, le lecteur peut par exemple se référer
à Dutykh et Dias [64]. Pour la modélisation du transfert entre le mouvement du fond et la surface libre, le
lecteur peut par exemple se référer à Dutykh [63] ou encore à Le Gal [122]. L'ordre de grandeur des tsunamis
d'origine sismique en zone de génération est de quelques centimètres à quelques mètres en amplitude pour
des longueurs d'ondes de quelques dizaines à une centaine de kilomètres.
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1.2.1.2 Génération par glissement de terrain

Un autre cas un peu moins probable est celui d'un glissement de terrain aussi bien sub-aérien que sous
marin. Ce type de génération est généralement plus localisé et donne lieu à des inondations extrêmes, mais
plutôt locales. Cependant, pour des glissements colossaux comme par exemple celui d'une partie d'une île des
Canaries étudié par exemple par Abadie et al. [1], cette notion d'impact seulement �local� est évidemment
fausse. Généralement les amplitudes de vagues sont supérieures au cas sismique, et à l'inverse, les longueurs
d'ondes sont inférieures et induisent des e�ets dispersifs souvent moins négligeables. Pour des générations
violentes, la modélisation se base sur le modèle de Navier-Stokes avec prise en compte de mouvements solides
(cf. par exemple Abadie et al. [1] pour un cas réel et Marcer et al. [147] pour un cas académique illustré en
�gure 1.1). Pour des glissements plus mesurés la modélisation suit les équations d'Euler irrotationnel (résolues
par la méthode des éléments de frontières,cf. par exemple Grilli et Watts [86]) ou le modèle en eau peu
profonde de Boussinesq (ou de Saint-Venant) avec bathymétrie variable dans le temps (cf. Duthyck et Kalisch
[65] pour une comparaison de ces modèles en eau peu profonde). Compte tenu des non linéarités associées
à ce type de génération, il serait intéressant d'utiliser le modèle de Serre-Green-Naghdi avec bathymétrie
dépendante du temps pour améliorer les prévisions du modèle de Boussinesq (faiblement non linéaire) et
obtenir des temps de calcul plus réduits que le modèle de Navier-Stokes ou Euler irrotationnel.

(a) Début du glissement. (b) Mileu du glissement.

Figure 1.1 � E�et d'un glissement d'un bloc sur un plan incliné sur la colonne d'eau. Images extraites de
Marcer et al. [147]

1.2.1.3 Génération volcanique

En descendant dans les probabilités, les générations par des phénomènes volcaniques arrivent parfois. Pour
un volcan situé en �anc de côte, une coulée conséquente peut s'apparenter à un glissement de terrain évoqué
précédemment. Un cas plus propre au volcan est celui de l'expulsion de gaz et de produits pyroclastiques
dans une zone sous marine. L'e�ondrement du volcan sur lui même est aussi un cas possible. Ces derniers
événements nécessitent des modèles multi-phases avancés.
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1.2.1.4 Génération par impact d'astéroïde

Un autre cas, aux échelles de temps (heureusement) très grandes, est celui de l'impact d'un astéroïde ou
d'une comète. Ce type de génération peut engendrer des tsunamis majeurs pour des objets de grande taille.
Comme les deux tiers de la Terre sont recouverts par de l'eau, il est plus probable qu'un tel objet �nisse
dans l'eau. La taille de ces objets peut atteindre quelques kilomètres de diamètre pour des vitesses de l'ordre
de 20km/s. Les simulations de ce type d'impact montrent que des vagues très hautes, de plusieurs centaines
de mètres voir plus, peuvent être générées mais que leurs longueurs d'ondes sont assez courtes pour les
faire déferler rapidement (une illustration est donnée en �gure 1.2). Pour simuler ce type de génération, des
modèles multi-phases compressibles sont nécessaires. Il existe cependant des formules analytiques approchées
de déformation initiale de la surface libre. Le lecteur peut se référer par exemple à Glimsdal et al. [76] et
Abramov et al. [4] pour plus de détails sur ces événements.

Figure 1.2 � Déformation du sol (en rouge) et de l'océan (en vert) après impact d'un géocroiseur de 1km
de diamètre selon une simulation de Glimsdal et al. [76] d'où cette image a été extraite. L'objet est supposé
impacter la surface libre à 22km/s dans une profondeur océanique de 4km. Les �vagues� générées mesurent
ici environ 5km de haut.

1.2.1.5 Génération par phénomènes météorologiques

Un autre type de tsunami est le �météo tsunami�, généré par une forte et large dépression ou surpression
de l'atmosphère sur l'eau. Ces tsunamis sont généralement de faible ampleur. Le lecteur peut se référer par
exemple à Monserrat et al. [161].

1.2.1.6 Bilan

Les phénomènes de génération de tsunamis sont complexes et variés.
En se concentrant sur les événements à risque élevé, la modélisation des glissements de terrain semble

accessible avec des modèles relativement simples, comme celui de Saint-Venant ou de Serre-Green-Naghdi
avec bathymétrie variable dans le temps, dès lors que le mouvement du �bloc glissant� peut être estimé. Le
modèle de Navier-Stokes avec considération des solides en mouvement permet d'aller plus loin si nécessaire.
Un point qui semble encore très délicat à modéliser est les forces de contact entre le �bloc� en mouvement et
le sol. D'autre part, on parle jusqu'ici de �bloc� mais le glissement de terrain peut être un amas granulaire
dont la rhéologie est particulièrement di�cile à appréhender. Le cas des générations dites sismiques pourrait
mériter de revoir l'hypothèse d'élasticité linéaire d'Okada pour prévoir les ruptures et déplacements du sol,
compte tenu des forces et vitesses misent en jeu. Notons cependant que cette méthode a largement fait ses
preuves.
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1.2.2 Phase de propagation

1.2.2.1 De la source à la côte

On dé�nit la phase de propagation d'un tsunami du moment où la génération est terminée, jusqu'à
l'arrivée de la vague à la côte. Pour analyser à quels types de phénomènes nous avons à faire, il est utile
d'introduire quelques notations. On note �a� l'amplitude de la vague, � � � sa longueur d'onde et h0 la
hauteur d'eau au repos. On verra, dans le chapitre 2, que la propagation des tsunamis est caractérisée
principalement par � = a=h0 et � = h=� , qui sont respectivement représentatif du caractère non linéaire
et dispersif de l'onde. Le choix du modèle adéquat, pour représenter cette phase, dépend principalement
du caractère plus ou moins non linéaire et dispersif du tsunami étudié. Évidemment, si on considère toutes
les sources possibles de tsunamis, ces nombres sans dimension sont très variés. Il faut alors considérer un
modèle avec peu d'approximations, comme par exemple les équations d'Euler incompressibles. Ce modèle est
cependant extrêmement coûteux à résoudre et ne peut pas à l'heure actuelle être considéré. Heureusement,
en se concentrant sur les événements les plus à risques, on peut estimer que pour les tsunamis d'origine
sismique on a� � 1 à cause au gon�ement à la côte et� << 1. Pour les tsunamis dus à des glissements
de terrain, � � 1 potentiellement dès la génération, et� < 1. Comme � est toujours relativement petit
dans ces cas, on peut obtenir des modèles représentatifs dit en eau peu profonde beaucoup plus simples que
les modèles généraux comme celui d'Euler. Parmi ces modèles, il y a celui de Saint-Venant (non linéaire
et non dispersif), de Boussinesq (faiblement non linéaire et faiblement dispersif) et de Serre-Green-Naghdi
(non linéaire et faiblement dispersif). Aussi, grâce à quelques subtilités lors de la dérivation de ces modèles
faiblement dispersifs, il est possible d'améliorer légèrement leurs relations de dispersion dans le cas linéaire
(cf. les travaux de Madsen [145] par exemple). Il est aussi possible d'aller plus loin en prenant en compte des
termes dispersifs d'ordre plus élevés, mais cela complique fortement les modèles pour un gain de précision
assez faible compte tenu des nombres sans dimension précédents. Ces modèles permettent globalement de
simuler avec une bonne précision la phase de propagation loin des côtes.

Remarque 1. Le modèle de Saint-Venant est souvent nommé dans la littérature modèle �Non Linear Shallow
Water� (NLSW). Il est possible d'utiliser sa version linéaire dans les cas où le gon�ement du tsunami en
zone côtière est faible et que les vagues en zone de génération sont de faibles amplitudes. Le modèle de
Boussinesq est le plus utilisé à l'heure actuelle. Il semble cependant important de noter que ce modèle a un
sérieux défaut : il ne respecte pas l'invariance Galiléenne. Son utilisation importante vient du fait qu'il est
plus simple à résoudre que celui de Serre-Green-Naghdi. Compte tenu de sa généralité, ce dernier a reçu une
attention très grande des numériciens ces dernières années (cf. par exemple Khakimzyanov et al. [110]). Il
est cependant très di�cile d'obtenir une convergence en maillage pour des cas réels multi-D à cause de son
coût de résolution. Une méthode récemment proposée par Favrie et Gavrilyuk [68] semble prometteuse sur ce
point et est étudiée dans cette thèse au chapitre 3.

Nous avons jusqu'ici parlé de non linéarité au sens de la structure initiale de la vague ou de son gon�ement
en zone côtière. Un cas extrême est que �le tsunami� déferle. Pour être plus précis, il arrive qu'une vague
initialement très stable, c'est à dire d'une grande longueur d'onde et faible amplitude, se transforme en sous
vagues à cause de la dispersion : on parle parfois de désintégration du soliton (voir �gure 1.4). La forme de la
bathymétrie a aussi son rôle, car elle agit sur le gon�ement et doncin �ne sur la déstabilisation. On illustre
en �gure 1.3 un tsunami déferlant. Du point de vue modélisation, ce cas est très complexe. D'une manière
générale, on se heurte à la compréhension assez réduite des scienti�ques de la turbulence1 qui ici joue un
rôle determinant notamment en terme de dissipation d'énergie de la vague.

Pour des modélisations sur des grands domaines, seuls les modèles de type eau peu profonde, comme ceux
évoqués précédemment, sont envisageables. Pour ces modèles les approches les plus utilisées pour prendre en
compte la turbulence, ou au moins ses conséquences, sont basées sur l'introduction de termes dissipatifs de
type viscosité (turbulente), analogue à l'approche RANS (Reynolds Averaged Navier Stokes). La di�culté

1. Une phrase attribuée ( cf. [149]) à Heisenberg illustre cela :�When I meet God, I am going to ask him two questions : Why
relativity ? And why turbulence ? I really believe he will have an answer for the �rst�.
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Figure 1.3 � Déferlement du tsunami de Sumatra (2004). La �gure du haut correspond au tsunami appro-
chant l'île de Koh Jum et la �gure du bas l'arrivée sur une plage Thaïlandaise. Ces images sont extraites de
Madsen et al. [144].

est alors de fermer le modèle, ce qui implique généralement l'introduction de beaucoup de termes empiriques.
Une autre approche assez utilisée est de se servir d'un choc du modèle de Saint-Venant pour représenter le
déferlement. Les solutions faibles de ce modèle induisent en e�et une perte d'énergie mécanique. Il est assez
fascinant que cette perte d'énergie soit assez bien représentative de celle engendrée lors d'un déferlement.
L'avantage de cette approche est que quasiment aucun terme de calibration n'est nécessaire. Une dernière
approche plus récente et peut être la plus prometteuse en terme de précision par rapport au nombre de
paramètres empiriques introduits, est basée sur la prise en compte des e�ets rotationnels dans les modèles.
On a alors accès à des informations importantes pour envisager la modélisation de la turbulence et par voie
de conséquence la dissipation associée au déferlement. Le lecteur est renvoyé au chapitre 3 de ce manuscrit
où ces approches sont plus détaillées.

Il est parfois nécessaire de considérer d'autres phénomènes lors de la propagation sur de grandes distances
(plusieurs milliers de kilomètres), comme par exemple la force de Coriolis (cf. par Lannes [119]). On peut
aussi se demander si les e�ets visqueux ont un rôle important dans la propagation. Il est en fait possible
de montrer que l'ordre de grandeur de la dissipation d'énergie associée aux e�ets visqueux est extrêmement
faible pour un tsunami devant son énergie totale, ce qui permet de la négliger. Le lecteur peut par exemple
se référer à Mei et al. [154] pour une estimation des ordres de grandeur.
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Figure 1.4 � �Désintégraton� d'une onde. Les e�ets dispersifs génèrent des �sous-ondes� lors de la propaga-
tion d'une onde unique initiale sur une distance conséquente. Cette image est extraite de Tissier et al. [217]
et correspond à une simulation d'une onde longue d'amplitude de 2m et de période de 780s par 20m de fond
(plat) avec le modèle de Serre-Green-Naghdi.

Maintenant que les types de vagues qui peuvent arriver à la côte ont été détaillés, nous allons passer à la
description de la dernière phase de la vie d'un tsunami : son impact en zone côtière.

1.2.2.2 Bilan

La propagation des tsunamis sur de grandes échelles peut être modélisée par des modèles de couche
mince, compte tenu de leur longueur d'onde devant la profondeur océanique. Le modèle de Saint-Venant
est souvent su�sant mais il est parfois nécessaire de considérer des modèles plus évolués, comme celui de
Serre-Green-Naghdi prenant en compte le caractère dispersif des ondes. La dérivation de ces modèles est
détaillée au chapitre 2. Le modèle de Saint-Venant sera utilisé dans cette thèse, notamment pour simuler
l'événement de 2011 au Japon (cf. chapitre 8).

Un point très délicat est la modélisation du déferlement possible de certaines vagues en zone côtière, et
de la dissipation d'énergie mécanique associée, avec ces modèles de couche mince. Un modèle de Serre-Green-
Naghdi dissipatif est proposé au chapitre 3 pour tenter de traiter ce phénomène.

Ces modèles peuvent être utilisés dans un cadre prédictif pour savoir ce qu'il peut se passer pour une
source donnée. Pour améliorer les systèmes d'alertes actuels, des travaux permettant d'accélérer la résolution
de ces modèles sont nécessaires. Un travail sur les méthodes à maillage adaptatif est proposé au chapitre 7.
D'autre part, l'étude du système approché de Serre-Green-Naghdi de Favrie et Gavrilyuk [68], va aussi dans
ce sens (cf. chapitres 3 et 8).

1.2.3 Impact et inondation

L'impact d'un tsunami dans les zones côtières commence souvent par le retrait rapide de la mer dû
à la géneration. Lorsque la ou les vagues arrivent et que des structures de protection sont érigées, il s'en
suit l'endommagement ou parfois la destruction de ces structures. Une fois ces premiers remparts passés,
l'inondation des rues et structures côtières commence. Suivant l'intensité de l'inondation, les habitations
ou zones industrielles côtières peuvent être rasées. Dès lors que certaines structures ou ancrages lâchent, le
transport des débris, allant du simple tronc d'arbre au bateau de grande taille ou morceau d'habitation,
ampli�e la destruction des structures encore en place. Quelques images sont présentées en �gures 1.5(a) et
1.5(b) pour illustrer les dégâts occasionnés par le passage d'un tsunami.
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(a) Grand bâtiment à structure en béton. (b) Grand bâtiment à structure en acier.

Figure 1.5 � E�et du passage du tsunami du Japon de 2011 en zone côtière. Photos extraites de Gakkai
[71].

Avant d'aller plus loin, on peut s'interroger sur l'intérêt pratique de l'étude de l'interaction de tel phéno-
mène avec des infrastructures. En e�et, elles n'onta priori que peu de chance de résister à des événements de
grande ampleur. Avec un peu d'optimisme, un premier argument est de se dire que l'on peut potentiellement
réussir à construire des digues de protection dans les zones les plus �importantes�, capables à défaut de
stopper le phénomène, de réduire son impact à la côte. Pour cela il faut donc bien appréhender les di�érents
types d'impact possibles sur une digue, pour imaginer comment la faire tenir au mieux. Lors du tsunami
de 2011 au Japon, de nombreuses digues dimensionnées pour résister à un tsunami ont en partie cédé, mais
rappelons que cet événement était d'une ampleur exceptionnelle et bien supérieur aux cas majorants consi-
dérés (séisme de magnitude 8.5 dans l'état de l'art). Le recul sur expérience de cet événement peut servir de
base pour savoir comment construire des digues plus résistantes.

Cela étant dit, il est impossible de construire des digues d'ampleur sur toute la côte. La priorité, lorsque
qu'un événement se produit, reste donc d'évacuer la population des zones côtières frappées. Hélas il arrive
que des tsunamis puissent être générés proche des côtes et l'évacuation à temps dans ce cas devient quasi
impossible. Une solution majeure est alors d'avoir con�ance en certains bâtiments côtiers pour permettre
à un maximum de personnes de s'y réfugier. L'interaction de tsunamis avec ce type de structure est donc
aussi un sujet à ne pas négliger dans certaines zones. D'autre part, certaines structures industrielles comme
les centrales nucléaires ont parfois besoin d'être en zone côtière, à défaut de cours d'eau interne exploitable,
car pour fonctionner elles nécessitent beaucoup d'eau. Notons que les centrales à �ssion ne peuvent pas être
arrêtées et �abandonnées� en quelques minutes si une alerte tsunamique est donnée. Les éléments �ssionnés
restent en e�et actifs ( i.e. rayonnent et chau�ent) même une fois la réaction en chaîne en leur sein stoppée.
Il est donc clair que ces centrales doivent être protégées si elles se trouvent dans une zone à risque pour
ces événements rapides. Un des aspect du projet Tandem était d'ailleurs d'évaluer le risque dans les zones
côtières où se trouvent certaines centrales françaises.

Finalement, que ce soit pour des besoins de refuge humain, pour des besoins de protection de baie en
général, ou pour des besoins de protection de zones industrielles à haut risque, il est important de bien
appréhender l'interaction d'un tsunami avec une digue et avec des bâtiments.

Sans trop empiéter sur les paragraphes qui suivent, où les choses seront abordées plus en détails, il existe
principalement 3 types d'interactions �uide-structure connus pour être capables de détruire une structure.
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Lorsqu'un tsunami envahit une zone initialement au sec, c'est généralement une lame d'eau de forme tri-
angulaire longeant le sol qui vient impacter les structures non immergées. Ce cas est relativement similaire
aux risques d'impacts liés aux ruptures de barrage. Pour des structures en partie immergées, le premier
sous cas concerne l'impact de vagues non déferlantes. Ceci se traduit par une ou plusieurs élévations du
niveau de l'eau du côté de l'arrivée du tsunami par rapport au côté rivage de la digue. Lorsque l'amplitude
et la longueur d'onde de l'impacteur sont su�samment grandes, la vague passe par dessus la digue jusqu'à
éventuellement créer un ressaut hydraulique. Notons que le terme impact est quelque peu abusif ici, car la
poussée maximale met un certain temps pour être atteinte. Pour �nir, l'impact d'une vague déferlante est
aussi un cas important. Plusieurs sous cas se dégagent de cette catégorie : la vague qui va déferler et la vague
qui a déferlé depuis un certain temps et qui constitue donc un rouleau.

Dans la suite, ces cas sont détaillés et les modèles minimums pour pouvoir prévoir les forces mises en jeu,
et donc la tenue des structures, sont évoqués. Pour plus de détails sur les formules empiriques données, le
lecteur peut se référer à Yeh [234].

1.2.3.1 Submersion

Considérons le cas d'une onde longue non déferlante arrivant sur une digue en partie immergée. Si la vague
a une amplitude et une longueur su�samment grandes, elle �nit pas passer par dessus la digue. Une sorte de
ressaut se forme alors derrière la digue et la variation de hauteur d'eau amont-aval sur la digue induit une
force quasi-statique pouvant déplacer la digue. Aussi des e�ets hydrodynamiques augmentent cette poussée.
Ce cas est potentiellement accompagné d'une déstabilisation des fondations de la digue. La déstabilisation
des fondations reste cependant très di�cile à mettre en évidence car elle nécessite une modélisation �ne de
l'écoulement dans un milieu à grains (de l'enrochement qui sert souvent de support à la digue au sable sur
lequel tout cela est posé). Des expériences seraient intéressantes pour étudier ce cas complexe. Négligeant
ce phénomène non systématique, la modélisation du ressaut ne nécessite pas en première approximation de
modèles complexes. En e�et le modèle de Saint-Venant permet de reproduire l'écart de hauteur induite par
un ressaut de manière relativement précise. Pour une description plus précise, un modèle hydrostatique avec
prise en compte de la vorticité permet d'améliorer la description d'un ressaut, le lecteur pourra se référer a
Richard [185] pour plus de détails sur cette approche plus évoluée.

Pour prendre en compte les e�ets hydrodynamiques, on peut s'appuyer sur des formules empiriques
comme celle de Morison :

Fmor = 0 :5� eau Cd � A � u2 (1.2.1)

avec Cd le coe�cient de traînée généralement compris entre1 et 2; � A� correspond à l'aire de la structure
projetée dans le plan normal à la direction de l'écoulement et �u� correspond à la vitesse en amont de
l'interaction �uide-structure.

Il est aussi important de considérer la poussée d'Archimède (verticale) que la structure subie :

FArchi = � eau � g � Vdéplac é (1.2.2)

Ce cas de submersion est illustré en �gure 1.6. Selon Arikawa et al. [9], lors de l'événement de 2011 au
Japon, la digue du port de Kamaishi a cédé principalement à cause de l'écart de hauteur d'eau entre l'amont
et l'aval de la structure. Leur étude, basée sur une expérience à échelle réduite, a été e�ectuée pour mettre
en évidence les e�ets prépondérants dus au passage d'une onde longue sur une digue. On propose au chapitre
8 de véri�er cette proposition dans des conditions moins idéalisées sur la digue de Kamaishi.
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Figure 1.6 � Passage d'une onde longue au dessus d'une �digue�. Cette image est extraite de Arikawa et al.
[9] qui ont e�ectué une expérience à échelle réduite de ce type submersion d'une digue par une onde longue.

1.2.3.2 Lame d'eau

Ce cas concerne les structures non immergées. Lorsque le tsunami �nit par envahir le rivage, sa forme
est généralement quasi triangulaire. Ce cas est illustré en �gure 1.7. Chaque structure rencontrée subit au
moment de l'impact une force impulsive due à la décélération locale de la �vague� . Ce type d'impact peut
être assez violent. La pression peut largement dépasser la pression hydrostatique ce qui rend les modèles
de Saint-Venant ou même de Serre-Green-Naghdi insu�sants pour prévoir précisément la poussée (voir par
exemple l'étude expérimentale e�ectuée par Sha�ei et al. [200] illustrée en �gure 1.8). Dans la littérature ce
cas se nomme �surge�. Selon Yeh et al. [234] lorsque la bathymétrie est faiblement variable, c'est ce type de
cas qui prédomine. Il est illustré en �gure 1.7. Des formules empiriques existent pour estimer la force subie
par une structure avec ce type d'impact comme par exemple :

Fsurge = 4 :5� eau � g � h2; (1.2.3)

avec h la hauteur en amont (en zone oùh la hauteur d'eau est quasi constante). Notons que la vitesse du
�uide avant l'interaction avec la structure peut être relativement bien prédite par le modèle de Saint-Venant
(voir chapitre 5 où la résolution exacte d'une détente sur fond sec donne :u = 2

p
gh).

Connaissant grossièrement la hauteur d'eau en amont de la lame, on peut donc estimer la poussée ini-
tiale subie. Cette formule empirique peut cependant sous-estimer l'impact. De plus, comme noté par Yeh et
al. [234], la hauteur d'eau en amont est parfois délicate à sélectionner (hors cas académique de rupture de
barrage).

Une solution plus coûteuse est d'utiliser une modèle bi�uide incompressible si chaque �uide est pur. La
force à l'impact peut alors être déterminée avec précision, même si cela n'a rien d'évident et que peu d'études
présentent des résultats avec une convergence en maillage. Il existe aussi une formule analytique due à Von
Karman [228], qui s'est intéressé à la pression subie sur les �foils� d'un hydravion lors de son amerrissage.
La formule qu'il obtient pour la pression maximale, au centre de symétrie de l'impact, est :

Pmax
V K =

� eau V 2
0

2
� � arctan(� ) (1.2.4)

Avec V0 la vitesse avant impact et � l'angle entre la surface libre et la structure. Avec un changement de
référentiel l'impact du �otteur sur une surface libre peut être transposé au cas de l'impact d'une surface
libre de forme triangulaire sur une structure. Cette approche a été améliorée par Wagner pour lui donner
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Figure 1.7 � Envahissement de la côte par une lame d'eau. Cette photographie (extraite de
https ://www.telegraph.co.uk) correspond au tsunami du Japon de 2011 sur la côte nord à Iwanuma.

un domaine de validité plus étendu en terme d'angle d'impact. Cette approche est très intéressante dans un
cadre idéal pour se rendre compte de l'e�et de la forme de la lame d'eau sur la violence de l'impact. Un
écart de quelques degrés de l'angle entre la lame d'eau et la structure peut changer radicalement la poussée.
Des travaux intéressants sur la modélisation d'impact de vague avec ce type d'approche ont été e�ectués par
exemple par Mokrani [159], auquel le lecteur peut se référer (voir aussi Faltinsen [67] pour un cadre général).

A ce sujet, le cas où l'interaction est parfaitement normal (i.e. la lame d'eau n'est plus assimilable à un
triangle mais à un rectangle) a été étudié par Ma et al. [143], en considérant l'impact d'une plaque plane sur
une surface libre au repos. L'auteur a utilisé un modèle diphasique évolué (modèle de Kapila) et a montré
que si le milieu est aéré, la compressibilité des �uides, et plus précisément du mélange air-eau, doit être
considérée. Le cas pur est aussi concerné par cette assertion notamment parce que suite à l'impact une forte
onde de détente repart dans le �uide et peut localement le faire caviter. Même si en terme de dimension-
nement une description de la cavitation locale ne semble pas primordiale, on peut se demander ce qu'un
modèle incompressible donnerait dans ce cas. En suivant le raisonnement de Von Karman la pression tend
vers l'in�ni dans ce cas. Comme des simpli�cations sont e�ectuées dans son approche, des essais numériques
avec un modèle complet, à défaut de pouvoir trouver une solution analytique, seraient intéressants. Notons
que ce cas du �rectangle� impactant se rapproche fortement du cas que nous présenteront dans un paragraphe
ultérieur : une vague quasi déferlée. Aussi, si on observe la photo du cas réel de la lame d'eau envahissant
une côte japonaise, illustré en 1.7, la lame semble loin d'être pure. Si on oublie les débris pour l'instant, il
semble que cette lame soit relativement aérée. Comme la compressibilité d'un milieu aéré est beaucoup plus
élevée que celle de phases pures, il serait intéressant d'étudier l'e�et de l'aération sur un impact avec un
modèle adéquat (i.e. diphasique compressible).

Pour récapituler sur la modélisation de ce type d'interaction, on peut utiliser la formule empirique (1.2.3)
ou des formules théoriques simpli�ées découlant des travaux de Von Karman. Pour a�ner la précision un
modèle bi�uide incompressible est une bonne solution. En�n, si l'impact est su�samment violent pour sol-
liciter des e�ets compressibles , un modèle bi�uide compressible est nécessaire. Également, dans le cas d'un
mélange air-eau, compte tenu de la forte compressibilité d'un mélange (plus de détails seront donnés sur ce
point au chapitre 4), il semble inévitable de devoir considérer un modèle diphasique compressible. Dans le
cas incompressible, il est important de noter que, comme le montre la formule de Von Karman, une faible
variation de l'angle du triangle implique un forte variation de la pression d'impact (le lecteur peut aussi se
référer à Abadie et Mokrani [2] sur ce point). La géométrie à l'impact est donc à considérer avec attention
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Figure 1.8 � Envahissement d'une zone initialement sèche par une lame d'eau. Ces photographies corres-
pondent aux expériences de Sha�ei et al. [200] pour étudier l'impact sur des structures de �vagues� de type
�surge�.

pour ce type d'impact.

Une fois la phase d'impact passée, la lame contourne l'obstacle et des e�orts de traînée et e�ets quasi
statiques se mettent en place. On se retrouve alors dans une con�guration similaire au cas précèdent (type
ressaut). Pour une prévision précise, un modèle bi�uide avec modèle de turbulence adéquat peut être utilisé.

Une autre force qu'il est parfois utile de considérer dans ce cas, est l'impact des objets emportés (morceau
de structure, arbres, voitures, bateaux, etc.). Hors modèles capables de modéliser �nement ce cas, on utilise
généralement la formule empirique suivante pour déterminer la force d'impact :

Fsol = m � ustruct =(4 t) (1.2.5)

Avec m la masse de l'objet impactant, ustruct la vitesse de l'objet qui peut normalement être considérée
comme égale à la vitesse du �uide,4 t est la durée de l'impact (temps entre le contact et la force maximale).
En pratique pour des impacts sur un mur, on prend les durées empiriques suivantes :4 t = [0 :1 � 1:1]s
pour une structure en bois, et [0:2 � 0:6] pour du béton plus ou moins renforcé. Cette force peut être
utilisée en supplément des autres forces présentées dans chaque cas de cette section, même si elle concerne
principalement ce cas.

1.2.3.3 Déferlante

En se rapprochant de la côte certains tsunamis peuvent perdre leur structure initiale et mènent à une
série de déferlantes. Ce cas concerne principalement les structures de protection en partie immergées et est
particulièrement délicat à modéliser. Dans tous les cas ci dessous, la formule empirique qui est généralement
utilisée est :

Fbreaking = 0 :5� � g � Cbw � A � H 2
b (1.2.6)

avec Cbw � 2, � A� la surface apparente de l'objet et Hb la hauteur de la déferlante. On va voir ci dessous
qu'il y a en fait de grandes di�érences entre les di�érents �types� de déferlantes, ce qui encourage à être
très prudent avec cette formule. D'autre part dans le cas particulier de déferlantes avancées (i.e. rouleaux),
Tomiczek et al. [219] ont montré avec leurs expériences que ce type de formules empiriques sous estime la
poussée.
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D'une manière générale, pour tous les cas présentés ci dessous, le lecteur peut se référer aux travaux de
Bullock et al. [35].

�Flip Through� :
Il faut di�érencier plusieurs sous-événements. Le premier concerne les vagues qui vont déferler comme

illustré en �gure 1.9. Selon les expériences de Bullock et al. [35], ce cas, nommé ��ip through�, est le pire du
point de vue de la pression maximale subie par la structure. Ce cas a été étudié numériquement par exemple
par Cooker et Peregrine [45] et [46]. Il peut généralement être modélisé par un modèle incompressible basé
sur les équations d'Euler. Le lecteur peut par exemple se référer à Medina et Abadie [151], où ce cas est traité
en condition quasi réelle (i.e. avec une description de digue particulièrement représentative de la réalité) avec
un modèle bi�uide incompressible. Dans ce travail, tout comme dans les expériences de Bullock et al. [35],
des vitesses très élevées sont obtenues à l'impact. Comme des pressions potentiellement très élevées sont
également atteintes, une modélisation avec un modèle bi�uide compressible de ce cas serait intéressante.
Comme noté précédemment avec le modèle de Von Karman, le cas limite où l'impact est parfaitement
normal à la structure (très proche du �ip through) pourrait, mener un modèle incompressible vers des
résultats erronés. Une illustration de ce type d'impact est donné en �gure 1.9.

Figure 1.9 � Impact de type �ip through. Cette photographie est extraite de Bogaert et al. [29].

�Piston de Bagnol� :
Le deuxième sous-événement est l'impact d'une déferlante dans un état légèrement plus avancé que le cas

précèdent. Lors de l'impact, la courbure de la lèvre est su�samment grande pour emprisonner une grosse
bulle d'air. Ce cas est étudié expérimentalement dans Bogaert et al. [29]. La bulle principale emprisonnée est
fortement contrainte ce qui met en jeu sa compressibilité. On obtient souvent une force impulsive oscillante
due à cette bulle, le temps qu'elle s'échappe ou se désagrège. Pour une prévision précise de ce cas, un modèle
bi�uide compressible est adéquat. Des estimations de l'e�et de l'emprisonnement de �la� bulle d'air peuvent
être e�ectuées en 1D et se réfèrent dans la littérature au cas du �piston de Bagnol� (dû à ses travaux
précurseurs sur ce sujet [16]). Une étude de ce cas avec un modèle bi�uide SPH a été e�ectuée par Ra�ee
et al. [184] mais les auteurs concluent qu'une discrétisation plus �ne que celle accessible (avec des temps
de calcul raisonnable) avec leur code est nécessaire pour conclure. Une illustration de ce type d'impact est
donné en �gure 1.10.
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Figure 1.10 � Impact de type piston de Bagnol. Cette photographie est extraite de Bogaert et al. [29].

Rouleau :
Le dernier cas est celui d'une vague totalement déferlée frappant une digue semi immergée. Comme on

l'a vu dans le paragraphe traitant de la �phase de propagation� (1.2.2), certains cas de tsunamis peuvent
induire des déferlantes massives. Ce cas, sans doute le plus complexe à modéliser, est très peu présent dans
la littérature.

Compte tenu de ce que nous avons vu précédemment sur le cas du ��ip through�, considéré comme ma-
jorant en terme de pression maximale d'impact de déferlante, ce cas peut paraître à première vue secondaire.
En e�et, généralement, on considère le pire des cas pour dimensionner un objet. En terme d'étude de risque,
il faut cependant également tenir compte de la probabilité d'occurrence. A notre connaissance, pour étudier
le risque tsunami dans une zone, on procède de la manière suivante : un inventaire des potentielles sources
possibles est e�ectué, puis ces cas sont simulés avec des modèles �simples� (type Saint-Venant ou au mieux
Serre-Green-Naghdi). En se concentrant sur une zone donnée, il est alors possible de savoir grossièrement
ce qui peut se passer. Suivant le cas on peut arriver au résultat que des e�ets dispersifs seront présents et
que les tsunamis engendreront des déferlantes (suite à la désintégration des ondes mères). Si pour une zone
donnée, on peut montrer que ce cas est de loin le plus probable, alors ce cas sera le cas dimensionnant.

D'un point de vue moins appliqué, le cas d'impact de déferlante semble très intéressant. Pour aller plus
loin dans ce raisonnement, on peut aussi se dire que le cas du ��ip through� est certesa priori le pire,
mais qu'il est peu probable, car il demande que la vague soit dans une con�guration très particulière au
moment de l'impact. Il en est de même pour le �piston de Bagnol�. Selon nous, le cas des déferlantes est donc
d'une importance majeure et peut être considéré comme au moins aussi important que le ��ip through�.
Maintenant que ce cas, souvent considéré comme exotique, est justi�é, passons à la manière dont il peut
être modélisé plus précisément qu'avec la formule empirique (1.2.6). Un prérequis est d'être capable de faire
déferler une vague.

Le modèle considéré doit donc être capable de gérer plusieurs interfaces dues à la génération de macro
bulles au début du déferlement. S'en suit la destruction des macro-bulles en sous-bulles beaucoup plus petites.
Selon les expériences de Mori et al. [163] et [162], les tailles moyennes de bulles observées dans un déferlement
sont de l'ordre de0:5mm ou plus. Les bulles les plus petites ont tendance à rester en �suspension� beaucoup
plus longtemps que les plus grosses, qui remontent plus vite à la surface. En moyenne, la fraction volumique
d'air varie entre 0:1 et 0:2 dans le rouleau, mais peut localement atteindre des valeurs de l'ordre de0:5.
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Même si les déferlantes de tsunami peuvent comporter des spéci�cités, ces valeurs peuvent être considérées
a priori en terme d'ordre de grandeur aussi dans ce cas.

Un modèle bi�uide considérant chaque bulle est clairement trop coûteux à résoudre compte tenu de la
variété des échelles mises en jeu. Dans cette thèse, on propose de suivre la voie qui consiste à considérer
qu'un rouleau peut être modélisé comme un mélange diphasique (compressible). Une telle modélisation
est en accord avec les quelques expériences de la littérature des milieux aérés. Lorsque le modèle est bien
construit on retrouve notamment la vitesse acoustique de Wood véri�ée expérimentalement pour ces milieux
à bulles. Évidemment, la �nesse des modèles pour bien représenter les milieux à bulles peut aller plus loin
que cela, en considérant par exemple une bonne modélisation des pulsations des bulles du mélanges (voir par
exemple Gavriliuk et Saurel [74] et Drui [61]). Cependant, le fait d'obtenir la bonne vitesse acoustique est une
première étape, qui permet d'obtenir des modèles d'une relative simplicité. On rappelle que lorsque la bonne
vitesse acoustique est obtenue, cela permet d'être assuré que la compressibilité du milieu est cohérente. On
se restreindra à cette contrainte pour modéliser ce type d'impact.

Bien que la littérature soit assez pauvre sur l'impact de milieux aérés, on peut citer les travaux de Plu-
merault [173], Dias et al. [57], Bredmose [32] ou encore Ma et al. [142] et [143], utilisant ce type d'approches.
Hélas, comme souvent lorsque des modèles complexes sont considérés, les convergences en maillages ne sont
pas présentées en dehors d'une partie des travaux de Ma et al. [143]. Cela mis de côté, la plupart de ces
travaux s'accordent sur le fait que les pressions d'impact sont plus longues dans le temps mais réduites en
amplitude comparées au cas de �uides purs. La construction d'un schéma numérique �tous Mach robuste�
(voir chapitre 6 pour plus de détails sur ce point) nous permettra d'envisager la convergence des résultats
avec des maillages plus acceptables. Reste que ces types d'approches demeurent très coûteux en temps de
calcul sans solveurs très évolués et doit donc être réduits à quelques études ponctuelles.

Nous avons jusqu'ici discuté d'e�et compressible potentiel de ce type d'impact qu'il convient de préciser.
On verra dans la partie modélisation que des mélanges très aérés peuvent impliquer des vitesses acoustiques
de l'ordre de 20m/s pour des taux d'air de 50%. A faible vitesse (de l'ordre de 1m/s) on s'attend donc
à observer des e�ets de compressibilité �classique�. Mais pour certains rouleaux et impacts, des vitesses
particulaires plus élevées sont tout à fait probables, ce qui pourrait générer des phénomènes plus singuliers
comme des ondes de choc. D'autre part, dans le cas d'un impact d'eau pure sur une plaque (travaux de Ma
et al. [143]), de la cavitation pourrait être observée (cf. aussi Lugni et al. [137]). Une contrainte importante
en dehors de la généralité des modèles à considérer sera donc d'utiliser des méthodes numériques robustes
et en partie dédiées à ces cas critiques.

Des expériences de ce genre d'impact sont assez peu répandues dans la littérature. Les travaux expérimen-
taux de Bullock et al. [35] montrent que les mélanges aérés ont tendance à réduire les pressions maximales
atteintes, mais à allonger la durée de l'e�ort. Une question se pose alors. Qu'en est il de la force subie par
la structure ? Il est en e�et possible que localement la pression diminue, mais que sur la globalité du mur la
poussée subie soit supérieure au cas pur, ou du moins pas autant �amorti� que soupçonné. Cette interroga-
tion est en accord avec la ré�exion donnée dans Bullock et al. [35]. Ce point encourage à pousser les études
en considérant aussi l'analyse des forces. Dans le cas ou un basculement de la structure est possible, le calcul
du moment est aussi important.

Déstabilisation des sols :
Un autre cas, qui n'est jamais pris en compte et n'a, semble-t-il, pas été étudié, est celui de la déstabilisation

des sols sous vagues (tsunamique). Ce cas sort un peu du sujet des �impacts�, mais peut avoir un rôle dans la
déstabilisation d'une digue en temps long comme celle engendrée par le cas d'une submersion présentée dans
le paragraphe 1.2.3.1. Notons que, par déstabilisation des sols, nous ne parlons pas de phénomène d'érosion
de surface ou d'arrachement par le dessus d'une couche sableuse ou rocheuse, pouvantin �ne e�ectivement
déstabiliser une digue qui serait posée sur le sable, mais du phénomène dit de liquéfaction d'un milieu
granulaire. Pour plus de détail sur le phénomène d'érosion ou d'arrachement autour d'une digue lors du
passage d'un tsunami, le lecteur est renvoyé à Islam [101]. Le cas que nous évoquons se nomme liquéfaction
des sols. Les travaux de Mutlu et al. [167] considèrent ce problème sous contrainte de vagues courtes (i.e.
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vagues de vent). Il serait intéressant d'essayer de ré�échir à ce phénomène dans le cas des tsunamis et plus
particulièrement lorsqu'un ressaut se forme sur une digue semi immergée où ce phénomène semble possible.

1.2.3.4 Bilan

On a vu que les di�érents types d'impacts de tsunami sur des structures sont variés du point de vue
phénoménologique. En dehors du cas d'une submersion lente de digue (paragraphe 1.2.3.1), les vrais impacts
(au sens violent) sont délicats à modéliser.

Pour englober tous ces cas, la modélisation des impacts sera e�ectuée avec un modèle compressible
diphasique permettant de prévoir des impacts avec mélange air-eau à l'échelle macroscopique (ce vocabulaire
est précisé dans le chapitre 4) et des phases parfaitement séparées. Une des contraintes de résolution est
de pouvoir traiter la coalescence ou la séparation d'interfaces. Une autre contrainte, que l'on peut quali�er
d'ultime, est de pouvoir à partir de phases séparées �générer� un mélange dès lors que la représentation de
chaque bulle est inaccessible du point vue de précision de résolution / temps de calcul. Le respect de cette
contrainte est un sujet très délicat et ne sera donc pas respecté. Lorsqu'on voudra représenter des mélanges, il
seront imposés en condition initiale pour être simulés. On verra qu'il est possible, avec un schéma numérique
adéquat, de résoudre aussi les cas �incompressibles� avec cette approche diphasique compressible. Ceci permet
d'envisager tous les cas possibles. On verra également que dans les cas compressibles (avec ou sans mélange),
le coût de calcul est très élevé et demande pour envisager de larges études de sensibilité le développement
de solveurs élaborés.
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Chapitre 2

Modèles pour les ondes longues
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Le but de ce chapitre est de donner quelques éléments historiques sur l'évolution des modèles adaptés aux
ondes longues et de montrer comment ces modèles peuvent être dérivés. Cela permet de bien comprendre les
limites de ces modèles.

2.1 Introduction

L'étude des ondes longues remonte à bien longtemps. Une des premières théories abouties vient de Laplace
[148] quand il propose un modèle adapté aux ondes de marée. Sans décrire les avancées majeures qui ont
suivi, avec notamment les travaux de Lagrange et Poisson (le lecteur est renvoyé à [47, 49] pour plus de
détails sur ce point), l'étude des ondes plus courtes, telles que les ondes de vent, sont attribuées à Airy (en
1841 [5]) puis Stokes pour une description non linéaire proposée quelques années plus tard. Vient ensuite
en 1871 le modèle de Saint-Venant [51] permettant d'étudier les ondes non-linéaires en milieu peu profond.
Ce modèle est souvent appelé NLSW (Non Linear Shallow Water). A ce moment de l'histoire, l'existence
d'ondes solitaires mises en évidence expérimentalement par Russell en 1834 n'était toujours pas expliquée
théoriquement. Les travaux de Russell étaient alors très controversé par Airy. Il fallut attendre 1872 pour que
Boussinesq [31] explique ce phénomène avec un modèle en eau peu profonde faiblement dispersif et faiblement
non linéaire, où non-linéarité et dispersion s'équilibrent. Il posa ensuite en 1877 la célèbre équation dite de
KdV (équation redécouverte indépendamment par Korteweg-de Vries en 1895).

Ce grand pas dans les modèles en eau peu profonde fut suivi des travaux de Serre en 1953 [199] et
indépendamment de Su et Gadner [209] quelques années après (le lecteur pourra se référer à [18] pour une
dérivation plus détaillée). Leur modèle permit de prendre en compte une forte non-linéarité des ondes tout
en restant faiblement dispersif. L'extension du modèle de Boussinesq en 2D sur fond faiblement variable est
dû à Peregrine [170]. La prise en compte d'une bathymétrie quelconque pour le modèle de Serre 1D est publié
par Seabra-Santos en 1987 [198]. Le lecteur peut aussi se reporter à Cienfuegos [43] où la dérivation de ce
modèle est plus détaillée. Finalement en 1976, l'extension 2D sur bathymétrie quelconque est e�ectuée par
Green et Naghdi [82].

D'autres modèles plus perfectionnés ont par la suite été dérivés améliorant encore la validité de ces
modèles références (cf. Wei et al. [230] et Madsen et al. [145]).

En plus des papiers fondateurs, de nombreuses dérivations plus �modernes� (i.e. plus mathématiques)
de ces modèles sont proposées dans la littérature. Cependant peu d'entre elles traitent de problèmes sur
bathymétrie quelconque et beaucoup font des hypothèses non nécessaires à la dérivation (telle que supposer
une répartition hydrostatique de la pression ou faire des développements en sériea priori sans justi�cation
par exemple). Dans ce chapitre, les trois modèles de référence vont être redérivés rigoureusement à partir des
équations d'Euler en mettant en évidence les paramètres dominants des écoulements en milieu peu profond.
La procédure présentée est générale et permet de déduire les modèles simpli�és des modèles étendus. Le
premier modèle que l'on obtiendra est celui de Serre sur bathymétrie quelconque. Le second est celui de
Boussinesq sur fond faiblement variable. Pour �nir, on déduira le modèle le plus simple mais pas le moins
utile, le modèle de Saint-Venant. Ce travail de dérivation est relativement similaire à la première partie du
papier de Lannes [120] en terme d'aboutissement, mais la méthode de dérivation employée ici ne fait pas
appel à l'opérateur Dirichlet-Neumman et nécessite donc moins de connaissances en mathématiques avancées.
Les principales références sur lesquelles la dérivation qui suit s'appuie sont (hormis les papiers fondateurs
précédemment évoqués) : [75, 209, 18, 158] pour les résultats sur fond plat et [190, 43, 120] pour les cas
avec bathymétrie variable. Pour les grandes lignes, le lecteur pourra aussi se reporter à [231, 229]. Précisons
pour �nir que le modèle de Saint-Venant et de Serre-Green-Naghdi peuvent être aussi dérivés en utilisant le
principe variationnel ( cf. Miles et Salmon [156]).
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2.2 Dérivation

2.2.1 Notations

On se place en 2D pour plus de simplicité. Soient�! x le vecteur unitaire horizontal et �! z le vecteur unitaire
vertical. Le sens de�! z est choisi de sorte que les e�ets gravitaires s'expriment�! g = � k �! g k �! z . Soient u la
vitesse selon�! x , w la vitesse selon�! z , et

�!
U le vecteur vitesse dé�ni par ces deux composantes. Soientp la

pression et� la masse volumique. On noteb la position du fond et � la surface libre. Le domaine physique
étudié est 
 = R � [b; � ]. La hauteur d'eau totale est dé�nie par h = � � b � 0.

0

z

x

(x,t)

b(x,t)

Figure 2.1 � Notations.

Dans la suite on note les dérivées partielles :
@f
@g

:= f g.

2.2.2 Système de départ

Condition d'incompressiblité (div
�!
U = 0) :

ux + wz = 0 (2.2.1)

Équations de conservation de quantité de mouvement d'Euler en 2D :

ut + uux + wuz = �
1
�

px (2.2.2)

wt + uwx + wwz = �
1
�

pz � g (2.2.3)

2.2.3 Conditions aux limites

Hors précisions particulières, les variablesf u; v; pg dépendent def x; z; tg.
� Conditions en surface :

On exprime d'abord le fait qu'une particule matérielle en surface reste en surface (surface imper-
méable), d'où :

w(z = � ) =
d�
dt

= � t + u(z = � )� x (2.2.4)

De plus, en assumant que les e�ets de l'air sont négligeables, il vient que la pression dans l'air est
constante. La pression peut être dé�nie à une constante près que l'on choisit de sorte quepair = 0 .
Par continuité de la pression à l'interface �uide léger / �uide dense on a donc :

p(z = � ) = 0 (2.2.5)
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� Conditions au fond :
Cette dernière condition exprime l'imperméabilité du fond (supposé ici non dépendant du temps).

w(z = b) =
db
dt

= bt + ubx = ubx (2.2.6)

2.2.4 Equations d'Euler incompressible moyennées sur la verticale

On dé�nit une quantité moyennée sur la hauteur d'eau (h = � � b) par :

f (x; t ) =
1

� � b

Z �

b
f (x; z; t )dz =

1
h

Z �

b
f (x; z; t )dz (2.2.7)

D'autre part on rappelle la théorème d'intégration de Leibniz (f et @x;z f sont continues et
�
� (x); � (x)

�
sont

des fonctions di�érentiables dex) :

Z � (x )

� (x )
f x (x; z)dz =

� Z � (x )

� (x )
f (x; z)dz

�

x
� f (x; � (x)) � x (x) + f (x; � (x)) � x (x) (2.2.8)

Équation de masse moyennée sur la verticale :

On part de la condition d'incompressibilité (2.2.1).

ux + wz = 0

()
Z �

b
wzdz = �

Z �

b
ux dz

() w(z = � ) � w(z = b) = �
Z �

b
ux dz

()| {z}
avec (2.2.8)

::: = �
�
(
Z �

b
udz)x � u(� )� x + u(b)bx

�

()| {z}
avec (2.2.7)

::: = �
�
(hu)x � u(� )� x + u(b)bx

�

Finalement, en utilisant les conditions au limites (2.2.4) et (2.2.6), on obtient l'équation de masse moyen-
née sur la verticale :

� t + ( hu)x = 0 (2.2.9)

Équation de quantité de mouvement horizontale moyennée sur la verticale :

On part de l'équation de quantité de mouvement selon�! x (2.2.2).

ut + uux + wuz = �
1
�

px

()
Z �

b
ut dz

| {z }
�

+
Z �

b
uux dz

| {z }
�

+
Z �

b
wuzdz

| {z }



= �
1
�

Z �

b
px dz

| {z }
�
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Pour alléger l'expression, on simpli�e chaque terme séparément.

� =|{z}
avec (2.2.8)

(
Z �

b
udz)t � u(� )� t + u(b)bt = ( hu)t � u(� )� t

� =
Z �

b

1
2

(u2)x dz =|{z}
avec (2.2.8)

1
2

�
(
Z �

b
u2dz)x � u2(� )� x + u2(b)bx

�


 =|{z}
par intégration par parties

[wu]�b �
Z �

b
wzudz =|{z}

avec (2.2.1)

[wu]�b +
Z �

b
ux udz = w(� )u(� ) � w(b)u(b) + �

=|{z}
avec (2.2.4) et (2.2.6)

� t u(� ) + u2(� )� x � u2(b)bx + �

� =|{z}
avec (2.2.8)

�
1
�

 
� Z �

b
pdz

�

x
� p(� )� x + p(b)bx

!

=|{z}
avec (2.2.5)

�
1
�

�
(hp)x + p(b)bx

�

Finalement, on obtient l'équation de quantité de mouvement horizontale moyennée sur la verticale :

(hu)t + ( hu2 +
1
�

hp)x = �
1
�

p(b)bx (2.2.10)

Équation de quantité de mouvement verticale moyennée sur la verticale :

Pour fermer le système formé par les deux équations précédentes ((2.2.9) et (2.2.10)), il faut trouver une
relation sur la pression. On part de l'équation de quantité de mouvement selon�! z (2.2.3).

� pz = �
�
g + wt + uwx + wwz

�

� pz = �
�
g + wt + uwx + wwz

�

()| {z}
avec (2.2.5)

p(z) = �
� Z �

z
gdz+

Z �

z
wt dz +

Z �

z
uwx dz +

Z �

z
wwzdz

�

Finalement, on obtient l'équation de quantité de mouvement horizontale moyennée sur la verticale :

p(z) = �g (� � z) + �
� Z �

z
wt dz +

Z �

z
uwx dz +

Z �

z
wwzdz

�
(2.2.11)

On obtient ainsi les équations d'Euler moyennées sur la verticale. La seule hypothèse forte faite jusqu'ici
vient de l'incompressibilité du �uide. Le champ de vitesse est rotationel.

2.2.5 Hypothèses suplémentaires et adimensionnement

Pour aller plus loin, la condition d'irrotationalité (rot
�!
U = 0) est exprimée. Cette condition est peu

restrictive en dehors des zones de déferlement ou de fort cisaillement. En 2D on a :

uz � wx = 0 (2.2.12)
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Rappelons le système général obtenu :

ux + wz = 0

uz � wx = 0

� t + ( hu)x = 0

(hu)t + ( hu2 +
1
�

hp)x = �
1
�

p(b)bx

p(z) = �g (� � z) + �
� Z �

z
wt dz +

Z �

z
uwx dz +

Z �

z
wwzdz

�

complété par les conditions aux limites (2.2.4),(2.2.5) et (2.2.6).
Ce système correspond aux équations d'Euler irrotationnelles moyennées sur la verticale. Il est capable

de modéliser proprement beaucoup d'ondes gravitaires.
Dans ce chapitre on souhaite étudier plus particulièrement les ondes longues (ou les ondes en eau peu

profonde). Cette restriction d'étude va nous permettre de simpli�er le système précédent. Pour cela chaque
variable est adimensionnée par des grandeurs caractéristiques d'un écoulement en couche mince. Les quantités
introduites sont :

� � la longueur d'onde caractéristique de l'écoulement,
� a l'amplitude caractéristique des ondes de l'écoulement,
� h0 la hauteur d'eau caractéristique de l'écoulement,
� c0 =

p
gh0 la célérité caractéristique de l'écoulement,

� b0 la variation caractéristique de la bathymétrie.
On forme ainsi trois petits paramètres dans le cas d'ondes longues (ou d'eau peu profonde) :

8
>><

>>:

� = a=h0 le parèmetre de non-linéarité de la surface libre

� = h0=� le paramètre de dispersion

� = b0=h0 le paramètre de non-linéarité de la bathymétrie

A partir de là, l'intuition physique ou des données expérimentales permettent de bien adimensionner les
variables a�n de construire un modèle bien adapté aux couches minces.

x = ~x�

z = ~zh0

� = ~�a

b = ~bb0

t = ~t
�
c0

p = ~p�c 2
0

u = ~uc0�

w = ~wc0��

Ces variables sont injectées dans le système précédent. Le système adimensionné obtenu est le suivant :

~u~x + ~w~z = 0 (2.2.13)

~u~z � � 2 ~w~x = 0 (2.2.14)

~� ~t + � (~h~u)~x = 0 (2.2.15)

�� (~h~u)~t + ( �� 2~h ~u2 + � ~h~p)~x = � �� ~p(~b)~b~x (2.2.16)

~p(~z) = ( � ~� � ~z) + �� 2
Z � ~�

~z
~w~t d~z + � 2� 2

Z � ~�

~z
~u ~w~x d~z + � 2� 2

Z � ~�

~z
~w ~w~zd~z (2.2.17)
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Dans la suite les �~� seront omis pour simpli�er l'écriture des expressions mathématiques. D'autre part, lors
des futures intégrations, il faut veiller à prendre les bonnes bornes pour les calculs suite aux changements
de variables. On rappelle les deux cas principaux rencontrés ci-dessous :

� si z = � alors ~z =
�
h0

= � ~� ,

� si z = b alors ~z =
b

h0
= � ~b.

2.2.6 Modèle de Serre

Tous les modèles qui vont être dérivés dans la suite supposent les di�érents paramètres adimensionnant
plus ou moins petits. Le modèle de Serre est un des modèles (à deux équations) le plus général utilisé pour
les simulations d'écoulement en eau peu profonde. Ce modèle est précis enO(� 4).

Détermination des vitesses :

On part de (2.2.13).

ux + wz = 0

()
Z z

�b
wzdz = �

Z z

�b
ux dz

()| {z}
avec (2.2.8)

w(z) � w(�b ) = �
� Z z

�b
udz

�

x

+ u(z)zx � u(b)�b x

D'où avec (2.2.6) :

w(z) = �
� Z z

�b
udz

�

x

(2.2.18)

On part maintenant de (2.2.14).

uz = � 2wx

()
Z z

�b
uzdz = � 2

Z z

�b
wx dz

D'où :

u(x; z; t ) = u(x; z = �b; t ) + � 2
Z z

�b
wx dz (2.2.19)

On injecte (2.2.19) dans (2.2.18) :

w(z) = �
� Z z

�b
u(�b )dz

�

x

+ O(� 2)

D'où l'expression de la vitesse verticale adimensionnée à la précisionO(� 2) :

w(x; z; t ) = �
�
u(�b )(z � �b )

�
x + O(� 2) = � ux (�b )z + �

�
u(�b )b

�
x + O(� 2) (2.2.20)

37



On injecte (2.2.20) dans (2.2.19) :

u(x; z; t ) = u(�b ) + � 2
Z z

�b
wx dz

= u(�b ) + � 2
Z z

�b

�
�

�
u(�b )(z � �b )

�
x + O(� 2)

�

x
dz

= u(�b ) + � 2
Z z

�b

�
�

�
u(�b )(z � �b )

�
xx

�
dz + O(� 4)

= u(�b ) + � 2
�

� uxx (�b )
Z z

�b
(z � �b )dz + u(�b )�b xx

Z z

�b
dz

�
+ O(� 4)

D'où l'expression de la vitesse horizontale adimensionnée à la précisionO(� 4) :

u(x; z; t ) = u(�b ) + � 2
�

� uxx (�b )
(z � �b )2

2
+ u(�b )�b xx

�
z � �b

� �
+ O(� 4) (2.2.21)

Remarque 2. Cette procédure peut être continuée pour obtenir des expressions sur les vitesses à des ordres
plus élevés. On note qu'on s'est arrêté à l'ordreO(� 2) pour w(x; z; t ), alors qu'on est allé jusqu'àO(� 4) pour
u(x; z; t ). Comme on souhaite construire un modèle à la précisionO(� 4; �� 2), cet ordre est su�sant pour
w(x; z; t ), car cette variable est toujours facteur de� 2 dans les équations gouvernantes(2.2.17).

Remarque 3. On a �nalement obtenu un développement asymptotique des vitesses autour du petit paramètre
� . Dans beaucoup de travaux, ce développement est supposé vrai alors qu'il est justi�able.

On souhaite formuler un modèle dépendant de la vitesse moyenne de l'écoulement. Les équations sur les
vitesses sont intégrées selon la verticale a�n d'obtenir les quantités moyennées :

u(x; z; t ) =
1

�� � �b

Z ��

�b
u(x; z; t )dz

= u(�b ) + � 2
�

� uxx (�b )
h2

6
+ u(�b )�b xx

h
2

�
+ O(� 4)

En injectant u(�b ) dans (2.2.21) puis dans (2.2.20), on obtient :

u(x; z; t ) = u + � 2

 

� uxx

� (z � �b )2

2
�

h2

6

!

+ u�b xx

�
(z � �b ) �

h
2

�
!

+ O(� 4) (2.2.22)

w(x; z; t ) = �
�
u(z � �b )

�
x + O(� 2) (2.2.23)

Détermination de la pression :

On part de (2.2.17) :

p(z) = ( �� � z) +
�

�� 2
Z ��

z
wt dz

| {z }
�

+ � 2� 2
Z ��

z
uwx dz

| {z }
�

+ � 2� 2
Z ��

z
wwzdz

| {z }



�
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� = �� 2
Z ��

z
wt dz

= �� 2
Z ��

z

�
�

�
u(z � �b )

�
x + O(� 2)

�

t
dz

= �� 2
Z ��

z

�
� ux (z � �b ) + u�b x

�

t
dz + O(�� 4)

= �� 2
�

� uxt
� h2

2
�

(z � �b )2

2

�
+ ut �b x (�� � z)

�
+ O(�� 4)

� = � 2� 2
Z ��

z
uwx dz

= � 2� 2
Z ��

z

� �
u + O(� 2)

��
�

�
u(z � �b )

�
x + O(� 2)

�
x

�
dz

= � 2� 2u
Z ��

z

�
�

�
u(z � �b )

�
xx

�
dz + O(� 2� 4)

= � 2� 2u
Z ��

z

�
�

�
uxx (z � �b ) � 2ux �b x � u�b xx

� �
dz + O(� 2� 4)

= � 2� 2u
�

� uxx
� h2

2
�

(z � �b )2

2

�
+

�
2ux �b x + u�b xx

�
(�� � z)

�
+ O(� 2� 4)


 = � 2� 2
Z ��

z

�
wwz

�
dz

=
1
2

� 2� 2
Z ��

z

�
w2�

zdz

=
1
2

� 2� 2
Z ��

z

� �
�

�
u(z � �b )

�
x + O(� 2)

� 2
�

z
dz

=
1
2

� 2� 2
Z ��

z

� ��
u(z � �b )

�
x

� 2
�

z
dz + O(� 2� 4)

= � 2� 2
Z ��

z

� �
u(z � �b )

�
x ux

�
dz + O(� 2� 4)

= � 2� 2
Z ��

z

�
(ux )2(z � �b ) � uux �b x

�
dz + O(� 2� 4)

= � 2� 2
�

(ux )2(
h2

2
�

(z � �b )2

2
) � uux �b x (�� � z)

�
+ O(� 2� 4)

D'où les expressions de la pression adimensionnée et de sa moyenne à la précisionO(�� 4) :

p(x; z; t ) = ( �� � z)

�� 2
�

� uxt
� h2

2
�

(z � �b )2

2

�
+ ut �b x (�� � z)

�

� 2� 2u
�

� uxx
� h2

2
�

(z � �b )2

2

�
+

�
2ux �b x + u�b xx

�
(�� � z)

�

+ � 2� 2
�

(ux )2(
h2

2
�

(z � �b )2

2
) � uux �b x (�� � z)

�
+ O(�� 4)

(2.2.24)
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p =
1
h

"
h2

2
+ �� 2

�
� uxt

h3

3
+ ut �b x

h2

2

�
+ � 2� 2u

�
� uxx

h3

3
+

�
2ux �b x + u�b xx

� h2

2

�

+ � 2� 2
�

(ux )2 h3

3
� uux �b x

h2

2

�
#

+ O(�� 4)

(2.2.25)

Détermination du �ux de masse :

Le système à deux équations trouvé précédemment ((2.2.15), (2.2.16)) dépend de(h; u; u2; p). Le terme
u2 est problématique car il rajoute une inconnue. Pour supprimer cette variable estimons l'écart avecu2.

u2 =
1

�� � �b

Z ��

�b
u2dz

=
1

�� � �b

Z ��

�b

�
u(�b ) + � 2�

�
(z2 � (�b )2)

2
uxx (�b ) +

�
z � �b

��
u(�b )�b

�
xx

�
+ O(� 4)

� 2
dz

=
1

�� � �b

Z ��

�b

�
u2(�b ) + 2 u(�b )� 2�

�
(z2 � (�b )2)

2
uxx (�b ) +

�
z � �b

��
u(�b )�b

�
xx

� �
dz + O(� 4)

=
1

�� � �b

�
u2(�b )( �� � �b ) + 2 u(�b )� 2�

� (
(�� )3

6
+

(�b )3

3
�

(�b )2��
2

)uxx (�b ) +
� (�� � �b )2

2

��
u(�b )�b

�
xx

� �
+ O(� 4)

u2 =

 
1

�� � �b

Z ��

�b
udz

! 2

=

 
1

�� � �b

Z ��

�b

�
u(�b ) + � 2�

�
(z2 � (�b )2)

2
uxx (�b ) +

�
z � �b

�
u(�b )�b

� �
dz

! 2

+ O(� 4)

=

 
1

�� � �b

�
u(�b )( �� � �b ) + � 2�

� (
(�� )3

6
+

(�b )3

3
�

(�b )2��
2

)uxx (�b ) +
� (�� � �b )2

2

�
u(�b )�b

�
! 2

+ O(� 4)

D'où :

u2 � u2 = O(� 4) (2.2.26)

Modèle de Serre sur bathymétrie quelconque

On remplace (2.2.26) puisp dans l'équation de quantité de mouvement selonx (2.2.16) :

�� (hu)t + ( �� 2hu2 + �h p)x = � ��p (�b )bx

()| {z}
avec (2.2.25)

�� (hu)t +

 

�� 2hu2 + �
� h2

2
� �� 2::::::::::::

On obtient �nalement le système 1DV composé de l'équation de masse et de quantité de mouvement
selonx suivant :

ht + ( hu)x = 0 (2.2.27)

�� (hu)t + �� 2(hu2)x + � (
h2

2
)x + ��hb x + �� 3Ttemps + � 2� 3Tinertie + � 2� 3Tbathy = 0 (2.2.28)
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Avec les termes additionnels classés dans 3 familles (temporels, inertiels et bathymétriques) :

Ttemps =

 
�

�
h3

3
uxt

�

x
+

�
2

� �
h2bx ut

�
x � h2bx uxt

�
+ � 2h(bx )2ut

!

(2.2.29)

Tinertie =

 

�
h3

3

�
uuxx � (ux )2

�
!

x

(2.2.30)

Tbathy =

 
�
2

� �
h2u(ux bx + ubx x)

�
x � h2bx

�
uuxx � (ux )2� �

+ � 2bx h
�

uux + ( u)2bxx

�
!

(2.2.31)

Ce modèle de Serre-Green-Naghdi (adimensionné) sur bathymétrie quelconque est valable quelque soit la
non-linéarité de la surface libre, mais sous contrainte du paramètre� petit (termes en O(� 4) supposés nuls).
On retrouve ici exactement le résultats de Lannes [120] réduit en 1DV. Ce modèle est dispersif.

Remarque 4. Supposant la bathymétrie plate (i.e.b(x) = b0 2 R), on obtient :

ht + ( hu)x = 0 (2.2.32)

�� (hu)t + �� 2(hu2)x + � (
h2

2
)x �

 
h3

3

�
�� 3uxt + � 2� 3uuxx � � 2� 3(ux )2

�
!

x

= 0 (2.2.33)

Ce modèle de Serre (adimensionné) sur fond plat est obtenu sous la même forme que Su et Gardner [209]
ou encore Barthelemy [18].

2.2.7 Modèle de Boussinesq

Ici on se place dans le cas faiblement non linéaire : soit� = O(� 2). Les termes enO(� 2� 2) sont donc
maintenant négligés.

ht + ( hu)x = 0 (2.2.34)

�� (hu)t + �� 2(hu2)x + � (
h2

2
)x + ��hb x + �� 3Ttemps = 0 (2.2.35)

Ce modèle est celui de Boussinesq sur fond quelconque attribué à Peregrine, que l'on retrouve sous cette
forme par exemple dans Lannes [120]. Ce modèle est dispersif.

2.2.8 Modèle de Saint-Venant

Pour �nir, le modèle de Saint-Venant (adimensionné), pour lequel la non-linéarité de la bathymétrie et de
la surface libre sont quelconques, est obtenu en négligeant les termes enO(� 2). Ce modèle est non dispersif.

ht + ( hu)x = 0 (2.2.36)

�� (hu)t + �� 2(hu2)x + � (
h2

2
)x + ��hb x = 0 (2.2.37)

La dérivation en partant des équations Navier-Stokes obtenue par Gerbeau et Perthame [75] donne un
système identique lorsque la viscosité est négligée.

Remarque 5. Le modèle de Saint-Venant est hyperbolique tandis que celui de Boussinesq et de Serre-Green-
Naghdi sont elliptiques. Ceci complexi�e entre autres leur résolution.

41



2.2.9 Equations sur l'énergie

La procédure est la même que pour les équations précédentes. On part de la conservation d'énergie
mécanique d'Euler, on intègre sur la verticale, on adimensionne puis on néglige les termes d'ordre réduit.
Pour simpli�er, on se concentre seulement sur le modèle de Saint-Venant dans ce paragraphe. Le lecteur peut
se référer par exemple à Richard [185] pour plus de détails dans le cas de modèles non dispersifs. On peut
aussi l'obtenir en manipulant l'équation de conservation de quantité de mouvement et de masse du système.

Pour le système de Saint-Venant, on trouve sur fond plat, avecE = h
u2

2
+ g

h2

2
et P = g

h2

2
:

�
E

�
t +

�
u(E + P)

�
x = 0

Ce bilan ne fournit cependant pas de relation de saut. Soit deux états(hL ; uL ) et (hR ; uR ), pour un saut à
vitesse� , la relation de Rankine-Hugoniot sur ce bilan donne :

Ju(h
u2

2
+ gh2)K= � Jh

u2

2
+ g

h2

2
K

() Jgh2(u �
�
2

) + h
u2

2
(u � � )K= � avec � = 0

En se servant des relations fournies par les équations de conservation de masse et de quantité de mouvement

on montre que � = � h(u � � )g
h2

L

4hR
(
hR

hL
� 1)3. En dehors du cashL = hR et � = u, la relation de saut sur

l'énergie n'est pas véri�ée. Comme une création d'énergie est exclue par le premier principe, il y a dissipation
d'énergie à travers les chocs :� � 0. Pour le modèle de Saint Venant l'énergie correspond à une entropie de
Lax. L'équation sur l'énergie est en fait :

�
E

�
t +

�
u(E + P)

�
x � 0 (2.2.38)

Cette description incomplète peut-être améliorée en prenant en compte les �uctuations de vitesses dans la
dérivation (modèle de Richard et al. [186]). Dans le cas de Saint-Venant, la dissipation d'énergie est brutale
et localisée. Une description plus complète permet par exemple de �contrôler� le taux de génération des
�uctuations ainsi que leurs dissipations (souvent plus lentes).

2.3 Bilan

On a vu dans ce chapitre comment dériver les modèles de base d'ondes longues (ou d'eau peu profonde).
Lors de l'utilisation de ces modèles, il est important de garder en tête les ordres de grandeur des paramètres
sur lesquels on s'est appuyé pour leurs dérivations. Si les ordres supposés ne sont pas ou plus véri�és à un
moment donné, les résultats doivent être rejetés.
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Chapitre 3

Un modèle de Serre-Green-Naghdi
dissipatif
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Ce chapitre se focalise sur un modèle approché de Serre-Green-Naghdi et sur la prise en compte de la
dissipation d'énergie mécanique engendrée par un déferlement de vague.

3.1 Introduction

Le modèle de Serre-Green-Naghdi est un des modèles de couche mince les plus élaborés. On a vu dans le
chapitre 2 que seuls les termes enO(� 4) sont négligés. Pour des ondes relativement longues, ou faiblement
dispersives, cette restriction est tout à fait acceptable et permet d'obtenir des prévisions de qualité. Il permet
d'outrepasser les restrictions en terme de propagation du modèle de Saint-Venant, qui en temps �ni converge
vers un choc et dissipe de l'énergie. Ce modèle ne prend cependant pas en compte les phénomènes dissipant
de l'énergie.

Le point principal développé dans cette partie est la construction d'un modèle de SGN dissipatif a�n
d'augmenter le domaine de validité du modèle standard. Les applications visées sont la simulation des ondes
longues, de la phase de propagation à la phase de run-up, en passant par la zone de surf.

Dans le cas des ondes longues, la dissipation prépondérante vient de la turbulence générée lors du dé-
ferlement. Évidemment, les modèles intégrés sur la verticale ne permettent pas une description précise du
retournement d'une vague car la surface libre est une fonction mono-évaluée par construction. Cependant,
dès lors que seule la dynamique à grande échelle est d'intérêt, la modélisation détaillée du phénomène peut
être exclue en première approximation.

Dans la littérature deux voies sont principalement suivies. La première est basée sur l'ajout d'un terme
source de type viscosité turbulente (cf. par exemple Zelt [235] ou Kennedy et al. [109]). Ce terme di�usif,
agissant sur la quantité de mouvement, nécessite une loi de fermeture du modèle de turbulence. Les lois les
plus simples sont basées sur une longueur de mélange turbulent, dit modèle scalaire (cf. par exemple Pope
[179] pour plus de détails sur ce sujet). La seconde voie est basée sur une transition du modèle initial vers
le modèle de Saint-Venant qui représente de manière remarquable l'évolution d'un rouleau (cf. par exemple
Tissier et al. [218], Kazolea et al. [106, 107] ou Roeber et al. [189]). Ici les termes dispersifs sont supprimés
pour retrouver le modèle de SV qui, une fois convergé en onde de choc, dissipe de l'énergie ; on parle alors de
modèle �hybride�. Pour ces deux méthodes, un critère de déferlement ou de production de turbulence doit
être introduit. Ce point d'initiation reste à l'heure actuelle mal compris, aussi bien dans la pratique que dans
la théorie (cf. par exemple la revue de Perlin et al. [171]).

Les résultats de ces deux approches sont généralement de bonne qualité mais nécessitent souvent un
calibrage du critère déclencheur de dissipation suivant les cas d'applications. La simplicité des méthodes
visant à basculer sur le modèle de SV est attractive mais induit souvent des instabilités proches de l'interface
de transition, les quantités physiques n'étant pas nécessairement compatibles dans cette zone. Un état des
lieux clair sur ce sujet est donné par Kazolea et Ricchuito [108]. Pour les approches basées sur un modèle
de viscosité turbulente, une di�culté supplémentaire est liée au choix de la fermeture ainsi que, dans une
moindre mesure, à la discrétisation des termes sources (d'ordre2).

Le travail proposé dans ce chapitre est en continuité avec les travaux basés sur un modèle dit �hybride�
SGN-SV. Une des originalités est de proposer des transitions particulières entre le modèle de SGN et de SV.
On note dans la suite ce modèle dissipatif SGNd. La bascule entre les modèles ne sera pas nécessairement
instantanée, comme cela est fait dans la littérature, mais potentiellement plus contrôlée. il est di�cile d'avoir
une idée précise de quand et comment e�ectuer cette transition. D'un point de vue numérique, plus la
transition entre les deux approches sera douce moins le problème d'incompatibilité évoqué précédemment
devrait être présent. Pour fermer la modélisation il faut se donner un taux de transition. Comme il est
clair que dans les cas qui nous intéressent, la turbulence est principalement générée par des déferlements,
une revue des critères de cette perte d'équilibre d'une vague est donnée. On propose aussi un autre critère
simple. Ensuite, la mise en équations sera présentée. A la di�érence des travaux précédemment évoqués, la
construction du modèle global sera basée sur le �modèle� approché de SGN proposé récemment par Favrie
et Gavrilyuk [68]. Le système associé contient plus d'équations que le �modèle classique�,4 au lieu de 2 en
1D, mais est hyperbolique. Ce point est un avantage très important qui permet, entre autres, d'envisager des
simulations grandes échelles multi-D en des temps raisonnables. La résolution numérique du modèle SGNd
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est, pour �nir, succinctement présentée. Elle est basée sur les méthodes volumes �nis avec un schéma up-wind
HLL. La plus value ici est �l'extension� du schéma équilibre d'Audusse [12] au système approché de Favrie
et Gavrilyuk avec terme bathymétrique.

Avant de construire le modèle SGNd, la section qui suit présente dans un premier temps quelques notions
phénoménologiques de la turbulence et de sa modélisation. Dans un second temps, des détails sont donnés
dans le cadre des modèles en couche mince.

3.2 Dissipation d'énergie et turbulence

La turbulence est un phénomène qui reste aujourd'hui mal compris. A partir d'un certain niveau d'énergie
cinétique d'un écoulement, des structures �uctuantes, et semble-t-il désordonnées, sont générées. Il y a un
transfert de l'énergie cinétique moyenne vers l'énergie cinétique turbulente à grande échelle. Cette nouvelle
forme d'énergie se transfère ensuite vers des échelles plus petites jusqu'à atteindre l'échelle de Kolmogorov
et se transforme alors en énergie interne. Ce cycle est la cascade de Richardson1. Dans le cas du déferlement
d'une vague, la turbulence générée est très intense et peut réduire drastiquement l'énergie mécanique initiale
de la vague en un temps de l'ordre de sa période. Les rouleaux formés sont initialement de l'ordre de
l'amplitude de la vague et se transforment en plus petits tourbillons. En amont de l'onde, la génération des
grandes structures demeure tant que la vague ne retrouve pas une certaine forme de stabilité. Les petits
tourbillons, conséquences des grandes structures, restent visibles en aval de la vague sous forme de remous
modérés et sont globalement entraînés par le mouvement principal. Ces tourbillons tendent à mélanger les
di�érentes couches de �uide et, par conséquent, à uniformiser la pression dynamique. Ce point explique qu'en
zone de surf, la pression est proche de sa composante hydrostatique comme le con�rme les mesures de Stive
[208]. Évidemment, cela est valable dans une certaine gamme de temps mais peut encourager à utiliser un
modèle hydrostatique dans cette zone. La production d'énergie turbulente dans le domaine des ondes longues
est aussi possible en dehors des zones de surf comme, par exemple, quand une vague interagit de manière
conséquente avec la bathymétrie ou une structure.

En revenant dans un cadre général, tout comme sa compréhension, la modélisation de la turbulence est
un problème très complexe. La solution la plus simple, mais aussi la plus inaccessible, est de résoudre les
équations de Navier Stokes jusqu'aux échelles les plus �nes, on parle de simulation numérique directe (DNS).
On simule ainsi toute la vie de la turbulence. Hélas, hors cas académique très réduit en temps et en espace
et à Reynolds relativement faible (au plus quelques milliers), ceci est impraticable du point de vue temps de
résolution. La voie la plus employée à l'heure actuelle pour simuler des écoulements turbulents est l'approche
RANS (Reynolds Averaged Navier Stokes equations). L'idée est de supposer que les champs de variables
peuvent se mettre sous la formef = f + f 0, avec f un champ moyen etf 0 un champ �uctuant. En injectant
cela dans les équations de Navier Stokes on obtient des nouveaux termes. Une des approches les plus utilisées
pour fermer le problème est l'hypothèse de Boussinesq. On se retrouve �nalement à devoir modéliser un terme
analogue à une viscosité, nommée viscosité turbulente. Il existe une multitude de fermetures possibles, des
simples modèles scalaires, aux modèles à plusieurs équations. On peut par exemple citer les deux fermetures
les plus utilisées dans l'industrie qui sont nomméesk � � et k � ! en référence aux variables turbulentes
modélisées. Entre la DNS et l'approche RANS, où toutes les structures turbulentes sont modélisées, il y a la
méthode LES (pour Large Eddy Simulation). Ici, les plus grosses structures sont simulées de manière directe
alors que les plus petites sont modélisées de la même manière que la méthode RANS. On parle parfois de
méthode de �ltrage.

1. Le poème de Richardson illustre la décroissance :

Big Whirls have little whirls

That feed on their velocity ;

And little whirls have lesser whirls

And so on to viscosity.
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Cas des modèles intégrés sur la verticale
Revenons au cas des vagues déferlantes modélisées par des modèles type eau peu profonde. Comme ces
modèles sont mono-évalués sur la verticale, il est clair qu'il n'est pas possible de simuler de manière directe
un déferlement et par conséquent la dissipation �ne associée. Une modélisation de type RANS (adaptée aux
modèles eau peu profonde) est possible comme par exemple les travaux de Zelt [235] ou Kennedy et al. [109].
La di�culté est alors de déterminer la viscosité turbulente adéquate. Un plus ou moins grand nombre de
constantes �empiriques� sont introduites pour arriver à coller à la réalité.

L'autre voie très utilisée est l'utilisation du modèle de Saint-Venant pour décrire la dissipation associée
au déferlement. Ce modèle ne conserve pas l'énergie mécanique totale lorsqu'il converge vers un choc. Géo-
métriquement, la description d'une déferlante par un choc est tout d'abord acceptable (voir �gure 3.1). De
plus, de manière remarquable pour ne pas dire magique, la dissipation que ce modèle prédit est assez bien
représentative d'un déferlement. Rappelons cependant que normalement, la dissipation d'énergie mécanique
(transformée en énergie interne) est la dernière phase de la turbulence alors qu'avec une telle approche, on
dissipe l'énergie dans une zone donnée : au niveau du choc. Ce modèle est en fait incomplet dans le sens
où l'énergie totale est perdue par le système. Pour mieux prédire la production de turbulence en zones de
génération de rouleaux ainsi que son atténuation progressive, un modèle hydrostatique plus complet peut
être adopté (cf. Richard et Gavrilyuk [186]). Ce type de modèle plus élaboré a été introduit par Teshukov
[215] et complété par Richard et Gavriluyk [186]. Dans cette approche la turbulence est véritablement inclue
dans le modèle via une variable supplémentaire (nommée enstrophie) permettant de conserver l'énergie. La
production d'énergie turbulente a lieu lorsqu'un choc se forme et sa dissipation n'est pas seulement localisée
au niveau de la discontinuité, ce qui est plus conforme à la réalité. Des résultats très intéressants sur les
ressauts hydrauliques ont pu être obtenus avec cette approche, améliorant ainsi la description partielle du
modèle de Saint-Venant. Aussi, avec un couplage bi-couches entre ce modèle en couche supérieure et le modèle
de SGN en couche inférieure, a permis à Gavriluyk et al. [73] de reproduire assez �nement un déferlement.
Un des avantages de cette modélisation de la dissipation turbulente est qu'assez peu de termes empiriques
sont introduits.

Figure 3.1 � Représentation d'une déferlante avec le modèle de SV.

Dans cette thèse nous nous sommes intéressés à l'approche, sans doute la plus simple, basée sur une
transition du modèle de SGN vers celui de SV. L'idée est d'exploiter la capacité du modèle de SV à dissiper
l'énergie pour modéliser le déferlement. Cette voie a été suivie par exemple par Tissier et al. [218], Roeber et
al. [189] et Kazolea et al. [106]. L'avantage de cette approche est que la question de la dissipation est réglée
sans introduction de coe�cients empiriques car pour le modèle de SV, toute solution discontinue induit la
perte d'�énergie� suivante :

� = � h(u � � )g
h2

L

4hR
(
hR

hL
� 1)3 (3.2.1)

avec � la vitesse du choc,(hL ; hR ) les hauteurs d'eau en amont et en aval du choc etu la vitesse horizon-
tale moyenne associée au système de SV. Le lecteur peut se référer au chapitre 2 où cette perte sèche est
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détaillée. Sans se risquer trop profondément à des analyses physiques périlleuses, compte tenu du fait que
cette approche est assez empirique, on peut tout de même noter que modéliser une déferlante avec un mo-
dèle hydrostatique a un minimum de sens. En e�et, comme évoqué précédemment, les mesures de Stive [208]
montrent qu'en zone de déferlement la pression sur la verticale est proche de l'hydrostatique. On peut essayer
de comprendre cela en se disant, qu'en moyenne, les tourbillons engendrent tantôt une poussée verticale vers
le haut et tantôt une poussée verticale vers le bas, ce qui, sur une certaine échelle bien choisie, mène à une
pression quasi hydrostatique. Cela étant dit, il demeure mystérieux que la dissipation d'énergie associée à
un choc pour SV soit représentative d'un déferlement, tant ce phénomène est complexe.

Mais revenons à la pratique. La di�culté est qu'il faut changer de modèle au bon moment et de manière
robuste. Rappelons que les autres approches sont aussi sujettes à cela, mais de manière moins directe car
dans le cas présent, l'énergie principale ne sera dissipée que lorsque le modèle de SV aura convergé vers un
choc. Pour être plus rigoureux précisons que le simple fait de passer du modèle de SGN à SV induit une
dissipation d'énergie même pour des solutions fortes car l'énergie associée au système de SV est di�érente
de celle du système de SGN. Cependant ce changement est négligeable devant ce qui va se produire lorsque
les solutions de SV auront convergé vers un choc. Pour changer de modèle il faut se donner un critère de
déferlement. La littérature n'est pas très détaillée sur le point de la robustesse, mais les travaux récents de
Kazolea et Ricchuito [108] pointent que ce n'est pas chose aisée. En e�et l'approche qu'ils emploient engendre
des oscillations pour des maillages �ns. Comme la méthode qu'ils utilisent est assez standard, il semble que
cette di�culté soit un problème assez ouvert. Ils montrent aussi que les approches à viscosité turbulente
sont moins sujettes à cette di�culté. Cette di�culté fait sens car si le transfert est e�ectué dans une zone
dispersive, les deux modèles ne sont pas parfaitement compatibles, notamment en terme de pression. Dans
Kazolea et al. [106] et Tissier et al. [218], les auteurs utilisent une zone de changement de taille conséquente,
fonction de la �longueur de rouleau�, centrée sur le point de déferlement. Il semble qu'une longueur suf-
�samment grande permet d'avoir une interface loin des e�ets dispersifs et par conséquent permet d'éviter
des incompatibilités locales. Avec une même approche de transfert que Kazolea et al. [106], Filippini [69]
évoque la sensibilité du choix de cette longueur, ce qui va donc dans le sens du raisonnement précédent.
Dans Smit et al. [204], la solution employée est d'ajouter un terme de di�usion de type viscosité moléculaire
à l'équation de quantité de mouvement. Cette ajout de dissipation est cependant di�cile à calibrer pour ne
pas être quantitatif sur le domaine d'étude mais su�samment actif pour rendre les �uctuations inconsistantes.

Pour essayer de réduire cette di�culté, nous allons proposer di�érentes méthodes de bascules entre les
deux modèles.

3.3 Un modèle SGN approché dissipatif

Le point de départ est le système de SGN approché, dérivé grâce au principe variationnel par Favrie et
Gavrilyuk [68]. L'idée de fond est de considérer un lagrangien augmenté qui, sous contrainte, tend vers le
lagrangien du modèle (exact) de SGN. On part de ce système et on ajoute un terme source prenant en compte
les variations bathymétriques sur l'équation (3.3.2). Ce terme simple est valable sous condition de variations
faibles du fond (voir chapitre 2 pour sa justi�cation pour le système de SGN exact). En toute rigueur la
dérivation du système approché sur bathymétrie variable doit être reprise d'emblée, à partir de l'action
intégrée sur la verticale, mais par simplicité le terme source est directement ajouté comme par exemple dans
Serre [199] ou encore Gavrilyuk et al. [73]. En 1D on a :

ht + ( hu)x = 0 (3.3.1)
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�
h

� 1) (3.3.3)

(h� )t + ( h�u )x = hw (3.3.4)

47



Les variablesh; u; w; �; b correspondent respectivement à la hauteur d'eau, la vitesse horizontale moyenne,
la vitesse verticale auxiliaire, la hauteur d'eau auxiliaire et à la bathymétrie. g correspond à la constante
gravitationnelle et � à la constante de relaxation du système approché vers le système exact. Ce système a

pour vitesse acoustiquec =

r
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(en variables lagrangiennes avec� = 1=h, cf. Favrie et Gavrilyuk [68] pour plus de détails). Pour le système
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. Pour avoir une transition �naturelle� du système vers SV, deux contraintes

sont à respecter :

 �� =

�
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 w �! 0.
On propose de formuler la transition en introduisant une fonction � 2 [0; 1] telle que :

� =

(
1 =) modèle de SV
0 =) modèle de SGN (initial)

Il est beaucoup plus simple de se restreindre au cas où on résout soit le modèle de SGN, soit le modèle de SV.
Dans ce cas là, il su�t d'imposer ces contraintes dans les zones SV. Cette approche sera également utilisée
dans la suite mais on dérive un terme général de sorte que d'autres choix de transition soient possibles.

Pour satisfaire les contraintes énoncées précédemment , l'ajout de termes dissipatifs est nécessaire. Il faut
raisonner sur les équations associées aux variables à contraindre : (3.3.3) et (3.3.4). Pour simpli�er les calculs
on se place sous la forme lagrangienne. Les deux dernières équations du système non dissipatif viennent de
(cf. Favrie et Gavrilyuk [68]) :

� tt = � � (�� � 1)� (3.3.5)

Pour caractériser la dissipation, on ajoute un terme source général qu'il va falloir expliciter pour obtenir le
comportement voulu. Soit :

� tt + � (�� � 1)� = a� tt + b� t + c� + d (3.3.6)

On a une EDO du second ordre. On impose à sa solution d'être oscillante pour avoir�� � 1, et décroissante
pour retrouver �� �! 1. Ceci se traduit en premier lieu par des racines associées au polynôme caractéristique
qui doivent être complexes à partie réelle négative. La partie complexe s'obtient en imposant :

4 = b2 � 4(1 � a)( �� 2 � c) � 0

Un choix simple est alorsb2 = 4(1 � a)c avec a 2 [0; 1], soit 4 = � 4(1 � a)�� 2. D'autre part, on veut

que la solution particulière de l'EDO soit � 0 =
1
� 0

, ce qui implique en injectant � 0 et � 0 dans (3.3.6) :
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(i.e. a = � et b = � 2� � 0), la contrainte de décroissance est satisfaite et on obtient :
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De plus comme on veutw �! 0 quand � �! 1 on pose � t (1 � � ) = w d'où :
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Avec, grâce aux conditions initiales : C1 = � 0 �
1
�

et C2 =
� w0

1 � �
� 
C 1

�
=� . Toutes les variables du

terme dissipatif ont été précisées en fonction de� ou des conditions initiales, le système est donc fermé sous
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connaissance de ces termes. On a �nalement le comportement souhaité : pour� = 0 les solutions sont celles
de SGN approché [68] et pour� �! 1 celles de SV :�� �! 1 et � t �! 0. L'équation (3.3.6) contenant la
dissipation peut donc s'écrire :

wt = � � (�� � 1)� � �
� 2�
1 � �

�
� 2

1 � �
(� � 1=� ) (3.3.9)

� t =
1

1 � �
w (3.3.10)

Le système dissipatif sous forme eulérienne est �nalement :

ht + ( hu)x = 0 (3.3.11)
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Il faut maintenant quali�er � de sorte que le modèle de SV soit retrouvé en zone de déferlement. Le modèle
obtenu est hélas irrotationnel ce qui ne permet pas d'accéder à une grandeur représentative de la turbulence
telle que la vorticité. La solution pour fermer le système est donc de trouver� comme une fonction du
déferlement. Lorsque le déferlement va avoir lieu,� doit tendre vers 1 et à l'inverse en zone stable,� doit
être nul. Dans la section suivante une revue non exhaustive des critères de déferlement souvent employés est
présentée, un nouveau critère est proposé et la fonction� est dé�nie. Ensuite, la méthode pour décrire la
fonction de transition et résoudre le modèle sera exposée. Rappelons que si on souhaite transiter de manière
directe d'un modèle à un autre, tout ceci n'est pas nécessaire. Il su�t en e�et d'imposer dans les �zones SV�
� = h et w = 0 . L'introduction de ces termes plus �complexes� permet d'étudier des méthodes de transitions
potentiellement continues.

3.4 Revue des critères de déferlement

Les prédictions du point de déferlement les plus simples sont basées sur un critère géométrique. L'angle de
crête, le rapport hauteur d'eau / hauteur de crête (attribué à Stokes) ou encore le rapport hauteur de crête
/ longueur d'onde sont des approches très utilisées. Cependant, l'expérience montre une grande variabilité
des critères géométriques pour prédire le point de déferlement, avec par exemple, pour le critère de raideur
limite a=h0 2 [0:15; 0:44] impliquant un manque de robustesse de cette approche (cf. par exemple Perlin et
al. [171] ou Barthelemy et al. [19]).

La seconde approche est basée sur des critères cinématiques. Un des plus étudiés énonce que lorsque la
vitesse particulaire horizontale de crête dépasse la célérité de l'onde, celle-ci déferle. Ce critère, attribué à
Miche, est simple mais fait sens. En e�et si une particule en surface va plus vite que l'onde il semble peu
probable, sauf décélération impromptue, que celle ci ne sorte pas du rang de la vague. Dans le cas d'une onde
solitaire, la prévision obtenue grâce à ce critère est proche de la pratique (cf. Bjorkavag et Kalisch [27]). De
nombreuses études expérimentales ont tenté de véri�er cette proposition dans des con�gurations générales
mais les di�érents résultats manquent de convergence pour conclure précisément. Par exemple les travaux
de Stansell et MacFarlane [207] ont montré que les déferlements glissants sont déclenchés quanduc=c � 0:95
tandis que les déferlements plongeants quanduc=c � 0:81. A l'opposé, les travaux de Wu et Nepf [232]
montrent que les déferlements plongeants ont lieu lorsqueu=c � 1:5, tandis que les déferlements glissants
quand uc=c � 1. Il faut noter qu'une des grandes di�cultés expérimentales liée à ce critère est l'évaluation
de la vitesse d'onde car celle-ci se déforme rapidement en zone de déferlement. La mesure des vitesses
particulaires est, quant à elle, plus �able grâce aux mesures PIV. Numériquement, pour des cas tests d'ondes
longues, Bacigaluppi et al. [14] obtiennent de bons résultats avecuc=c � 0:75. Un autre critère cinématique
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intéressant est celui proposé par Kennedy et al. [109] :� t > �
p

gh , avec cependant une variabilité de�
assez importante selon le cas (� 2 [0:3; 0:65]).

La troisième et plus récente approche développée est basée sur des critères dynamiques. Bien que ces
critères semblent prometteurs, ils sont souvent complexes et par conséquent di�ciles à analyser aussi bien
qu'à calculer. Pour une analyse plus détaillée des di�érents types de critères de déferlement le lecteur est
renvoyé à la revue plus complète de Perlin et al. [171].

L'approche qui semble à l'heure actuelle la plus universelle est basée sur le critèreuc=c � 1. Cependant
comme ce critère ne semble pas parfaitement approuvé il reste critiquable et, à ce compte là, peut être
simpli�é pour être plus facile à implémenter dans un code numérique. On propose le critère analogue suivant :
u=c � 0:45. L'avantage de ce critère est qu'il est plus simple que celui basé sur la vitesse de crête qui n'est
pas facile à évaluer en multi-D dans un code volume �nis non structuré étant donné son expression pour le
modèle de SGN. Le lecteur est renvoyé au chapitre 2 pour le détail de son expression. Il est intéressant de
noter que, pour une onde solitaire, il est connu qu'elle perd sa stabilité poura=h0 � 0:8. On peut montrer
que ce critère donne le bon ordre de seuil de déferlement sur un tel cas. Ce critère sera utilisé dans le chapitre
8.

3.5 Modélisation du transfert SGN-SV

L'idée la plus simple pour passer du modèle de SGN à celui de SV est, une fois le critère de déferlement
évalué sur le domaine, de prendre pour chaque cellule� = 1 si le critère est satisfait et � = 0 sinon. Cette
approche est la plus utilisée. Généralement en plus de cela, quand la zone supposée déferlante est déterminée,
elle est agrandie de manière à réduire les e�ets parasites au raccord entre les modèles. D'après les mesures
de Haller et Catalan [92], la largeur du rouleau est de l'ordre del r � 3a (avec a l'amplitude de la déferlante).
Tissier et al. [218] considèrent une zone �nale où le modèle de SV s'applique delSV � 2:5l r . Ces ordres
de grandeur sont suivis par Kazolea et al. [106]. Hors quelques subtilités, l'approche hybride SGN-SV est
traitée dans la littérature de cette manière. Hélas, comme noté par Kazolea et Ricchiuto [108], aucune étude
de convergence en maillage n'a été e�ectuée, ou presque, avec ce transfert localisé et instantané. Les auteurs
montrent (avec leur méthode de résolution qui est assez standard) qu'en ra�nant le maillage des instabilités
apparaissent au niveau de l'interface de transfert jusqu'à n'être plus négligeable du tout.

Pour tenter de résoudre ce problème, on peut penser à plusieurs méthodes. On commence par récapituler
la méthode classiquement employée dans la littérature que l'on a évoquée jusqu'à maintenant.

Méthode 1 : La transition entre le modèle de SGN et SV est raide et locale. En pratique on se donne un
critère, on marque les cellules véri�ant ce critère, on agrandit le stencil, puis on applique le modèle de SGN
en dehors de cette zone et le modèle de SV dedans. Cette méthode, utilisée dans la littérature, est testée dans
le chapitre 8. On choisit de prendre une valeur de stencil du même ordre que, par exemple, Tissier et al. [218]
ou Kazolea et al. [106]. En l'occurrence on prendL breaking � 10h. On verra au chapitre 8 que ce changement
raide induit des oscillations en accord avec les conclusions que Kazolea et Ricchiuto [108]. Cependant, il
semble que la méthode que l'on utilise, basée uniquement sur les volumes �nis, permette un certain contrôle
de ces �instabilités� car même avec des maillages très �ns nous n'avons pas obtenu des résultats incohérents.
Une comparaison plus �ne avec ces travaux serait intéressante pour éclaircir ce point. On illustre en �gure
3.2 le comportement observé avec une telle transition, avec pour favoriser l'apparition d'une instabilité, un
stencil très petit.

Pour réduire ou supprimer ce problème on peut proposer deux autres approches :

Méthode 2 : La première idée qui vient est de considérer toujours un changement raide de modèle, mais
dans les zones compatibles. De la même manière que pour la méthode1, on cherche les cellules où le critère de
déferlement est satisfait, mais cette fois on agrandit le stencil autant que nécessaire pour avoir, par exemple,
pSGN = pSV . Une solution simple est de prendre comme bornes des zones au repos. L'inconvénient est qu'a
priori en aval de la zone de déferlement les éventuels e�ets non hydrostatiques sont perdus. Cette approche
est illustrée en �gure 3.3(a).
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(a) Modèle de SGN seul avant transition. (b) Modèle de SGN-SV (la partie rouge correpond au modèle
de SV détecté comme zone de déferlement). Le stencil d'ap-
plication du modèle de SV est choisi très petit pour favoriser
ce problème.

Figure 3.2 � Oscillations rencontrées avec un transfert instantanné de SGN vers SV. La limite de transition
induit une oscillation (�gure 3.2(b)).

Pour cette méthode comme pour la précédente, les termes sources dérivés dans la section 3.3 pour faire
transiter le modèle de SGN vers celui de SV sont inutilement complexes. Il su�t pour cette méthode,
d'imposer dans ces zones� = h et w = 0 sur le système de base de Favrie et Gavrilyuk [68].

Méthode 3 : L'idée ici est de faire transiter un modèle vers l'autre de manière non instantanée et non
locale. Pour cela il faut que la variable de transition� suive l'onde a�n qu'elle puisse croître ou décroître au
cours de l'évolution de la vague. En soit, suivre l'onde n'a rien d'évident pour le modèle de SGN. A défaut
de mieux on prend simplement :

@�
@t

+ u
@�
@x

= Prod � Dest (3.5.1)

u correspond à la variable vitesse du modèle. Ensuite, il faut modéliser le terme de croissance (P rod) et le
terme de destruction (Dest). On peut d'ailleurs penser à aussi rajouter un terme de di�usion, bien que le
fait de résoudre une équation d'advection induit naturellement un peu de di�usion. Ces valeurs peuvent être
choisies grâce à des expériences numériques. Quitte à complexi�er pour obtenir une méthode la plus stable
possible, on peut aussi imposer un pro�l de variation spécial. L'idée est donc d'avoir un pro�l de croissance
ou de décroissance bien dé�nie. On choisit par exemple une gaussienne comme illustrée en �gure 3.4.
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(a) Transition localisée (large) en zone compatible pour SGN
et SV : Méthode 1.

(b) Transition localisée avec transition continue : Méthode 3.

Figure 3.3 � Di�érentes transitions spatiale du modèle SGNd.
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(b) Croissance en amplitude.

Figure 3.4 � Comportemment de la gaussienne dé�nit par f (x) = c � exp(� kx2).

Pour éviter d'avoir une dépendance au pas de temps on prend arbitrairementP rod = 0 :001� f (xc)=dt
avecxc le centre de la zone de déferlement, ou si on souhaite une gaussienne avec plateau (i.e pas un unique
maximum), les deux limites de la zone. Il su�t de choisir k pour avoir la transition spatiale souhaitée. On le
choisit arbitrairement tel que la variation totale de l'amplitude de la gaussienne, des deux côtés de la zone
de déferlement, soit e�ectuée sur une distance deL breaking =2. Dans les zones �hors déferlement� on prend
Dest = � 0:001=dt. On a �nalement une méthode qui induit une transition spatiale et temporelle continue
entre les deux modèles purs. Cependant, comme nous l'avons évoqué précédemment il est di�cile de suivre
parfaitement l'onde car on ne connaît pas exactement sa vitesse.

Toutes ces méthodes sont testées dans le chapitre 8. On verra qu'il existe un autre type d'instabilité que
celui énoncé dans la littérature. Lorsque pour une onde donnée par le modèle de SGN, on bascule sur le
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modèle de SV, des ondulations sont générées et partent vers l'aval de la vague. En fait rien n'empêche cela
car le modèle de SV n'a pas à �accepter� une solution du modèle de SGN et la faire continuer sur sa lancée.
On touche du doigt la notion de condition �initiale� mal préparée. D'une manière générale on verra que les
essais e�ectués montrent que, même avec des maillages très �ns, les oscillations parasites restent mesurées
et a priori acceptables avec la résolution employée , peu importe la méthode de transition. Cela est sans
doute dû au fait que, comme ce système est hyperbolique, on peut s'appuyer sur une méthode numérique
unique pour résoudre le modèle �hybride� contrairement à ce qui se fait généralement dans la littérature.
On verra également que la transition lente donne des résultats moins sujets aux instabilités parasites que
la méthode 1, mais n'est pas totalement épargnée. Compte tenu de sa �complexité� pour le faible gain que
nous observerons, cette approche sera rejetée. Le lecteur est renvoyé au chapitre 8 pour plus de détails.

3.6 Particularité de résolution

Ce modèle n'est pas particulièrement compliqué à résoudre. On peut utiliser une méthode de �splitting�
pour traiter dans un premier temps la partie homogène puis les termes sources. Dans cette thèse, nous avons
sélectionné le solveur HLL pour résoudre la partie homogène avec le schéma explicite en temps d'ordre2
de Runge Kutta, et une montée en ordre spatial de type MUSCL avec le limiteur minmod. Comme les
termes sources sont assez raides, il serait intéressant d'utiliser un méthode adéquate (type Strang) mais par
simplicité nous sommes restés sur une intégration simple en réduisant laCFL par deux pour les cas tests
e�ectués. Notons qu'on dispose des solutions exactes pour l'intégration de ces termes (cf. équations 3.3.7 et
3.3.8), ce qui rend leur prise en compte directe. Le seul point délicat est que pour les problèmes généralement
considérés avec ce genre de modèle, il est important d'avoir un schéma qui respecte les conditions d'équilibres.
Le schéma de base est corrigé pour préserver l'équilibre de lac au repos en �étendant� la méthode d'Audusse
[12], proposée pour le système de Saint-Venant. Il su�t pour cela de remarquer qu'au repos on a� = h et que
donc l'équation de quantité de mouvement du système de SGN approché est identique à celle de SV. Il faut
donc simplement modi�er � de la même manière queh pour préserver l'équilibre (h � b = cste; u = 0m=s).

3.7 Bilan

Dans ce chapitre on a vu comment modi�er le système de SGN approché de Favrie et Gavrilyuk [68]
pour ajouter de la dissipation grâce à une transition (potentiellement non instantanée) vers le modèle de
SV. Les di�cultés rencontrées dans la littérature avec ce genre d'approches ont été évoquées puis di�érentes
méthodes de transitions ont été proposées. Une revue des critères de déferlement les plus employés a été
présentée et un critère analogue, mais plus simple, au critère cinématique a été proposé. Ces approches
seront testées au chapitre 8.
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Chapitre 4

Modélisation des écoulements
multi-phases
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Ce chapitre se focalise sur la présentation de quelques modèles permettant de représenter des écoulements
potentiellement compressibles, contenant de l'air et de l'eau. Une des �nalités est de retenir un modèle capable
de représenter des écoulements de phases pures liquide-gaz compressibles, aussi bien en con�gurations séparées
que mélangées à l'échelle macroscopique. Ceci permettra d'envisager la représentation des déferlements et
des impacts de vagues sur des structures avec des milieux purs ou aérés.

4.1 Introduction

La modélisation de ce type d'écoulement a attiré beaucoup d'attention ces dernières décennies de part
leurs larges présences dans la nature et dans les applications industrielles. On les rencontre par exemple dans
la propagation et le déferlement d'une vague ou encore dans les générateurs de vapeur des réacteurs nucléaires.

On peut distinguer les écoulements où les �uides en présence sont une phase liquide et une phase gazeuse
d'un même �uide, et les écoulements où les molécules sont di�érentes. Du point de vue microscopique, dans le
premier cas seule l'agitation moléculaire di�érencie les deux phases alors que dans le second cas, les molécules
sont simplement di�érentes, et peuvent évidemment aussi être dans divers états d'agitation. Lorsqu'on étudie
un écoulement contenant une unique espèce présente sous di�érentes formes (liquide, gazeuse et/ou solide),
on peut parler d'écoulement multi-états. Dans le cas le plus général on peut parler d'écoulement multi-
espèces. Dans la littérature, le terme multi-phases est généralement utilisé (la notion de plusieurs espèces
est alors considérée comme implicite1) ou encore de multi-�uides. Pour préciser la di�érence entre ces deux
catégories, on s'appuie sur Saurel et Abgrall [193] qui considèrent qu'un écoulement est multi-�uides lorsque
les �uides sont séparés par des interfaces bien dé�nies. A l'inverse, lorsque certaines parties de l'écoulement
(hors interfaces) sont modélisées par un mélange, c'est à dire qu'on ne fait plus la distinction entre les �uides,
on parle de multi-phases.

Il existe plusieurs sous-catégories d'écoulements multi-phases. Lorsque peu de séparations entre les phases
existent, on parle de phases séparées. La propagation d'une vague illustre bien ce cas. A l'inverse, si un très
grand nombre d'objets d'une certaine phase sont contenus dans une autre phase, on a à faire à beaucoup
d'interfaces et on parle alors d'écoulement à phase dispersée. Un cas qui illustre cela est un brouillard : des
particules d'eau sont suspendues dans un gaz. Il est immédiat qu'entre les deux cas la nuance peut être
compliquée à dé�nir. La notion de phase dispersée renvoie en fait directement à l'échelle de visualisation. En
e�et, si on agrandit une zone donnée d'un brouillard, on pourra sans di�culté visualiser des petites gouttes
entourées de gaz, que l'on ne pourra plus localement di�érencier de la dé�nition précédente d'écoulement à
phase séparée. Ces dé�nitions sont donc données par rapport à l'échelle macroscopique. Un modèle bi-�uides,
conçu pour les phases séparées, permet de modéliser proprement un écoulement à phases dispersée dès lors
que la discrétisation est su�samment �ne pour capter les objets de la phase dispersée (i.e. les plus petits
objets). Cela est évidemment rarement envisageable hormis pour des cas très particuliers. On peut rajouter
que, lorsqu'une phase est peu présente, la notion de phase diluée est employée.

Comme dans notre cas, l'écoulement le plus compliqué que l'on souhaite modéliser est le déferlement
d'une vague et son impact sur une structure (ou en étant plus raisonnable l'e�et d'un milieu aéré lors d'un
impact), il est clair que considérer chaque petite bulle entraînée dans un déferlement est inaccessible d'un
point de vue simulation numérique. L'idée est donc de modéliser la �mousse� par un mélange. On parlera
donc dans la suite de modélisation bi-phases.

Les contraintes sur le modèle que l'on souhaite employer sont par conséquent : être capable de représenter
un mélange et, à grande échelle, des phases séparées. Comme on le verra plus tard, un mélange est très
facilement compressible, ce qui justi�e la contrainte supplémentaire d'utiliser un modèle compressible. Lors de
l'impact d'une vague, et plus particulièrement d'une vague déferlée, on s'attend à observer des compressions
et des détentes. Comme une forte détente peut entraîner de la cavitation, une contrainte supplémentaire

1. Landau et al. [118] dé�nissent les phases d'une substance comme ses états qui peuvent coexister simultanément à l'équilibre,
tout en étant en contact direct. En supprimant le mot substance, le mot phase se rapporte donc simplement à un état de la
matière.
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intéressante est que le modèle sélectionné soit capable de traiter ce phénomène même grossièrement. Notons
que dans les gammes de pression attendues, il n'y a pas de di�érence importante entre de l'air et de la vapeur
d'eau. Cela permet de construire un modèle pour les écoulementsa priori air-eau mais de considérer comme
physiquement représentatif la cavitation de la phase dense vers la phase légère sans avoir à reconsidérer
la description thermodynamique des �uides (i.e. l'eau cavite en air, bien que fondamentalement, cela soit
faux). Même si ce type de phénomène peut sembler exotique dans les applications visées, il semble délicat
de l'exclure lors d'impact violent (cf. par exemple Lugni et al. [137] sur ce point).

4.2 Les di�érentes approches numériques

A partir du moment où un écoulement bi-phase est considéré, hors zone de mélange, un nouvelle �discon-
tinuité�, nommée discontinuité de contact, séparant les deux phases avec des propriétés thermodynamiques
potentiellement très di�érentes apparaît. Il existe plusieurs méthodes pour simuler ces problèmes à interfaces
(on suit principalement Anderson et al. [8] et Saurel et Pantano [196]).

La première idée est de suivre le déplacement de l'interface grâce à la grille de discrétisation (cf. par
exemple Hirt et al.). Cette approche, bien que précise, peut trouver ses limites lors de fortes déformations
de l'interface rendant le maillage mal conditionné. Une autre possibilité est de conserver une grille �xe pour
les �uides purs et de suivre l'interface avec des marqueurs lagrangiens. Cette méthode se nomme �Front
Tracking� et a fait ses preuves pour des cas généraux mais nécessite l'emploi de deux types de solveur ce qui
peut être coûteux et délicat pour des déformations étendues.

Une autre idée est de conserver une vision purement lagrangienne. Deux sous catégories de ces méthodes
sont l'approche SPH (Smoothed Particles Hydrodynamic) ou l'approche LB (Lattice-Boltzman). Pour la
méthode SPH, le domaine étudié est discrétisé en ensemble de n÷uds dont la connectivité pourra évoluer au
cours des calculs. Chaque n÷ud est évalué, non pas comme un élément unique, mais comme une sommation
plus ou moins pondérée des états des points voisins. Les poids des n÷uds du sous-domaine sont dé�nis par
une fonction de répartition, ou noyau, dont l'étendue varie pour garantir un nombre de particules su�sant.
Cette méthode peut être vue comme une approche lagrangienne lissée (d'où le terme � Smoothed �). L'idée
de résoudre un système sans maillage permet de réduire certains problèmes engendrés par exemple par
de fortes déformations de surfaces libres. Notons que c'est une approche type microscopique mais avec
des particules qui peuvent être de taille macroscopique suivant la précision requise. Un défaut de cette
méthode est son instabilité numérique qui nécessite souvent l'introduction d'une viscosité arti�cielle. La
méthode LB repose sur la théorie cinétique des gaz pour laquelle la répartition des particules est solution de
l'équation de Boltzmann. A l'échelle microscopique, la résolution du déplacement de chaque particule dont
les degrés de liberté sont très élevés est numériquement inaccessible. Le milieu étudié est donc discrétisé
à l'échelle mésoscopique et les types de déplacements possibles des particules � �ctives � sont réduits. Le
mouvement des particules obéit donc à l'équation de Boltzmann avec des contraintes de déplacements (et
de collisions) prédé�nies, d'où le nom de méthode de Boltzmann sur réseaux. Les données macroscopiques
du système peuvent être retrouvées par intégration des variables d'ensemble sur un volume relativement
étendu. Les conditions aux limites sont dé�nies à l'échelle du réseau et sont donc des fonctions de répartition
particulières. Les forces extérieures, comme par exemple la gravité, sont appliquées par le biais d'ajout
de forces à la fonction de collision dans l'équation de Boltzmann. L'idée sous-jacente de cette approche
est qu'une description relativement simpli�ée des interactions à l'échelle microscopique (chocs élastiques,
directions d'advection privilégiées, etc) est su�sante pour décrire l'état macroscopique d'un �uide pour un
nombre de particules �ctives élevées. Cette approche à fort potentiel est à l'heure actuelle surtout utilisée
pour modéliser les écoulements incompressibles. Ces méthodes particulaires initialement considérées comme
très coûteuses ont connu un fort essor ces dernières années car elles sont en fait particulièrement compatibles
avec les architectures actuelles des ordinateurs.

Une autre méthode est de rester sur une approche avec maillage mais d'utiliser une fonction eulérienne
pour faire évoluer l'interface. Cette méthode nommée Level Set (cf. Aslam et al. [11] dans le cas compres-
sible) a pour point fort de se passer de changement de maillage, mais peut donner lieu à des problèmes de
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conservation de masse. Elle nécessite aussi des réinitialisations fréquentes de la fonction Level Set, qui a
naturellement tendance à se di�user.

Une autre méthode est d'autoriser la di�usion de l'interface (le minimum possible évidemment). Ces
approches se nomment méthodes à interfaces di�uses, ou parfois méthode de capture d'interface. La di�culté
principale de cette méthode est de devoir dé�nir un état thermodynamique pour la zone de mélange. A partir
de là, deux voies existent. La première est de considérer une interface comme une zone visco-capillaire. Un
des défauts importants de cette approche est de nécessiter une interface très �ne (de l'ordre de grandeur du
nanomètre) pour être cohérente (cf. Cahn et Hilliard [36]). Pour �nir, une autre approche à interface di�use
est celle introduite initialement par Hirt et Nichols en 1981 dans un cadre incompressible et étendue par la
suite dans un cadre compressible (cf. par exemple Abgrall [3] et Saurel et Abgrall [194, 193]). L'interface entre
deux phases est ici dé�nie par la fraction volumique d'une phase par rapport à l'autre, ou par une fonction
couleur si on se restreint au cas incompressible ou qu'on ne souhaite pas modéliser les mélanges. Cette
fraction intervient directement dans les équations de conservations. L'atout remarquable de cette approche
est que le même système d'équations est utilisé dans tout le domaine. L'interface peut être reconstruite par
des méthodes géométriques comme par exemple l'approche �VOFPLIC� dans le cas incompressible ou bien
simplement gardée su�samment �ne grâce à des schémas peu di�usifs voir anti-di�usifs ou compressifs. Les
méthodes géométriques peuvent s'avérer complexes dans le cas de déformations quelconques (beaucoup de
cas à prévoir). A l'inverse les méthodes basées sur des schémas �anti� di�usifs sont en ce sens parfaitement
générales mais il reste di�cile à justi�er que l'interface ne soit pas numériquement déforméein �ne . Il existe
donc un fort besoin de comparer les di�érentes méthodes de �compression d'interface� proposées dans la
littérature avec l'espoir que certaines d'entre elles se détachent de manière générale.

Compte tenu de sa �simplicité�, de sa capacité à traiter naturellement les créations et coalescences
d'interfaces et d'éventuellement traiter des mélanges, l'approche à interface di�use est considérée dans cette
thèse.

Il existe di�érents systèmes d'équations, plus ou moins complexes, pour modéliser les écoulements dipha-
siques compressibles. Dans le paragraphe qui suit un des principes de dérivation de ces modèles est présenté
succinctement.

4.3 Construction des modèles bi-phases

Il existe principalement deux moyens d'obtenir un modèle bi-phase compressible. Le premier consiste à
considérer deux phases, régies respectivement par les lois classiques de conservation et des termes de sauts
entre les phases, puis d'e�ectuer une moyenne sur un échantillon à une certaine échelle pour obtenir un
modèle d'ensemble à l'échelle d'intérêt. Un autre moyen est de repartir de zéro et de postuler ou estimer
l'énergie du milieu d'intérêt et d'appliquer le principe de moindre action. Dans la suite nous allons présenter
succinctement le principe de la méthode de moyenne pour obtenir le modèle diphasique général de Baer et
Nunziato (noté BN) avant d'e�ectuer des hypothèses supplémentaires pour arriver à des modèles les plus
simples possibles. Pour plus de détails sur la seconde méthode basée sur le principe variationnel, le lecteur est
renvoyé à Berdichevsky [21] pour un cadre général, Dell'Isola et Gavrilyuk [56] dans un cadre multiphasique
ou encore Caro et al. [38] ou Drui [61] pour le cas plus simpli�é qui vain �ne nous intéresser dans cette
thèse.

La méthode de moyenne est la suivante :
On considère tout d'abord que deux phases régies par les équations de conservation de masse, de quantité de
mouvement et d'énergie, sont présentes dans un domaine
 . Pour simpli�er, les e�ets visqueux sont négligés
(ie. équations d'Euler) et on raisonne en 1D. Il faut maintenant stipuler les relations de saut d'une phase
à une autre. La contrainte est que la présence d'interface ne doit pas empêcher de conserver la masse, la
quantité de mouvement et l'énergie totale. Vient alors le temps du processus de moyenne. Pour plus de
détails le lecteur est renvoyé à Drew et al. [60] ou Drew et Allen [59] qui a été principalement suivi pour
ce résumé. Il n'est en e�et pas toujours nécessaire de résoudre toutes les interactions entre les phases, en
particulier à des échelles réduites, lorsque seuls des phénomènes de taille macroscopique nous intéressent. La
notion de moyenne introduit naturellement la notion de mélange. On rappelle cependant qu'on ne s'intéresse
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ici qu'à des �uides non miscibles. Le terme mélange que l'on emploie n'est donc pas associé à une interaction
moléculaire, mais simplement à une présence commune de plusieurs phase dans une zone. Pour repérer chaque
phase une fonction caractéristique de présence� k , attachée à la phasek, est introduite :

� k (x; y; z; t ) =

(
1 si la phasek est à la position (x,y,z) à l'instant t
0 sinon

(4.3.1)

La zone discontinue de cette fonction correspond à une interface. En notantVi la vitesse de l'interface, cette
fonction, qui est par construction attachée à la phasek, est donc régie par :

@�k
@t

+ Vi
@�k
@x

= 0 (4.3.2)

En dehors de l'interface, on a
@�k
@x

= 0 . La dé�nition de la fonction permet de dé�nir son gradient avec la

distribution de Dirac. Les équations de conservation de chaque phase sont maintenant multipliées par cette
fonction de présence. En moyennant ces equations on obtient �nalement :

@�k � k

@t
+

@�k � k uk

@x
= S1

@�k � k uk

@t
+

@�k � k u2
k + Pk

@x
= S2

@�k � k Ek

@t
+

@�k � k uk (Ek + Pk )
@x

= S3

Avec par construction � k = < � k > la fraction volumique, � k la masse volumique,uk la vitesse,Pk la pression
et Ek l'énergie totale de la phasek. Le système déterminé doit maintenant être fermé. Le lecteur est renvoyé
aux références précédentes pour plus de détails sur les termes sources. Hormis des relations de saut aux
interfaces, nous n'avons pas su�samment de contraintes pour lier les �sources� aux variables du système.
Cependant, moyennant quelques hypothèses topologiques comme assumer une forme particulière d'interface,
il est possible d'avancer. Le point clef d'après vient de la détermination de la fraction volumique. Pour
deux phases la connaissance d'une fraction volumique entraîne évidemment la connaissance de l'autre. En
ajoutant une équation sur la fraction volumique, Baer et Nunziato [15] ont obtenu un système hyperbolique.
Ce modèle était initialement formulé pour des phénomènes à grains mais est à la base de la plupart des
modélisations multiphasiques actuelles. Ce modèle est détaillé dans la section suivante.

4.3.1 Modèle en déséquilibre total

Le point de départ de tous les modèles qui vont suivre est un système très général supposant un déséqui-
libre total, en pression et vitesse, entre les phases, introduit par Baer et Nunziato [15] et proposé initialement
pour les milieux granulaires. Saurel et Abgrall [193] ont construit un modèle diphasique liquide - gas sur la
base de ce modèle. Il est capable de traiter des problèmes à interfaces, tout comme des problèmes de mélange
au sens large en déséquilibre. Ce modèle s'écrit en 1D sous la forme suivante :
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Avec � k la fraction volumique, � k la masse volumique,uk la vitesse,Pk la pression etEk l'énergie totale de
la phasek. Pi et Vi sont la pression et vitesse de l'interface et� et � sont les coe�cients de relaxation de
vitesse et de pression. Pour fermer le système, une équation d'état par phase est nécessaire :

Pk = P(� k ; � k ; ek )

La variable � est liée à la nature des matériaux et est très complexe à déterminer dans le cas général.
Heureusement, en pratique cette variable contrôle la vitesse de relaxation des pressions des matériaux,
vitesse qui est souvent très grande (bien supérieure à l'hydrodynamique). Par conséquent sa connaissance
est rarement nécessaire (cf. par exemple Massoni et al. [152]).

Ce modèle général doit être utilisé lorsque les di�érences de vitesses et de pressions entre les phases sont
importantes.

4.3.2 Modèle en équilibre mécanique

Une simpli�cation très intéressante, basée sur la limite asymptotique au premier ordre du modèle précé-
dent, dans la limite des forts e�ets de relaxation des vitesses et des pressions (� et � tendent vers l'in�ni) a
été proposé en 2001 par Kapila et al. [103]. Le résultats obtenus est un modèle à l'équilibre mécanique (pour
une démonstration détaillée, le lecteur peut se référer par exemple à [98]). Le système d'équation obtenu en
1D est le suivant :

@�1
@t

+ u
@�1
@x
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@u
@x

@�1� 1

@t
+

@�1� 1u
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= 0
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+
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(4.3.3)
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�c 2
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=

� l

� l c2
l

+
� g

� gc2
g

(4.3.4)

Avec �E = � l � l el + � g � geg et � = � l � l + � g � g. L'équation d'état qui vient fermer le système est une
fonction d'au moins trois variables : P = P(� g; �; e ). La vitesse acoustiquecm de ce modèle est non monotone
en fonction de la fraction volumique et donne de faibles vitesses pour les mélanges de phases.

Le modèle de Kapila est fermé par une loi d'état unique déterminée à partir des lois de pression respective
à chaque �uide. On l'obtient à partir de l'expression de l'énergie interne de mélange :�e = � 1� 1e1 + � 2� 2e2.
Si pour chacune des phases l'équation d'état �sti�ened gas� est utilisée, chacune des lois respectives ayant
évidemment des coe�cients di�érents, l'équilibre des pressions donne la pression de mélange suivante :

P(�; e; � 1) =
�e �

�
� 1 
 1 P1 1


 1 � 1 + � 2 
 2 P1 2

 2 � 1

�

� 1

 1 � 1 + � 2


 2 � 1

(4.3.5)
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Remarque 6. Bien que le raisonnement e�ectué pour obtenir ce modèle soit formellement rigoureux, il
est intéressant de véri�er expérimentalement le résultat obtenu sur la vitesse du son en milieu diphasique
homogène. De nombreuses expériences ont été e�ectuées le siècle dernier montrant la validité de cette loi. Une
étude plus récente (2009) de Shamsborhan [201] con�rme globalement les anciens résultats expérimentaux
et donne une bonne revue des di�érents travaux (expérimentaux et théoriques) visant à déterminer cette
fonction. La �gure ci-dessous extraite de ces travaux présente une comparaison entre résultats théoriques et
expérimentaux :

Figure 4.1 � Comparaison entre expérience et théorie pour la vitesse du son dans un mélange air-eau. La
courbe en trait plein correspond à la formule (4.3.4). Les cercles correspondent au résultats expérimentaux.
La vitesse du son de Wood correspond bien à la réalité. Cette image a été extraite de Shamsborhan [201].

Ce modèle est hyperbolique et la vitesse du son associé est celle de Wood (1930) qui correspond bien à la
réalité. Ce modèle est par conséquent physiquement bien posé. Pour des applications de ce modèle, le lecteur
pourra se référer par exemple à [6, 165].

Il pose cependant des di�cultés de résolution. La première vient de la non monotonie de la vitesse du
son face à la fraction volumique. La di�usion de l'interface n'étant pas physique, les ondes traversant une
interface �épaisse� seront ralenties anormalement. Une autre di�culté vient du second membre de l'équation
sur la fraction volumique Ku x (terme non conservatif). Ce terme peut devenir très grand dans les chocs ou
les fortes détentes. La résolution de l'équation sur la fraction volumique ne garantit alors plus la positivité
de cette fraction. D'autre part, les relations de Rankine-Hugoniot permettant de résoudre le problème de
Riemann sont valables pour des lois de conservation, ce qui rend ce terme problématique. Une solution
e�cace permettant d'éviter ces deux di�cultés a été publiée par Saurel et al. [197]. L'idée est de revenir à un
modèle intermédiaire entre celui de �Baer et Nunziato� et �Kapila� en déséquilibre de pression. Ce modèle
à 6 équations peut être résolu via une relaxation de la pression et tend alors vers le modèle de Kapila.
L'équation sur la fraction volumique devient :

@�1
@t

+ u
@�1
@x

=
P1 � P2

�
(4.3.6)
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La vitesse du son devient alors :

c = cf rozen =
r

� 1� 1

�
c1

2 +
� 2� 2

�
c2

2

On peut naïvement se dire qu'on vient de perdre la bonne propriété acoustique du modèle de Kapila car cette
vitesse du son n'est pas en accord avec l'expérience (comme par exemple dans [172]). En fait on retrouve
bien après relaxation de la pression la vitesse du son de Wood.

Pour justi�er physiquement la simpli�cation du modèle de BN vers un modèle à une vitesse, on peut
raisonner de la manière suivante. Dès lors que le temps caractéristique des e�ets de frottements sont beaucoup
plus petits que ceux des e�ets convectifs, cette hypothèse est valide. En e�et les frottements tendent à limiter
le glissement et donc à donner localement une vitesse commune aux objets.

Remarque 7. Il peut être tentant de vouloir �dériver� un modèle à une pression mais deux vitesses. Hélas
ce choix mène à un modèle mal posé (non hyperbolique) et est donc à proscrire.

4.3.3 Modèle isentropique en équilibre mécanique

Il est possible de transformer l'équation sur l'énergie en équation (de transport) sur l'entropie (cf. par
exemple Saurel et al. [197]). En supposant que l'écoulement est isentropique on a donc

@�1� 1

@t
+

@�1� 1u
@x

= 0 (4.3.7)

@�2� 2

@t
+

@�2� 2u
@x

= 0 (4.3.8)

@�u
@t

+
@�u2 + P

@x
= 0 (4.3.9)

P = P(� g) = P(� l ) (4.3.10)

L'égalité sur les pressions fournit la connaissance de� via la résolution d'une équation au pire non linéaire.
Des informations complémentaires (existence d'entropie, équation équivalente sur� , etc.) sur ce modèle
peuvent être trouvées dans Chanteperdrix [40].

Remarque 8. Pour la détermination de � il est généralement conseillé d'utiliser la méthode de Newton.
Notons cependant que cette fonction a parfois une forme qui donne une mauvaise convergence de la méthode
de Newton. D'après notre expérience sur le sujet, une combinaison entre une méthode de dichotomie et de
Newton donne des temps de convergence bien plus intéressants sur les cas tests e�ectués.

Caractéristiques et vitesse du son
Une manière e�cace de trouver la vitesse du son associé à ce modèle est de passer par une forme primitive

de la pression.

(4.3.7) + (4.3.8) () � t +
�
�u

�
x = 0 (4.3.11)

() � P Pt + �u x + u� P Px = 0 (4.3.12)

()
1
c2 Pt + �u x + u

1
c2 Px = 0 (4.3.13)

()
1
c2

dP
dt

+ �u x = 0 (4.3.14)
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De la même manière on a pour chaque �uide :
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= 0 (4.3.15)
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Pour ce modèle les pressions des �uides sont en équilibre (P = Pk ). En sommant (4.3.19) sur k = 1 ; 2 on
obtient :
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� 1c2
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+
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Par identi�cation avec (4.3.14), la vitesse du son est :

1
�c 2 =

� 1

� 1c2
1

+
� 2

� 2c2
2

(4.3.21)

On retrouve la vitesse de son de Wood conforme à la réalité. Ce modèle est assez simple et contient la propriété
minimum qui nous intéresse dans cette thèse. Il semble donc à retenir. Cependant, comme discuté dans la
description du modèle de Kapila, ce modèle implique des di�cultés numériques dues à la non monotonie de
la vitesse du son. Ce modèle sera testé dans le chapitre 9. En suivant Saurel et al. [197] ou Chanteperdrix
[40], de la même manière que pour le modèle de Kapila, un modèle parent permet de s'a�ranchir de cette
di�culté. Ce modèle est décrit dans le paragraphe suivant.

4.3.4 Modèle isentropique en équilibre mécanique relaxé

Pour ce modèle, l'équilibre des vitesses est toujours supposé mais l'évolution des pressions est laissée libre.
La relaxation des pressions vers l'équilibre permet de retrouver asymptotiquement le modèle à l'équilibre. Il
s'écrit :
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Caractéristiques et vitesse du son
L'écriture sous forme quasi linéaire donne :
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Le calcul des valeurs propres associées (Det(A � �Id ) = 0 ) donne � 1 = u � c, � 2;3 = u et � 4 = u + c
avec :

c = cf rozen =
r

� 1� 1

�
c1

2 +
� 2� 2

�
c2

2 =
p

Y1c1
2 + Y2c2

2

La condition de sous caractéristique de Whitham est véri�ée :cW ood < c f rozen . Encore une fois la vitesse du
son trouvée ne présage en rien de la vitesse réelle des ondes acoustiques une fois les pressions relaxées. On
retrouve bien (tant que le développement asymptotique est valide) la vitesse du son Woodin �ne .

Ce modèle est un bon candidat pour l'étude d'impact de vague et est donc retenu pour la suite de cette
thèse. Notons que la description d'un mélange par ce modèle reste assez simpliste. Pour une description
plus �ne des mélanges le lecteur peut se référer à Gavrilyuk et Saurel [74] et Drui [61]. Des compléments
mathématiques sur ce modèle sont donnés en Annexe A.

4.3.5 Modèle minimum

Tous les modèles que nous avons vu jusqu'à présent, sont capables de décrire plus ou moins �nement
un mélange de phases et des phases séparées. Il n'est parfois pas nécessaire de décrire des mélanges ce qui
permet de considérer des modèles dédiés aux problèmes où l'interface est toujours décrite. Dans un cadre
isotherme on a par exemple en 1D :

� t + u
�
�

�
x = 0

� t +
�
�u )x = 0

�
�u

�
t +

�
�u 2 + P

�
x = 0

P = P(�; �)

� est une fonction de présence (par exemple� = 1 implique une zone d'air pur et � = 0 d'eau pure).
� = � � g + (1 � �) � l est une densité de �mélange�. Pour chaque zone pure, on retrouve bien la limite
monophasique. Cependant pour ce modèle, la notion de mélange n'a aucun sens physique.

La pression peut être déterminée de la manière suivante : considérons que l'on modélise un liquide et un
gaz. On prend par exemple pour ces �uides deux lois d'état barotropes linéarisées :

Pl � P ref = c2
l (� l � � ref

l ) Pg � P ref = c2
g(� g � � ref

g )

En se servant de l'expression de la masse volumique de �mélange�, il est possible de trouver une loi de
fermeture pour P en supposant par exempleP = P1 = P2.

Ce modèle, ou des modèles similaires sont utilisés par exemple dans Golay et al. [81], Saurel et Abgrall
[194], Massoni et al. [152], Allaire et al. [6].

Ce modèle a été initialement utilisé dans cette thèse. Des cas tests du Lot1 du projet TANDEM ont été
e�ectués en se servant d'une variante dédiée aux écoulements incompressibles (cf. Golay et al. [81] pour plus
de détails sur cette approche et Pons et al. [177] et Marcer et al. [146] pour quelques cas tests e�ectués).

Ce modèle est capable de simuler des problèmes à interfaces entre �uides compressibles. Il n'est cependant
pas capable de modéliser les problèmes de mélange car la vitesse de mélange n'est pas correcte. Du point de
vue numérique ce modèle n'est pas plus facile à résoudre que le modèle présenté en section 4.3.3 car il faut
résoudre l'équation sur � sous forme non conservative pour éviter des oscillations de pression (cf. Abgrall
[3] et Saurel et Abgrall [194] pour plus de détails sur ce point). Ceci complexi�e légèrement les choses lors
des montées en ordre en espaces des schémas. Pour ces raisons nous nous sommes �nalement tournés vers le
modèle présenté en section 4.3.3.

4.3.6 Suppléments sur la réduction isentropique et les lois d'états

Pression et lois d'état : D'une manière générale une loi d'état (noté EOS dans la suite) d'un �uide
caractérise sa pression en fonction de sa masse volumique et de son énergie interne (ou température). Elle
s'écrit P = P(�; e ) ou P = P(�; T ) et permet de clore le système d'équations. D'un point de vue physique,
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lors de l'établissement des équations de conservation on considère des �particules �uides� (ou volume in�nité-
simal) a�n de dé�nir notamment des vitesses d'ensemble. Ces particules �uides contiennent plus précisément
un ensemble de molécules avec des vitesses propres. Le processus de moyenne dé�nissant la vitesse d'une
particule �uide a pour conséquence de tuer un phénomène microscopique : les collisions de ces di�érentes
molécules. Ce processus est retrouvé à l'échelle macroscopique par ce qui est nommé pression. Suivant le
�uide considéré et les conditions dans lesquelles il évolue des lois plus ou moins complexes seront utilisées
comme par exemple la loi des gaz parfaits, la loi de Noble-Abel, la loi de Van de Waals, la loi des gaz raides
ou encore sans être exhaustif la loi de Mie Gruneisen.

Dans cette thèse deux types d'EOS ont été considérés. Des lois barotropes :

Pl � P ref = c2
l (� l � � ref

l ) Pg � P ref = c2
g(� g � � ref

g )

et parfois des lois plus élaborées comme une loi des gaz parfaits isentropique pour l'air :

Pg(� g) = P0
� � g

� ref
g

� 
 g (4.3.22)


 g, � ref
g et P0 correspondent respectivement au ratio de chaleur spéci�que, à la masse volumique de référence

et à la pression de référence. Pour l'eau liquide la loi isentropique approchée de Tait a aussi été utilisée (voir
par exemple [25]) :

Pl (� l ) = ( P0 + P0K )
�
(

� l

� ref
l

) 
 l � 1
�

(4.3.23)

K =
� ref

l (cref
l )2


 l P0
correspond au module de compressibilité du liquide aveccref

l la vitesse du son de référence

du liquide.
Pour des conditions normales de températures et de pression (i.e. T � 300K , P � 105Pa) les paramètres

des lois d'état choisis pour l'air et l'eau peuvent être pris à :� ref
l = 1000kg=m3, � ref

g = 1 :28kg=m3, P0 =

105Pa, cref
g = 340m=s, cref

l = 1500m=s, 
 g = 1 :4 et 
 l = 7 .
En pratique le choix de lois barotropes permet de déterminer la fraction volumique d'équilibre de manière

analytique ce qui permet un gain de temps conséquent face aux lois plus élaborées où une équation non linéaire
doit être résolue. Hors quelques applications très violentes, nous n'avons pas vu de di�érences importantes
entre ces deux types de lois d'états même pour des cas tests impliquant des détentes ou chocs modérés. Le
lecteur est renvoyé au chapitre 9 pour plus de détails.

Un peu de thermodynamique :
Le premier principe de la thermodynamique est :

de = �Q + dW (4.3.24)

où de représente la variation d'énergie interne,�Q l'échange de chaleur avec l'extérieur etdW le travail
échangé. L'échange de chaleur correspond à�Q = TdS où S désigne l'entropie. On adW = � PdV où V

correspond au volume spéci�que dé�nit commeV =
1
�

. En supposant un milieu isentropique, le premier

principe donne :

de =
P
� 2 d� (4.3.25)

Précédemment on s'est donnéP = P(�; e ) ce qui écrit autrement donne e = e(�; P ). En se servant de
l'expression obtenue précédemment et du di�érentiel sure on obtient :
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(4.3.26)
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On a de plus
dP
d�

=
@P
@�

�
S et c2 =

@P
@�

�
S avec c2 la vitesse acoustique dans le milieu. En combinant ces

expressions on a �nalement :
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@e
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(4.3.27)

Remarque 9. Pour des lois d'état cubiques ou plus complexe on voit quec peut devenir d'un point de vue
algébrique complexe. L'hyperbolicité du modèle est alors localement perdue ce qui complexi�e drastiquement
la résolution des équations. Il est souvent choisi de raccorder la loi de façon judicieuse pour s'a�ranchir de
cette di�culté. Dans le cadre de cette thèse au vu des phénomènes physiques envisagés ce cas ne sera pas
rencontré. Le lecteur est renvoyé par exemple à [62] pour plus de détails sur les implications de ce type de
di�cultés.

Revenons sur la quantité fondamentale de la thermodynamique : l'entropie (notéS). En dynamique des
gaz, l'entropie spéci�que (i.e. rapport à une unité de masse) �s� est dé�nie par (voir par exemple : Leveque
[127]) :

s = cv log(
P
� 
 ) + cste (4.3.28)

En manipulant les équations d'Euler on ast + usx = 0 ce qui montre que l'entropie est constante le long des
trajectoires douces des particules. Le long de ces trajectoires on a doncP = �� 
 avec� = cste. D'autre part
lorsque l'entropie est supposée constante cela implique que l'on peut se passer de l'équation de conservation
d'énergie comme cela a été fait pour passer du modèle de Kapila à celui isentropique décrit au paragraphe
4.3.3. Un question de fond avec l'utilisation de ce modèle isentropique est : aura-t-on des résultats cohérents
en présence d'ondes de choc ? En e�et en toute rigueur il est possible de montrer que l'entropie (physique)
augmente à travers un choc. Le fait de tuer ce phénomène est donc discutable. Cependant on assume que
pour les chocs de faibles intensités cette hypothèse est valable. En pratique nous avons comparé les résultats
obtenus avec cette hypothèse sur un cas test impliquant une onde de choc d'intensité modérée avec ceux
obtenus par un modèle ne faisant pas cette hypothèse et aucune di�érence notable n'a pu être mise en
évidence. Ce choix semble donc valable bien que la prudence soit de mise. Le lecteur est renvoyé au Chapitre
9 où ce cas test est présenté.

4.4 Quelques remarques et limitations sur les modèles présentés

En dehors du modèle dit �minimum�, les modèles présentés permettent de retrouver le comportement
principal de beaucoup de mélanges. Ils peuvent cependant être mis à défaut pour des mélanges très dilués.
En e�et, lorsque une phase porte une autre phase dont la présence est extrêmement réduite (par exemple
avec une fraction volumique de gaz de l'ordre de99%, i.e. des particules denses dans un milieu léger), les
collisions des particules de cette phase peuvent être considérées comme négligeables. Le meilleur moyen de
décrire cette phase aux collisions réduites est alors d'utiliser un modèle sans pression (comme le modèle de
Marble). On peut aussi souvent négliger la présence de la phase diluée dans la phase porteuse ce qui permet
d'utiliser les équations d'Euler. Sans approximations de ce type, les deux groupes d'équations sont couplés
par des termes sources traduisant l'action des particules diluées sur la phase porteuse et vice versa (cf. par
exemple Hank et al. [93]). Pour cette approche globale les ondes acoustiques dans le mélange se déplacent
donc à la vitesse du son de la phase porteuse. Ceci est en désaccord avec la modélisation précédente pour
laquelle on retrouve dans un mélange la vitesse du son de Wood mais en meilleur accord avec la réalité. Il
n'existe en fait pas de modèle à la fois valide pour des mélanges denses et pour des mélanges très dilués.
Le lecteur peut se référer à Saurel et al. [195] qui va dans ce sens pour combler le manque. L'explication de
ce défaut du modèle moyenné non valide pour des mélanges très dilués vient, semble-t-il, de l'hypothèse de
continuité de toutes les phases lors de l'étape de moyenne dans la dérivation du modèle. Lorsqu'une phase
est en présence vraiment réduite, elle ne peut en e�et être considérée comme continue à l'échelle du mélange.
Dans le cadre de cette thèse ce cas n'esta priori pas d'une importance capitale car lorsqu'une vague déferle
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le �mélange� formé est loin d'être dilué.

En dehors de ces cas, les modèles présentés précédemment permettent de modéliser aussi bien des phases
séparées que des phases dispersées homogènes (assimilables à un mélange), mais le lien entre les deux états
demeure incomplet. Prenons par exemple une bulle d'air dé�nie par une cellule de maillage entourée d'eau.
Cette bulle dans la réalité peut être �atomisée� sous forte contrainte de cisaillement par exemple. Avec une
grille plus �ne, on pourrait voir ce phénomène sans di�culté mais la �nesse de discrétisation a évidemment
des limites bien au delà de l'échelle microscopique (hors cas extrêmement réduit). En imaginant pour sim-
pli�er dans un premier temps que cette �atomisation� donne lieu à un mélange relativement homogène entre
la phase porteuse et la phase réduite, la question est donc la suivante : peut-on augmenter la fraction volu-
mique dans les zones alentours (à déterminer) de la phases réduite ? Compte tenu des modèles précédents,
la considération de vitesses propres (et pressions) semble obligatoire pour dans un premier lieu estimer le
taux de dislocation de cette fameuse bulle. Une fois cela fait (ce qui n'est pas une mince a�aire mais semble
accessible grâce à des corrélations pour commencer), il restera à alimenter le milieu environnant de la bulle en
mélange. A l'inverse, connaissant un mélange donné, il est évident qu'au repos ce mélange va tendre vers des
phases séparées. Prenons par exemple un mélange air eau que l'on met au repos sous champ gravitaire. En
temps long une strati�cation s'opérera par poussée d'Archimède et la phase légère se rassemblera en surface.
Ce cas simple semble être un point important de départ à tenter de respecter lors de la construction d'un
modèle �général�. Notons que ces cas sont à l'heure actuelle modélisés par un couplage entre des modèles
à phases séparées eulériens et des modèles lagrangiens avec des particules aussi petites que nécessaires. Ils
sont par conséquenta minima d'une grande complexité et sujets à la notion de couplage externe dont on
a pu toucher quelques limites dans cette thèse pour des modèles di�érents (cf. chapitre 10). Comme décrit
précédemment, une autre voie avec un modèle unique semble envisageable.

4.5 Bilan

Dans ce chapitre on a vu les di�érentes manières de modéliser des écoulements mettant en jeu plusieurs
�uides. Pour sa relative simplicité et sa capacité à traiter la coalescence d'interfaces la méthode à interface
di�use a été retenue. Quelques modèles diphasiques ont été présentés jusqu'à arriver à des modèles adéquats
pour modéliser les impacts de vagues aussi bien non déferlées que déferlées avec la possibilité de traiter ce
dernier cas comme un mélange macroscopique. Ces modèles, modèles isentropique en équilibre mécanique
ou à relaxation, sont retenus pour la suite et seront notamment testés au chapitre 9.
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Ce chapitre a pour vocation de présenter quelques méthodes numériques de base permettant de résoudre
des systèmes d'équations aux dérivées partielles (EDP) et plus particulièrement des systèmes hyperboliques.
L'intérêt principal de cette présentation est de rendre ce manuscrit, autant que possible, auto consistant pour
la résolution des modèles utilisés. En dehors d'un appui quasi total sur des ouvrages de référence de méthodes
numériques, comme par exemple celui de Toro [221] ou de Leveque [127], les principales �valeurs ajoutées� de
ce chapitre concernent la proposition d'une formulation particulière d'un schéma implicite simple et adéquat
dans le cadre de code volumes �nis sur maillage non structuré et le détail du traitement de conditions aux
limites pour un modèle diphasique. Également, une explication du lien entre les méthodes de montée en ordre
spatial TVD de type limiteur de pente et celles basées sur le formaliste de Barth et Jespersen [17] est proposée.
Pour �nir, une étude numérique sommaire comparant des schémas explicites et implicites est présentée.

5.1 Introduction

Il existe principalement 3 types de méthodes numériques pour résoudre des EDP, l'approche �Di�érences
Finies� (DF), �Éléments Finis� (EF) et �Volumes Finis� (VF). Sans entrer dans les détails, on peut donner
quelques avantages / inconvénients de chacune de ces méthodes dans leur essence. L'approche DF est basée
sur des approximations des dérivées à l'aide de développement de Taylor, elle est simple à mettre en ÷uvre
sur des géométries simples mais s'avère di�cile dans le cas contraire. Cette méthode n'est pas toujours
conservative. L'approche EF est souvent quali�ée de �mathématique� du fait du travail assez technique à
e�ectuer en amont de l'implémentation d'un schéma pour un système donné. Cette méthode s'adapte à
des géométries quelconques mais présente des di�cultés de résolution pour les termes non linéaires et est
donc particulièrement utilisée en mécanique des solides. L'approche VF est souvent quali�ée de physique
puisqu'elle requiert un bilan de �ux sur chaque frontière des volumes de contrôle et qu'elle est conservative
par construction (intégration sous forme conservative). Cette méthode s'adapte aux géométries quelconques
et permet la prise en compte de termes non linéaires. Elle est très utilisée en mécanique des �uides, comme
par exemple dans les codes commerciaux Fluent (Ansys) et Starccm+, ou codes libres comme Openfoam.
Pour son concept facilement généralisable aux maillages non structurés, conservatif, et robuste pour traiter
des ondes de choc la méthode des VF a été sélectionnée dans cette thèse. Elle est présentée succinctement
dans le premier paragraphe de ce chapitre.

Pour appliquer cette méthode, un point clef est la résolution d'un problème de Riemann à chaque in-
terface de maillage. Pour bien comprendre comment résoudre ce problème, on commencera par aborder la
résolution du cas simple d'une équation linéaire suivi des systèmes linéaires, pour �nir sur les systèmes non
linéaires. L'intérêt de l'étude de cas simples est de bien comprendre les principales propriétés d'un système
hyperbolique. Hélas, beaucoup de phénomènes physiques complexes induisent des modèles non linéaires. Les
phénomènes étudiés dans cette thèse n'y échappent pas. Les systèmes non linéaires sont évidemment plus
compliqués à résoudre mais conservent le socle du linéaire, ce qui justi�e un passage par des cas plus simples.
Le cadre non linéaire est traité en suivant la méthode de Godunov, qui est notamment capable de traiter les
ondes de choc avec robustesse. Cette méthode remarquable se base sur la propagation des ondes caractéris-
tiques dans le milieu pour faire évoluer la solution. Initialement basée sur la résolution exacte du problème
de Riemann, elle a ensuite évolué vers des méthodes approchées (solveurs dit de type-Godunov) lorsque le
cas exact est complexe ou coûteux. Le solveur de Godunov sera présenté dans le cas des équations de SV,
suivi de quelques solveurs approchés utiles entres autres pour résoudre des équations plus compliquées. Cette
approche, sous sa forme de base, se révèle être très robuste mais une montée en ordre est souvent nécessaire
pour obtenir une résolution plus e�cace. Ce point a donné lieu à beaucoup de recherche car dans ses pre-
miers travaux Godunov avait donné un théorème, souvent dit théorème de la barrière de Godunov, réduisant
tout espoir de faire monter en ordre un schéma simple (i.e. linéaire), tout en conservant de la robustesse
(comme la propriété de préservation de monotonie). Ces di�cultés furent passées grâce à Kolgan [116, 115]
et indépendamment1 par Van Leer [224], près de 20 ans après, en contournant ce fameux théorème grâce

1. D'un point de vue historique seul Van Leer a reçu une forte reconnaissance pour cette avancée car les travaux de Kolgan
sont restés longtemps peu connus à l'échelle internationale. Un papier rendant compte de cette �injustice� a récemment été
écrit par Van Leer [225].
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à l'introduction de schémas/limiteurs non linéaires. L'approche dite MUSCL (Monotonic Upwind Scheme
for Conservation Laws) découlant de ces travaux est présentée. Un lien entre ce type de limitation basée
sur la préservation de la monotonie lors de la reconstruction des variables (MUSCL) et une limitation basée
sur la propriété TVD de Harten est proposé. Di�érentes méthodes d'intégration en temps sont également
présentées.

La notion de stabilité (L 2 et L 1 ) est ensuite évoquée a�n d'appréhender le comportement spatio-temporel
des schémas utilisés. Une fois la résolution de la partie homogène posée, le traitement des conditions aux
limites, des termes sources, ainsi que la résolution dans un cadre multidimensionnel sont exposés.

Comme ce chapitre a pour vocation de présenter d'une manière assez générale, mais évidemment non
exhaustive, quelques méthodes de résolutions applicables aux systèmes hyperboliques, la résolution de cer-
tains systèmes d'équations étudiés dans cette thèse comportant des particularités sera détaillée hors de ce
chapitre au �l de l'eau.

Il n'aura pas échappé au lecteur que seuls des systèmes hyperboliques sont traités dans cette thèse. Ceci
n'est en rien hasardeux. Premièrement la résolution de ce type de système est aujourd'hui assez bien maîtrisée
et permet d'utiliser des méthodes e�caces, même en multi dimensions, comme présentées par exemple dans
ce chapitre. D'autre part, d'un point de vue plus profond les connaissances actuelles de la physique reposent
sur un certain nombre de principes. A l'échelle macroscopique2 le principe de causalité est un des piliers de
notre vision de la nature. Si ce principe est accepté, il va de soit que les modèles prévoyant l'évolution d'un
système physique doivent le suivre. Parmi tous les types d'EDP, le cas hyperbolique, associé à une condition
entropique, permet d'être assuré3 de l'existence et de l'unicité des solutions (et de leurs stabilités) dans un
cadre général. On parle souvent de problème bien posé au sens d'Hadamard. Évidemment, il existe aussi des
résultats théoriques pour d'autres types d'équations mais ils se réduisent souvent à des cas plus particuliers.
Le choix de modèles hyperboliques n'est donc évidemment pas l'unique choix possible mais il assure par
essence la condition nécessaire du caractère bien posé d'un modèle.

Remarque 10. Dans ce contexte, la citation d'un passage de Drew et Passman [60] est intéressante : � A
model that is not properly formulated mathematically cannot describe physical phenomena correctly. While
mathematical correctness does not imply physical validity, the latter cannot be obtained without the former.
�.

5.2 Méthode des volumes �nis

Ce paragraphe présente la méthode des VF. Soit le système à résoudre suivant (avecU un vecteur de
taille n) :

Ut + div
�
F (U)

�
= S (5.2.1)

Cette forme de système n'a rien d'anodin. Il s'apparente en e�et à des lois de conservations et a donc un
sens physique. On appelle lois de conservation toute équation ou système d'équations qui peut s'écrire sous
la forme :

Ut + div
�
F (U)

�
= 0 (5.2.2)

Par exemple, les équations d'Euler compressibles forment un tel système qui est hyperbolique. Pour un même
modèle on peut parfois trouver à première vue di�érentes lois de conservation au sens mathématique. Il faut
cependant se mé�er de cette �équivalence� (qui en fait n'en est pas une...). En e�et, dans la nature seules
certaines quantités sont conservées. Pour des solutions continues, le choix de l'équation de conservation réso-
lue n'a pas d'incidence sur le résultat obtenu. Par contre, lorsqu'une solution devient discontinue, l'évolution
de la solution dépend des relations de Rankine-Hugoniot (relations de saut des variables conservatives que

2. L'étude de systèmes beaucoup plus petits, comme les particules élémentaires, tend à l'inverse à faire proposer aux scienti-
�ques des modèles qui dé�ent cette intuition. Ces modèles, ou plutôt leurs descriptions, ont été initialement critiqués notamment
par Einstein avec sa fameuse phrase : �Dieu ne joue pas aux dés�. Cette description tend cependant à s'imposer aujourd'hui.

3. Il convient de préciser que la justi�cation de l'existence et l'unicité des solutions d'un système hyperbolique est parfaitement
prouvée pour le cas linéaire. Dans le cas non linéaire la génération de solutions faibles complique la tache car il faut ajouter une
condition entropique pour assurer l'unicité. Pour plus de détails sur ce point le lecteur peut se référer par exemple à Benzoni
[20].
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nous verrons dans un paragraphe ultérieur). Dans ce cas il faut donc veiller à résoudre les bonnes lois de
conservations pour obtenir un résultat physique (pour plus de détails le lecteur peut se référer par exemple
à Toro [221]).

La méthode de volumes �nis se prête naturellement à l'intégration de ce type de système en considérant
des volumes de contrôle. Comme nous allons le voir dans sa formulation, la forme des cellules de contrôle entre
d'une manière assez simple dans la partie, ce qui permet un emploi aisé de cette méthode sur des maillages
non structurés. On considère un domaine
 � Rd découpé en volumes de contrôle, tel que
 = [ k Ck , jCk j
étant la taille des cellules. Les inconnues sont évaluées au centre des cellules indicéesk et approchées par
leurs valeurs moyennes, soit :

Uk (t) '
1

jCk j

Z

Ck

U(x; y; z; t )dV

Le système (5.2.2) est intégré sur chaque volume. En appliquant la formule de Green sur la divergence du
�ux on obtient :

jCk j
@Uk (t)

@t
+

X

a

Z

@Ck;a

F (U) � nk=a dS = 0

U correspond au vecteur de variables conservatives (pour les équations d'Euler 1D barotrope on a par exemple
U = ( �; �u )). nk=a est le vecteur normal unitaire sur la frontière Ck;a entre la cellulek et sa voisinea comme
illustré en �gure 5.1.

Le �ux est approché par :
Z

@Ck;a

F (U) � nk=a dS ' j Ck;a jF (Uk (t); Ua(t); nk=a )

On obtient �nalement la forme semi discrète :

@Uk (t)
@t

+
1

jCk j

X

a

jCk;a jF (Uk (t); Ua(t); nk=a ) = 0

k

a

Figure 5.1 � Maillage non structuré 2D avec des cellules triangulaires.

Il faut ensuite calculer les �ux aux interfaces. Dans un cadre général, ce type de problème se nomme
problème de Riemann. Ce point joue un rôle fondamental dans la résolution de systèmes hyperboliques avec
l'approche des VF, ce point est abordé dans le paragraphe 5.3. Il peut parfois être résolu par un solveur de
Riemann exact ou sinon par un solveur approché. La résolution exacte associée au système de SV est par
exemple exposée dans le paragraphe 5.3.3.2.

L'idée générale consistant à discrétiser un système de sorte à se ramener à un problème de Riemann à
chaque interface est dû à Godunov [79]. Son idée est à la base de la plupart des méthodes de résolutions de
systèmes hyperboliques non linéaires. Notons que l'explosion de la popularité de sa méthode a nécessité un
autre pas important permettant de faire monter son schéma en ordre spatial (ce point est discuté dans le
paragraphe 5.6).
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Précisons que pour certains systèmes, il est parfois impossible de résoudre le problème de Riemann
associé. D'autre part, il arrive que la résolution exacte de ce problème à chaque interface soit très coûteuse
en temps de calcul. Dans ces cas là, des solveurs approchés sont nécessaires. Le développement de ce type
de solveurs ont également contribué à la démocratisation du schéma de Godunov. Des solveurs approchés,
parfois appelés solveurs de type-Godunov, sont présentés dans le paragraphe 5.3.4.

Avant de passer au problème de Riemann, on peut préciser la forme du schéma une fois l'intégration en
temps e�ectuée. Considérons la méthode d'Euler d'ordre1 (le lecteur est renvoyé au paragraphe 5.5 pour
plus de détails sur les méthodes d'intégration temporelle). Un des aspects importants est de supposer qu'il
existe une variation de temps su�samment petite, nommée pas de temps (noté4 t), pour que le �ux puisse
être considéré comme constant durant l'intégration. Ceci est justi�é pour un système hyperbolique car les
informations se propagent à vitesse �nie. On obtient :

Un +1
k = Un

k �
4 t
jCk j

X

a

jCk;a jF (Un
k ; Un

a ; nk=a )

5.3 Résolution du problème de Riemann

Un problème de Riemann est simplement un problème pour lequel on se donne une équation, ou un
système d'équations, ainsi qu'une condition initiale constante par morceaux comprenant une discontinuité
(i.e. deux morceaux). Ce problème joue un rôle central dans la compréhension des équations et notamment de
leur structure. D'un côté plus pratique, la résolution d'un problème de Riemann est essentiel pour l'utilisation
de la méthode des volumes �nis qui est employée dans cette thèse. Cette section montre comment résoudre
un tel problème du cas simple d'une équation hyperbolique linéaire, au cas plus technique d'un système non
linéaire hyperbolique.

x

t

(a) Diagramme (x; t ) illustrant les ondes ca-
ractéristiques.

x

x

(b) Problème de Riemann.

Figure 5.2 � Problème de Riemann et ondes caractéristiques.

5.3.1 Equation scalaire

Soit l'équation suivante :

ut + aux = 0

u(x; 0) = u0(x)

La variable u est dé�nie commeu = u(x; t ) et a est une constante. En exprimant la di�érentielle totale de u
on a :

du
dt

= ut + ux
dx
dt

= 0 (5.3.1)
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Le long de la caractéristiquex t = a, u est une constante, d'où en posantu(x; 0) = u0(x) :

u(x; t ) = u0(x � at) (5.3.2)

Considérons une condition initiale discontinue. Ce cas est nommé problème de Riemann :

ut + aux = 0

u(x; 0) =

(
uL si x<0
uR si x>0

La solution de ce problème découle de (5.3.2) :

u(x; t ) =

(
uL si x - at <0
uR si x - at >0

La solution de cette équation est simple et parfaitement déterminée. Toute solution initiale sera transportée
à la vitessea. On va voir que, dans le cas d'équations plus délicates, les caractéristiques peuvent se croiser
et former des solutions plus complexes, telles que les ondes de choc ou de détente. Avant de passer à ces cas
non linéaires, passons au cas des systèmes linéaires.

5.3.2 Système linéaire

Il existe de nombreux systèmes d'équations linéaires capables de modéliser des phénomènes physiques. Un
des exemples le plus simple (cf. par exemple [157]) est l'équation des ondes (pouvant modéliser par exemple
la vibration d'une corde) :

utt � c2uxx = 0

En utilisant le changement de variablesw = � ut et v = cux , cette équation est équivalente au système
linéaire suivant :

vt + cwx = 0

wt + cvx = 0

En mécanique des �uides beaucoup de phénomènes sont généralement non linéaires mais évidemment, dans
une certaine mesure, ils peuvent être modélisés par des systèmes d'équations linéaires comme par exemple
les équations d'Euler linéaires.

Mais revenons à un cadre plus général, soit le système suivant :

Ut + AUx = 0 (5.3.3)

U est dé�ni comme un vecteur de taille n et A comme une matrice constante de taillen � n. On supposeA
diagonalisable :A = PDP � 1 avecD = Id (� 1; � 2; :::; � n ), K i = ( K i; 1; K i; 2; :::; K i;n ) le vecteur propre à droite
associé à la valeur propre� i (i.e. AK ( i ) = � i K ( i ) ), P = ( K � 1 ; K � 2 ; :::) la matrice de passage composée des
vecteurs propres etP � 1 son inverse. On suppose de plus que le système étudié est hyperbolique, ou autrement
dit, que les valeur propres deA sont réelles (si elles sont de plus indépendante, on parle d'hyperbolicité
stricte).

On remplaceA par PDP � 1, on multiplie à gauche (5.3.3) parP � 1 et on poseW = P � 1U on obtient :

Wt + DW x = 0 (5.3.4)

La solution est similaire au cas scalaire :wi (x; t ) = wi 0(x � � i t). Un retour au système initial est obtenu par
transformation inverse (U = PW) d'où :

Uj (x; t ) =
nX

i =1

wi 0(x � � i t)K i;j (5.3.5)

Le problème de Riemann est donc résolu pour un système linéaire de taille quelconque.
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Remarque 11. Comme chaque� i est constant et indépendant, on peut écrire :

wi 0(x � � i t) =

(
� i si x � � i t < 0
� i si x � � i t > 0

Exemple pour un système de tail len = 2 : soit un point P situé dans la zone �W � �. L'état en P a été obtenu
par la propagation deUL via l'onde � 2 et UR via l'onde � 1. Soit :

U(P(x; t )) = � 2K 2 + � 1K 1

Dans le cas général, il existe un uniqueI tel que � I < P (
x
t

) < � I +1 avec8i � I : x � � i t > 0 tel que :

U(x; t ) =
X

i = I +1

n
� i K i +

X

i =1

I
� i K i

5.3.3 Systeme non linéaire

Les phénomènes physiques modélisables par des systèmes hyperboliques non linéaires sont très nombreux.
Par exemple, les équations d'Euler compressibles modélisent de manière remarquable un �uide parfait, que
ce soit en condition relativement lisse ou lorsque des ondes de choc sont générées.

5.3.3.1 Cas général

Dans ce paragraphe, quelques notions générales sont abordées et les di�cultés associées au cas non
linéaires sont exposées et illustrées. Soit le système suivant :

Wt + A(W )Wx = 0

Comme dans le cas linéaire, on peut déterminer les vitesses caractéristiques associées à ce système en déter-
minant les valeurs propres de A. La jacobienne dépend maintenant des variables de l'équation.
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x

x
t

u

(a) Formation d'une onde de choc (
d� (u)

du
>

0).

x

t

(b) Formation d'une onde de choc dans un dia-
gramme (x; t ).

x

t

(c) Formation d'une onde de détente dans un
diagramme (x; t ). La zone en vert correspond
au faisceau de détente.

x

t

(d) Formation d'un choc de détente. Ce cas est
physiquement non acceptable. Il viole la condi-
tion d'entropie ( � L < � R ). Les chocs phy-
siques sont des chocs de compression. Dans ce
type de con�guraton des ondes, c'est un fais-
ceau de détentes qui se forme comme illustré
en �gure 5.3(c).

Figure 5.3 � Solutions non linéaires.

Lorsqu'elle n'est compensée par aucun autre phénomène, une conséquence directe de la non linéarité est

la formation d'ondes de choc et d'ondes de détente en temps �ni. Pour illustrer cela, on suppose
d� (u)

du
>

0. Pour une solution initiale relativement lisse comme illustrée en �gure 5.3(a), la variation des vitesses
caractéristiques fait que certaines caractéristiques vont rattraper leurs voisines. Lorsque les ondes se touchent,
une onde de compression est formée comme illustrée en �gure 5.3(b). Vu d'une autre manière, pour déterminer
une solution en un point P, on remonte la courbe caractéristique qui a donné ce point. Mais un point siège
de l'interaction de plusieurs ondes (par exemple simplement deux), rend à première vue impossible ce chemin
car deux voies sont possibles. En fait la solution est une combinaison des deux voies qui est une onde de choc.
Pour �nir sur les ondes de choc, un autre cas est possible mathématiquement comme illustré en �gure 5.3(d).
Cependant ce cas est en fait physiquement inacceptable car il viole la condition d'entropie. Sans entrer
dans les détails, les chocs qui ont un sens physique sont des chocs de compression et non de raréfaction.
En plus de la condition entropique, lesrelations de Rankine-Hugoniot (RH) sont primordiales pour le
calcul des sauts engendrés par la coalescence des ondes. En e�et, à l'inverse du cas linéaire, comme les ondes
intéragisssent entre elles, il faut des relations supplémentaires pour envisager la résolution du problème.

On a donc vu qu'il y a des zones de détente qui ne peuvent pas être dé�nies par une coalescence. La
transition est en fait plus douce. La solution dans cette zone se trouve grâce auxinvariants de Riemann
associés aux vitesses caractéristiques de �queue� et de �tête�, comme illustré en �gure 5.3(c). Il existe par
conséquent une solution qui fait la transition entre les ondes limites délimitant le cone de détente. L'étude
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de l'équation de Burgers (une équation non linéaire simple :ut + uux = 0 ) est intéressante pour illustrer

cela. Supposons une solution auto semblableu = V(
x
t

). On a alors :

ut + uux =
1
t
(�

x
t

+ V )V 0

Les deux solutions possibles sontV = cste ou V =
x
t

. Ce dernier type de solution permet de recoller un

cone de raréfaction.

D'une manière générale, l'étude du type de champ caractéristique et de la condition d'entropie permet
de déterminer quelle type de solution apparaîtra dans un problème de Riemann. Ajouter à cela les relations
de passage de Rankine-Hugoniot dans le cas discontinu et les invariants de Riemann dans le cas continu,
le problème de Riemann peut être résolu. Les relations de saut de Rankine-Hugoniot sont données par

F(U R ) � F(U L ) = � (U R � U L ) tandis que les invariants de Riemann par
dw 1

k1
i

=
dw 2

k2
i

= ::: =
dw n

kn
i

avec

UL , UR , F (U), � , wj et k j
i respectivement les variables conservatives à gauche et à droite d'une discontinuité,

les �ux, la vitesse de la discontinuité, les composantes des variables primitives et des vecteurs propres à droite.
L'indice j correspond à laj ème composante d'un vecteur eti précise le numéro de la valeur propre associée.

Avant de récapituler les relations nécessaires à la résolution ainsi que les conditions donnant les trois
types d'ondes possibles, on rappelle les propriétés des di�érents types de champs caractéristiques. Lorsque
O� i (W ):K i (W ) = 0 , le champ caractéristique associé à� i est Linéairement Dégénéré (noté par la suite
LD), tandis que pour O� i (W ):K i (W ) 6= 0 le champs caractéristique est Vraiment Non Linéaire (VNL) ; avec

O� i (W ) = (
@�1
@u1

;
@�2
@u2

; :::).

Onde de choc :


 Champ caractéristique VNL


 Relations de Rankine-Hugoniot


 Condition d'entropie ( � i (UL ) > � i > � i (UR ))

Onde de détente :


 Champ caractéristique VNL


 Invariants de Riemann


 Divergence des vitesses caractéristiques (� i (UL ) < � i (UR ))

Onde de contact :


 Champ caractéristique LD


 Relations de Rankine-Hugoniot


 Invariants de Riemann


 Condition d'entropie ( � i (UL ) = Si = � i (UR ))
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5.3.3.2 Application au système de Saint-Venant

Soit le système de Saint-Venant en 1D sur bathymétrie constante (cf. chapitre 2 pour la dérivation) :

Ut +
�
F (U)

�
x = 0 (5.3.6)

avecU =
�

h
hu

�
et F (U) =

0

@
hu

hu2 + g
h2

2

1

A : (5.3.7)

Pour attaquer la résolution d'un problème de Riemann, il faut disposer entre autres des relations de passage
entre les ondes du système : les invariants de Riemann et les relations de saut de Rankine-Hugoniot. Dans
le cas de solutions continues, une forme primitive des équations peut être adoptée sans perte de généralité.
L'intérêt de ce changement de forme est de simpli�er les calculs. Après manipulation de (5.3.6) la forme
quasi linéaire est obtenue :

Wt + A(W )Wx = 0

avecW =
�

h
u

�
et A(W ) =

�
u h
g u

�
:

Les valeurs propres deA sont � 1 = u � c et � 2 = u + c avec c =
p

gh et � 1 < � 2 choisi par convention. Le

calcul des vecteurs propres à droite donneK 1 =
�

�
p

hp
g

�
et K 2 =

� p
hp
g

�
. Les invariants de Riemann pour

le système de Saint-Venant sont �nalement :

u + 2
p

gh = cste pour � 1 = u � c

u � 2
p

gh = cste pour � 2 = u + c

Les di�érentes sous con�gurations possibles sont illustrées en �gure 5.4 :

x

t

(a) Détente à gauche.

x

t

(b) Détente à droite.

x

t

(c) Choc à gauche.

x

t

(d) Choc à droite.

Figure 5.4 � Sous problèmes de Riemann
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Étude des détentes :

 Détente à gauche

Ce cas est illustré sur la �gure 5.4(a). Les invariants de Riemann sont conservés dans une détente :

I 1(WL ) = I 1(W )

() uL + 2
p

ghL = u + 2
p

gh

() u = uL � (h � hL )
2
p

g
p

hL +
p

h

D'autre part, la condition de divergence des caractéristiques est nécessaire :

� 1(WL ) < � 1(W )

() uL �
p

ghL < u �
p

gh

() h < h L

La solution dans la détente est
x
t

= u � c. On remplaceu pour trouver h et c pour trouver u d'où :

h =
1
9g

(uL + 2
p

ghL �
x
t

)2 (5.3.8)

u =
1
3

(uL + 2
p

ghL + 2
x
t

) (5.3.9)


 Détente à droite
Ce cas est illustré sur la �gure 5.4(b). De la même manière que pour la détente à gauche, on obtient

u = uR � (h � hR )
2
p

g
p

hR +
p

h
et h < h R et par conséquent :

h =
1
9g

(uR + 2
p

ghR �
x
t

)2 (5.3.10)

u =
1
3

(uR + 2
p

ghR + 2
x
t

) (5.3.11)

Étude des chocs :

 Choc à gauche

Ce cas est illustré sur la �gure 5.4(c). Le saut au niveau du choc véri�e les relations de Rankine-
Hugoniot (F (UL ) � F (U) = � i (UL � U)) :

hL uL � hu = � 1(hL � h) (5.3.12)

hL uL
2 +

g
2

hL
2 � hu2 +

g
2

h2 = � 1(hL uL � hu) (5.3.13)

La condition d'entropie � 1(WL ) > � 1 > � 1(W ) donne :

uL � � 1 >
p

ghL (5.3.14)

u � � 1 <
p

gh (5.3.15)

On posej = h(u � � 1) et on applique les conditions (5.3.14) et (5.3.15). Après calcul, on montre que
j > 0, h > h L et u < u L . In �ne , on veut u = uL + f (h). On manipule (5.3.12) et (5.3.13) d'où :

� 1 =
hL uL � hu

hL � h
(5.3.16)

� 1 =
hL uL

2 + g
2 hL

2 � hu2 + g
2 h2

hL uL � hu
(5.3.17)
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En égalant (5.3.16) et (5.3.17), on obtient après calculu = uL � (hL � h)

r
g
2

h + hL

hhL
. Les conditions

de validité trouvées précédemmentu < u L et h > h L permettent de sélectionner la solution positive
d'où :

u = uL + ( hL � h)

r
g
2

h + hL

hhL
(5.3.18)


 Choc à droite
Ce cas est illustré sur la �gure 5.4(d). De la même manière que pour le choc à gauche, on obtient les

conditions j < 0, hR < h , u > u R et les solutionsu = uR � (hR � h)

r
g
2

h + hR

hhR
. La solution valide

est donc :

u = uR � (hR � h)

r
g
2

h + hR

hhR
(5.3.19)

Cas général :
La solution globale du problème de Riemann est une combinaison des cas particuliers précédents. Quatre

con�gurations sont possibles comme détaillées ci-dessous et illustrées en �gure 5.5.

x

t

(a) Choc-Choc.

x

t

(b) Choc-Détente.

x

t

(c) Détente-Choc.

x

t

(d) Détente-Détente.

Figure 5.5 � Problèmes de Riemann


 Con�guration Choc-Choc :
Ce cas est illustré sur la �gure 5.5(a).
Compte tenu des relations de passage déterminées précédemment pour un choc à gauche et pour un
choc à droite : sih� > h L et h� > h R alors (h� ; u� ) sont solutions de :

u� = uL + ( hL � h)

r
g
2

h + hL

hhL
(choc à gauche)

u� = uR � (hR � h)

r
g
2

h + hR

hhR
(choc à droite)
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La solution globale est :

W (x; t ) =

8
><

>:

WL si x < � 1t
W� si � 1t < x < � 2t
WR si x > � 2t


 Con�guration Choc-Détente :
Ce cas est illustré sur la �gure 5.5(b).
Compte tenu des relations de passage déterminées précédemment pour un choc à gauche et pour une
détente à droite : si h� > h L et h� < h R alors (h� ; u� ) sont solutions de :

u� = uL + ( hL � h)

r
g
2

h + hL

hhL
(choc à gauche)

u� = uR � (h � hR )
2
p

g
p

hR +
p

h
(détente à droite)

La solution globale est :

W (x; t ) =

8
>>><

>>>:

WL si x < � 1t
W� si � 1t < x < (u� +

p
gh� )t

W2� det si (u� +
p

gh� )t < x < � 2t
WR si x > � 2t


 Con�guration Détente-Choc :
Ce cas est illustré sur la �gure 5.5(c).
Compte tenu des relations de passage déterminées précédemment pour une détente à gauche et pour
un choc à droite : sih� < h L et h� > h R alors (h� ; u� ) sont solutions de :

u� = uL � (h � hL )
2
p

g
p

hL +
p

h
(détente à gauche)

u� = uR � (hR � h)

r
g
2

h + hR

hhR
(choc à droite)

La solution globale est :

W (x; t ) =

8
>>><

>>>:

WL if x < � 1t
W2� det if � 1t < x < (u� �

p
gh� )t

W� if (u� �
p

gh� )t < x < � 2t
WR if x > � 2t


 Con�guration Détente-Détente :
Ce cas est illustré sur la �gure 5.5(d).
Compte tenu des relations de passage déterminées précédemment pour une détente à gauche et pour
une détente à droite : sih� < h L et h� > h R alors (h� ; u� ) sont solutions de :

u� = uL � (h � hL )
2
p

g
p

hL +
p

h
(détente à gauche)

u� = uR � (h � hR )
2
p

g
p

hR +
p

h
(détente à droite)
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La solution globale est :

W (x; t ) =

8
>>>>>><

>>>>>>:

WL si x < � 1t
W1� det si � 1t < x < (u� �

p
gh� )t

W� si (u� �
p

gh� )t < x < (u� +
p

gh� )t
W2� det si (u� +

p
gh� )t < x < � 2t

WR si x > � 2t


 Traitement général :

Dans tous les cas, pour trouver dans quelle con�guration se placer, il faut résoudre la condition de
compatibilité sur u� :

uR + ( h� � hR )Z (h� ; hR ) = uL � (h� � hL )Z (h� ; hL ) (5.3.20)

avecZ (h; 	) =

8
>><

>>:

2
p

g
p

h +
p

	
si h 6 	

r
g
2

h + 	
h	

sinon
(5.3.21)

Cette équation non-linéaire peut-être résolue, par exemple, par la méthode de Newton (voir l'algo-
rithme 1). On pose f (h) la fonction dé�nie par (5.3.20) telle que f (h� ) = 0 . Le développement de

Taylor au premier ordre de cette fonction donnef (h) � f (h0) + ( h � h0)
df (h0)

dh
. Pour f (h) � 0 on

peut estimer h� et en itérant on approche rapidement la solution.

Algorithme 1 Recherche de la solution du problème de Riemann

initialisation : h� =
hL + hR

2
and h�

old = �

while (h� � h�
old ) > � do

h�
old = h�

compute
df (h�

old )
dh

compute h� = h�
old �

f (h�
old )

df (h �
old )

dh
end while
compute u� avec la formule adéquate suivant le cas.

5.3.3.3 Traitement du vide

Suivant les modèles résolus, la notion de �vide� peut intervenir dans la résolution du problème de Rie-
mann. En restant dans le cas du modèle de SV, cela se traduit par une cellule avec du �uide, voisine d'une
cellule sans �uide (i.e. de hauteur d'eau nulle). Une méthode utilisée pour évaluer les �ux sur une telle inter-
face est d'introduire une hauteur négligeable dans toute les zones physiquement sèches. Ce traitement peut
cependant entraîner des di�cultés dans des conditions raides, notamment en ce qui concerne le maintien
d'une hauteur d'eau positive. Un certain nombre de valeurs seuils sont alors introduites pour éviter ce type
de problème, mais doivent être bien calibrées, notamment en fonction de la �nesse du maillage. D'autre part
ce type d'approximation altère la solution trouvée en changeant le problème. La solution trouvée est une
combinaison entre un très faible choc et une détente au lieu d'une détente pure. Bien calibrée, cette méthode
approchée peut cependant donner de bon résultats. Le lecteur peut se référer à Toro [220] pour plus de
détails sur ce point.

Lorsque le problème de Riemann est résolu de manière exacte, on peut traiter ce cas avec rigueur comme
détaillé ci-dessous. Dans le cas des équations d'Euler, le lecteur peut se reporter à Toro [221]. En restant au
cas du modèle de SV, considérons le cas d'un vide à droite.
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Mais que peut-il se passer entre une zone humide et une zone sèche ? En supposant qu'une onde de choc
sépare ces deux états, notés par commodité(hL ; uL ) et (hR ; uR ), les relations de RH donnent :

hL uL � hR uR = � 1(hL � hR )

hL uL
2 +

g
2

hL
2 � hR uR

2 +
g
2

hR
2 = � 1(hL uL � hR uR )

Comme hR = 0 , la première équation donne� = uL . En injectant cette vitesse de choc dans la seconde
équation, on obtient hL = 0 . Ce résultat absurde permet d'exclure une onde de choc à gauche.

En supposant une détente, les IR donnent :

uL + 2
p

ghL = uR + 2
p

ghR

() uR = uL + 2
p

ghL

Ceci correspond à la vitesse de l'interface entre une zone humide (qui correspond dans le problème complet à
la zoneW � ) et une zone sèche. Ceci est assimilable à une onde de contact. Il reste à relier l'étatW � à l'état
WL . Les invariants de Riemann entre l'onde� 1(WL ) et l'onde de contact ferme le problème. La solution
obtenue est :

W (x; t ) =

8
><

>:

WL si x < � 1t
W1� det si � 1t < x < (uL + 2

p
ghL )t

WR = (0 ; 0) si x > (uL + 2
p

ghL )t

Il est intéressant de noter qu'aucune onde du typeu + c n'est présente dans la solution. Ce résultat est
plein de sens car cette famille d'onde ne peut s'appuyer sur aucun support matériel4 et ne peut donc pas
exister. Notons aussi que la vitesse d'interface sec/mouillé trouvée est plus élevée que les valeurs propres du
système. En toute rigueur, il faut considérer cela dans la condition CFL.

Remarque 12. Les autres cas possibles sont : du vide à gauche ou la génération de vide au centre (i.e.
condition initiale sans vide générant du vide). Le cas de vide à gauche est identique au cas traité précédemment
en inversant les deux états. Pour le cas de vide au centre il faut combiner le cas de vide à droite avec le cas
de vide à gauche. Une condition sur cette double détente entraînant l'apparition du vide est alors trouvée.
Le cas de vide à gauche donne :

W (x; t ) =

8
><

>:

WL = (0 ; 0) si x < (uR � 2
p

ghR )t
W1� det si (uR � 2

p
ghR )t < x < (uR +

p
ghR )t

WR si x > (uR +
p

ghR )t

Le cas de vide au centre existe siuR � uL > 2
p

g(
p

hL +
p

hR ) et donne :

W (x; t ) =

8
>>>>>><

>>>>>>:

WL si x < (uL �
p

ghL )t
W1� det si (uL �

p
ghL )t < x < (uL + 2

p
ghL )t

(0; 0) si (uL + 2
p

ghL )t < x < (uR � 2
p

ghR )t
W2� det si (uR � 2

p
ghR )t < x < (uR +

p
ghR )t

WR si x > (uR +
p

ghR )t

Remarque 13. Pour revenir un instant sur les méthodes approchées, une méthode a été proposée par
Fraccarollo et Toro [70] pour le solveur approché HLL. Connaissant les vitesses d'ondes à gaucheSL et à
droite SR , ce solveur donne l'expression de l'étatW � (cf. le détail en Section 5.3.4). L'idée est de remplacer
l'estimation classique des vitesses d'ondes par l'expression exacte trouvée précédemment côté vide, ce qui
donne par exemple pour un état sec à droite :

SR =

(
uL + 2cL si hR = 0
estimation classique sihR > 0

4. Si on étudiait des ondes électromagnétiques, ce raisonnement ne tiendrait pas car la nature onde-corpuscule de ces
phénomènes fait qu'aucun support n'est nécessaire à la propagation.
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5.3.4 Solveurs approchés : Lax-Friedrichs, Rusanov, HLL et HLLC

Comme évoqué dans la Section VF, la résolution exacte du problème de Riemann est parfois très com-
pliquée et coûteuse. Dans ce cas, on a recours à des solveurs approchés plus ou moins élaborés suivant les
besoins.

Un des solveurs approchés les plus simples, mais aussi particulièrement di�usif, est celui de Lax-Friedrichs :

F (UG ; UD ) =
F (UG ) + F (UD )

2
�

4 x
24 t

(UD � UG ) (5.3.22)

Un schéma légèrement moins di�usif, et quasiment aussi simple, est celui de Rusanov. SoitSD et SG les
vitesses caractéristiques à droite et à gauche. La partie di�usive est contrôlée plus localement avec� =
max(jSG j; jSD j) que le schéma de Lax-Friedrichs :

F (UG ; UD ) =
F (UG ) + F (UD )

2
�

� (UG ; UD )
2

(UD � UG ) (5.3.23)

Un solveur plus élaboré est celui de Harten, Lax et Van Leer (appelé HLL) :

F (UG ; UD ) =
SD FG � SG FD + SG SD (UD � UG )

SD � SG
(5.3.24)

Dans tous ces cas évidemment :

F � (UG ; UD ) =

8
><

>:

FL si 0 � SG

F (UG ; UD ) si SG � 0 � SD

FR si SD � 0

(5.3.25)

Tous ces solveurs ne considèrent pas d'onde de contact. Cela induit une forte di�usion au niveau de ces ondes
pouvant être préjudiciable dans le cas d'écoulement diphasique par exemple où une interface trop di�usée
pourra induire une perte de précision importante. Toro et al. [222] ont amélioré le schéma HLL en prenant
en compte ces ondes. Ce solveur se nomme HLLC et s'écrit dans le cas des équations d'Euler isentropique
(les variables conservatives sontU = ( �; �u )), K = f G; D g :

F �
K = FK + SK (U �

K � UK ) avecU �
K = � K

SK � uK

SK � S�

�
1

S�

�
(5.3.26)

F � (UG ; UD ) =

8
>>><

>>>:

FL si 0 � SG

F �
G si SG � 0 � S�

F �
D si S� � 0 � SD

FR si SD � 0

(5.3.27)

Les vitesses d'ondes sont estimées en suivant Davis [50] :

SG = min (� 1� G ; � 1� D ) (5.3.28)

SD = max(� 2� G ; � 2� D ) (5.3.29)

Soit pour les équations d'Euler : SG = min (uG � cG ; uD � cD ) et SD = max(uG + cG ; uD + cD ). Une
estimation de l'onde de contact est évidemment nécessaire. Cette onde se déplace à la vitesse du �uide (la
pression et la vitesse sont constantes à travers cette onde, en1D S� = u� ) et est estimée par :

S� =
PD � PG + � G uG (SG � uG ) � � D uD (SD � uD )

� G (SG � uG ) � � D (SD � uD )
(5.3.30)
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5.4 Stabilité

La stabilité d'une méthode numérique dépend de l'évolution de la solution discrète. Une méthode est
stable si la solution qu'elle implique d'un pas à un autre ne s'emballe pas. Pour être plus précis, il faut
que l'erreur numérique, caractérisée par une certaine norme de la di�érence entre la solution discrète et la
solution discrète exacte, reste bornée pour tout temps. Cette propriété est essentielle car elle est nécessaire à
la convergence5 d'une méthode numérique. L'approche de référence pour montrer qu'une méthode est stable
au sensL 2 est celle de Von Neumann. Pour plus de détails sur les études de stabilité le lecteur est renvoyé
à Hirsh [96]. L'idée est d'injecter des solutions perturbées et d'évaluer l'ampli�cation de ces perturbations.
En pratique, on emploie souvent cette méthode sur une équation plus simple que celle que l'on souhaite
réellement résoudre, comme par exemple une simple équation d'advection. Ce cas simple donne déjà une
bonne indication du comportement du schéma. Il est parfois possible d'aller plus loin comme illustré ci-
dessous dans le cas d'un système : le modèle de SV. Le cas non linéaire mène hélas, comme souvent avec des
raisonnements analytiques, à une impasse. On cherche donc une condition nécessaire et non su�sante à la
stabilité d'un schéma pour la résolution du système de SV. Soient les équations de SV linéarisées :

ht + u0hx + h0ux = 0 (5.4.1)

ut + u0ux + ghx = 0 (5.4.2)

L'intégration en temps est e�ectuée avec la méthode d'Euler du 1er ordre. Pour simpli�er les calculs, le

schéma associé au calcul des �ux est celui de Lax-Friedrichs :Fi +1 =2 =
F (Ui ) + F (Ui +1 )

2
�

4 x
24 t

(Ui +1 � Ui ).

En appliquant cette discrétisation aux équations de SV on a :

hn +1
i = hn

i �
4 t

24 x

�
h0(un

i +1 � un
i � 1) + u0(hn

i +1 � hn
i � 1) �

4 x
4 t

(hn
i +1 � 2hn

i + hn
i � 1)

�
(5.4.3)

un +1
i = un

i �
4 t

24 x

�
u0(hn

i +1 � hn
i � 1) + g(hn

i +1 � hn
i � 1) �

4 x
4 t

(un
i +1 � 2un

i + un
i � 1)

�
(5.4.4)

Soit I 2 = � 1, on pose :

hn
i = hn eiI � (5.4.5)

un
i = un eiI � (5.4.6)

D'où :

hn +1 eiI � = hn eiI � �
4 t

24 x

�
h0un (e( i +1) I� � e( i � 1) I� ) + u0hn (e( i +1) I� � e( i � 1) I� )

�
4 x
4 t

hn (e( i +1) I� � 2eiI � + e( i � 1) I� )
�

(5.4.7)

un +1 eiI � = un eiI � �
4 t

24 x

�
u0hn (e( i +1) I� � e( i � 1) I� ) + ghn (e( i +1) I� � e( i � 1) I� )

�
4 x
4 t

un (e( i +1) I� � 2eiI � + e( i � 1) I� )
�

(5.4.8)

Les �formules trigonométriques� d'Euler donne :

e( i +1) I� � e( i � 1) I� = eiI � (eI� � e� I � ) = eiI � 2Isin (� ) (5.4.9)

e( i +1) I� � 2eiI � + e( i � 1) I� = eiI � (eI� + e� I � � 2) = eiI � 2(cos(� ) � 1) (5.4.10)

5. Une méthode est convergente lorsque la solution numérique tend vers la solution exacte, si la discrétisation en temps et
en espace tend vers0. Le théorème d'équivalence de Lax (voir par exemple [96]) dit qu'une méthode stable et consistante ( i.e.
lorsque les équations discrètes tendent vers les équations continues lorsque la discrétisation tend vers 0) est convergente.
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En injectant cela dans le système précédent, on a sous forme matricielle :

W n +1 = AW n

avecA =

0

B
@

cos(� ) � u0Isin (� )
4 t
4 x

�
4 t
4 x

h0Isin (� )

�
4 t
4 x

gIsin (� ) cos(� ) � u0Isin (� )
4 t
4 x

1

C
A et W =

�
h
u

�
:

Il reste à prouver que la (ou plutôt une) norme de la matriceA reste inférieure à1 (i.e. les modulations
ne s'ampli�ent pas). On note R(M ) le rayon spectral d'une matrice M et M � la matrice adjointe de M ,
respectivement dé�nis par R(M ) = max i j� i j et M � = �M t (i.e. transposée de la conjuguée). La normeL 2

d'une matrice est caractérisée par (cf. par exemple Leveque [129]) :

jjM jj2 =
p

R(MM � ) (5.4.11)

Un peu d'algèbre donne pourM diagonalisable (cf. par exemple Hirsch [96] ou Leveque [129]) :

jjM jj2 �
p

R(M ) (5.4.12)

Le calcul des valeurs propres deA sont � +
�

= cos(� ) � Isin (� )
4 t
4 x

(u0
+
�

p
gh0). Une condition nécessaire pour

que la méthode soit stable est donc :

avecR(A) =

s

cos2(� ) + sin 2(� )(
4 t
4 x

)2(u0 +
p

gh0)2 (5.4.13)

R(A) � 1 () 4 t �
4 x

u0 +
p

gh0
(5.4.14)

En pratique, on dé�nit une condition CFL (Courant, Friedrichs, et Lewy) satisfaisant l'inégalité précédente.

Soit dans le cas présent,4 t = CFL
4 x

u0 +
p

gh0
avecCFL � 1. En conclusion, la condition CFL précédente

est nécessaire pour obtenir une résolution stable du système de SV linéaire avec le solveur de Lax-Friedrichs
et un schéma du 1er ordre en temps. On pourrait montrer, de la même manière, que l'emploi d'une version
implicite tend vers une stabilité inconditionnelle.

Remarque 14. En se ramenant initialement à un système diagonal, on aurait pu arriver à ce résultat et
même obtenir une condition su�sante.

Remarque 15. Ce résultat peut apparaître à première vue trop permissif. On a vu en e�et précédemment
qu'un des points importants de la méthode des volumes �nis est de supposer qu'au cours d'un pas de temps
4 t les �ux sont constants. Cela correspond physiquement au fait qu'aucune onde partant d'une interface (i.e.
bord de maille) ne doit toucher une interface voisine en un pas de temps. En fait, si les ondes qui partent
d'interfaces voisines n'interagissent pas (ou plutôt pas su�samment pour changer fortement la vitesse de
ces ondes résultantes), il est clair que la condition CFL précédemment déterminée est pleine de sens. Mais
a priori rien ne l'assure. Une manière d'éviter ce problème est de diviser la condition CFL précédente par
deux. On parle parfois de condition CFL 1=2 (le lecteur est renvoyé par exemple à Bouchut [30] pour plus
de détails sur ce point). Notons cependant qu'en pratique les choses se passent souvent bien, ce qui permet
de conserver la condition de stabilité précédente 5.4.14, qui est moins restrictive.

On rappelle que la stabilité L 2 d'une méthode ne garantit en rien qu'il n'y aura pas d'oscillations (nu-
mériques) dans la solution, mais simplement, qu'en ra�nant la discrétisation les éventuelles oscillations
diminueront. Une méthode qui ne crée pas d'oscillations numériques est dite monotone (i.e. pas de produc-
tion de nouveaux extremums et pas d'ampli�cation des extremums existants,cf. Harten [94]). On parle alors
de stabilité L 1 . On peut montrer, pour une équation d'advection, qu'un schéma up-wind du1er ordre est

86



monotone. Cependant, il est souvent compliqué de formuler cette propriété dans un cadre plus général. On
fait donc généralement appel à une sous condition de la monotonie, nommée propriété TVD (Total Variation
Diminishing). Il est possible de démontrer que (voir par exemple Leveque [126]) :

monotone=) TVD =) préservation de monotonie

On dé�nit un schéma TVD : soit une fonction discrète par morceauxf :::; ui � 1; ui ; ui +1 ; :::g au tempstn notée
un . La variation totale est :

TV(un ) =
i =+ 1X

i = �1

jun
i +1 � un

i j (5.4.15)

Le schéma est TVD si :
TV(un +1 ) � TV(un ) (5.4.16)

Jusque là les choses restent encore di�ciles à parfaitement formuler mais Harten a démontré un théorème
d'une grande utilité (à la base de la plupart des montées en ordre en espace,cf. paragraphe 5.6) :

Théorème 1. Harten (1983) [94] :

Soit le schémaun +1
i = un

i � C(un
i � un

i � 1) + D(un
i +1 � un

i )

Avec C = C(un
i � 1; un

i ; un
i +1 ) et D = D(un

i � 1; un
i ; un

i +1 )

Si pour tout i : C � 0; D � 0 et C + D � 1 alors le schéma est TVD.

On peut illustrer que le schéma de Lax-Friedrichs appliqué à l'équation d'advectionut + aux = 0 , a 2 R+
� ,

est TVD sous condition CFL. L'application de ce schéma donne :

un +1
i = un

i �
4 t

24 x

�
(a �

4 x
4 t

)(un
i +1 � un

i ) � (� a �
4 x
4 t

)(un
i � un

i � 1)
�

(5.4.17)

Par identi�cation C =
4 t

24 x
(a +

4 x
4 t

) = a
4 t

24 x
+

1
2

et D =
4 t

24 x
(� a +

4 x
4 t

) = � a
4 t

24 x
+

1
2

. D'où :

C + D = 1

C � 0 () 4 t �
�4 x

a

D � 0 () 4 t �
4 x
a

Le schéma est donc TVD si4 t = CFL
4 x
a

, � 1 � CFL � 1 (il va de soit que CFL > 0 pour avancer dans

le temps).
La propriété TVD joue un rôle essentiel dans la montée en ordre des schémas comme nous le verrons

dans les paragraphes 5.5.1 et 5.6.

5.5 Intégration en temps et montée en ordre temporel

5.5.1 Méthode explicite

On présente la méthode d'Euler (forward Euler method) (voir par exemple Toro [221]) pour l'EDO
(équation aux dérivées ordinaires)Ut = S. Cette méthode explicite s'écrit :

Un +1 = Un + 4 tS(Un ) (5.5.1)
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Dans le cas d'EDP résolues par la méthode des volumes �nis, rien ne change comme on l'a vu précédemment.
En e�et S correspond dans ce cas à une di�érence de �ux aux interfaces de la cellule discrétisée. Ces �ux
sont assumés constants lors de l'évolution en temps de la solution. Cette méthode est d'ordre1 en temps et
TVD.

Pour augmenter la précision en temps, la méthode de Runge�Kutta d'ordre 2 (voir par exemple [127])
s'écrit :

~Un + 1
2 = Un +

4 t
2

S(Un ) (5.5.2)

Un +1 = Un + 4 tS( ~Un + 1
2 ) (5.5.3)

Comme le précise Leveque [127], il est di�cile de prouver qu'une telle méthode est TVD. Par contre en
assumant que la méthode d'ordre1 est TVD, puis en appliquant la même méthode (TVD) à la première
solution, la méthode résultante sera TVD. On préfère donc la méthode d'ordre2 suivante (parfois nommée
Runge-Kutta SSP pour strong stability-preserving) :

U � = Un + 4 tS(Un ) (5.5.4)

U �� = U � + 4 tS(U � ) (5.5.5)

Un +1 =
1
2

(Un + U �� ) (5.5.6)

Remarque 16. Notons que cette dernière méthode demande de stocker une valeur intermédiaire, tandis que
la méthode �classique� peut être codée sans stockage par un jeu de soustraction et est donc moins coûteuse.
Comme nous n'avons pas rencontré d'oscil lations particulières avec la première méthode, cette dernière est
considérée dans le code de calcul utilisé dans cette thèse. Une étude plus approfondie, numérique à défaut
d'être théorique, de ce point serait intéressante pour conforter ce choix.

5.5.2 Méthode implicite

Dans le cas implicite, le termeS est considéré à l'instant �nal soit :

Un +1 = Un + 4 tS(Un +1 ) (5.5.7)

Le détail des avantages et inconvénients d'une telle approche comparée à une méthode explicite est donnée
dans un paragraphe dédié (5.10) avec notamment une comparaison numérique des deux approches pour la
résolution de systèmes non linéaires. Notons simplement que les méthodes implicites sont inconditionnelle-
ment stables, à la di�érence des méthodes explicites. Cela permet d'outrepasser la condition CFL restrictive
des schémas explicites basées sur les vitesses d'ondes (cf. le paragraphe 5.4 sur la stabilité des schéma). Cette
forte stabilité a cependant un prix. Ces schémas impliquent des systèmes d'équations algébriques coûteux à
résoudre à chaque pas de temps. Pour la montée en ordre des méthodes implicites, le lecteur est renvoyé par
exemple à Harten [95].

Évidemment, la question du choix d'un schéma implicite se pose dans ce travail, notamment pour la
partie traitant d'écoulements compressibles extrêmement contraints en temps d'intégration à faible Mach.
Une discussion approfondie sur le choix de la �meilleure� approche est donnée au paragraphe 5.10. Dans la
suite, un schéma d'intégration implicite en temps d'ordre1 appliqué à un système non linéaire est présenté.

Du cas direct vers une méthode à faible coût mémoire :
Notons que ce paragraphe n'a pas pour vocation d'être exhaustif sur toutes les méthodes implicites

(parfois très évoluées et complexes notamment pour des applications sur maillages non structurés), mais
simplement de présenter les deux grandes lignes possibles. Soit le système suivant :

Ut +
�
F (U)

�
x = 0 (5.5.8)
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Ce système est discrétisé par un schéma implicite d'ordre1 :

Un +1
i � Un

i

4 t
+

F (Un +1
i +1 =2) � F (Un +1

i � 1=2)

4 x
= 0 (5.5.9)

Les termes de �ux sont linéarisés (on note4 n f i = f n +1
i � f n

i ) :

F (Un +1
i +1 =2) = F (Un +1

i ; Un +1
i +1 ) � F (Un

i +1 =2) +
@F(Un

i +1 =2)

@Uni
4 n Ui +

@F(Un
i +1 =2)

@Uni +1
4 n Ui +1

F (Un +1
i � 1=2) = F (Un +1

i ; Un +1
i � 1 ) � F (Un

i � 1=2) +
@F(Un

i � 1=2)

@Uni
4 n Ui +

@F(Un
i � 1=2)

@Uni � 1
4 n Ui � 1

On obtient le système linéaire tridiagonal par bloc suivant :

�
Id +

4 t
4 x

@F(Un
i +1 =2)

@Uni
�

4 t
4 x

@F(Un
i � 1=2)

@Uni

�
4 n Ui =

�4 t
4 x

�
F (Un

i +1 =2) � F (Un
i +1 =2)+

@F(Un
i +1 =2)

@Uni +1
4 n Ui +1 �

@F(Un
i � 1=2)

@Uni � 1
4 n Ui � 1

�
(5.5.10)

Les matrices jacobiennes (@F=@U) induisent un système particulièrement di�cile à résoudre. Sans autres
simpli�cations on parle de méthode de résolution �directe�. Cette approche induit un coût mémoire très
important, le lecteur est renvoyé par exemple à Klockzo [113] pour plus de détails.

Pour réduire la complexité d'une telle résolution, il faut simpli�er les jacobiennes. On présente dans la
suite une simpli�cation poussée (en suivant Luo et al. [138]), qui permet d'inverser le système aisément
par des méthodes itératives simples. Le coût mémoire est alors fortement réduit ce qui peut devenir un
avantage très important pour des maillages imposants, bien que ces simpli�cations réduisent la vitesse de
convergence du schéma initial (il faudra plus itérer mais chaque itération sera moins coûteuse). On parle de
méthode à forte e�cacité intrinsèque (à ne pas confondre avec l'e�cacité globale de la méthode). Le lecteur
est encore renvoyé à Klockzo [113] qui compare en détail les �deux� approches. Un autre avantage de cette
simpli�cation poussée est que la parallélisation de la méthode devient plus aisée et plus performante. Le

solveur de Riemann approché de Rusanov est considéré :Fi +1 =2 =
F (Ui ) + F (Ui +1 )

2
�

� +

2
(Ui +1 � Ui ). Les

jacobiennes deviennent :

@F(Un
i +1 =2)

@Uni +1
=

@
@Uni +1

� 1
2

�
F (Un

i ) + F (Un
i +1 )

�
�

� +

2
(Un

i +1 � Un
i )

�
=

1
2

@F(Un
i +1 )

@Uni +1
�

� +

2

@F(Un
i � 1=2)

@Uni � 1
=

@
@Uni � 1

� 1
2

�
F (Un

i ) + F (Un
i � 1)

�
�

� �

2
(Un

i � Un
i � 1)

�
=

1
2

@F(Un
i � 1)

@Uni � 1
+

� �

2

@F(Un
i +1 =2)

@Uni
=

@
@Uni

� 1
2

�
F (Un

i ) + F (Un
i +1 )

�
�

� +

2
(Un

i +1 � Un
i )

�
=

1
2

@F(Un
i )

@Uni
+

� +

2
@F(Un

i � 1=2)

@Uni
=

@
@Uni

� 1
2

�
F (Un

i ) + F (Un
i � 1)

�
�

� �

2
(Un

i � Un
i � 1)

�
=

1
2

@F(Un
i )

@Uni
�

� �

2

Il reste à approcher les termes jacobiens
@F(U)

@U
4 n U. Une méthode simple et indépendante de paramètres

est :
@F(U)

@U
4 n U � 4 n F (5.5.11)
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Remarque 17. D'autres méthodes plus sophistiquées sont possibles, comme par exemple (avec� un petit
paramètre) :

@F(U)
@U

4 n U �
F (U + � 4 n U) � F (U)

�
(5.5.12)

Le lecteur est renvoyé à Knoll et Keyes [114] pour plus de détails sur ce type d'approche plus élaborée.

On a �nalement le système suivant :

D4 n Ui =
�4 t
4 x

�
F (Un

i +1 =2) � F (Un
i +1 =2) + 4 n F (Ui +1 ) � 4 n F (Ui � 1) �

� +

2
4 n Ui +1 +

� �

2
4 n Ui � 1

�
(5.5.13)

avecD = Id +
4 t

24 x
(� + + � � ). On peut noter que D est une matrice diagonale ce qui permet de construire

une méthode itérative sans di�culté (aucune inversion de matrice n'est nécessaire). D'après Luo et al. [139]
il est possible de considérer des �ux non consistants entre la partie explicite (les deux premiers termes du
membre de droite) et les autres membres (bien qu'ils aient été déterminés pour une expression de �ux bien
particulière, en l'occurrence ici par le solveur de Rusanov). Ceci permet d'utiliser un solveur plus précis sur
la partie explicite qui détermine la précision de la solution.

A partir de là, une méthode particulièrement adaptée aux maillages non structurés et simple à paralléliser
est celle du point �xe de Jacobi. L'idée est de relaxer tous les termes du membre de droite (hors �ux explicites
évidemment) :

D4 l +1 Ui =
�4 t
4 x

�
F (Un

i +1 =2) � F (Un
i +1 =2) + 4 l F (Ui +1 ) � 4 l F (Ui � 1) �

� +

2
4 l Ui +1 +

� �

2
4 l Ui � 1

�
(5.5.14)

Algorithme 2 Méthode du point �xe de Jacobi

l = 0 and 4 0U = 0
while residu > accuracy do

compute 4 l +1 Ui =
�4 t
D4 x

�
F (Un

i +1 =2) � F (Un
i +1 =2)+ 4 l F (Ui +1 ) �4 l F (Ui � 1) �

� +

2
4 l Ui +1 +

� �

2
4 l Ui � 1

�

l = l + 1
end while
Un +1

i = Un
i + 4 l +1 Ui

Proposition d'une formulation à très faible coût pour maillage non structuré :
Que l'on pousse la simpli�cation relativement loin ou non comme précédemment, on obtientin �ne un
système soit tridiagonal soit diagonal. Pour simpli�er le raisonnement, si on regarde le système (5.5.13), la
�di�culté� algorithmique est que pour mettre à jour une cellule i , il faut évaluer certains �ux sur des cellules
voisines (en 1Di + 1 et i � 1). Même si cela est évidemment faisable (c'est ce que font tous les codes VF
avec schéma implicite sur maillages quelconques), ces évaluations demandent des boucles particulières. En
e�et, dans sa structure un code VF (avec schéma explicite) fonctionnegrosso modode la manière suivante :

Algorithme 3 Principe d'un code VF avec schéma explicite

On se donne U sur 

On calcule pour toutes les faces du maillages les �ux associésF �

On met à jour les cellules Un +1
i = Un

i �
4 t
4 x

(F (Un
i +1 =2) � F (Un

i +1 =2)

Il est clair que dans le c÷ur du code il su�t de deux boucles : une pour calculer les �ux sur les faces
et une pour mettre à jour les cellules. Pour un maillage non structuré il est très simple de raisonner sur les
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faces du maillage car il n'est pas nécessaire de connaître la structure du maillage mais simplement les valeurs
des variables à gauche et à droite de chaque face. A l'inverse, pour une cellule donnée, connaître toutes les
variables des cellules voisines demande un stockage beaucoup plus important. D'autre part, cela demande
des routines spécialement dédiées à ce type d'évaluation non communes aux codes à schéma explicite. Il
semble donc intéressant dans le cas de schémas implicites de retrouver un formalisme qui colle à celui des
schémas explicites.

Pour simpli�er on se place dans le cas où le �ux est basé sur le schéma de Rusanov global (i.e. � +
i =

� �
i = � max ). Remarquons que :

F (Ui +1 =2) � F (Ui � 1=2) =
F (Ui ) + F (Ui +1 )

2
�

� max

2
(Ui +1 � Ui ) �

F (Ui ) + F (Ui � 1)
2

+
� max

2
(Ui � Ui � 1)

(5.5.15)

=
F (Ui � 1) + F (Ui +1 )

2
�

� max

2
(Ui +1 � Ui � 1) + � max Ui (5.5.16)

Par identi�cation avec le système (5.5.13), on a (avecD1 = Id +
4 t
4 x

� max ) :

D14 n Ui =
�4 t
4 x

�
F (Un

i +1 =2) � F (Un
i +1 =2) + 4 n �

F (Ui +1 =2) � F (Ui +1 =2)
�

� � max 4 n Ui

�
(5.5.17)

Notons qu'en faisant passer le dernier terme du membre de droite dans la matriceD1 et en appliquant la
dé�nition de 4 n , on retrouve un schéma explicite. Ceci veut dire qu'on aurait pu faire beaucoup plus simple
pour arriver à ce système... Cela étant dit, on a donc �nalement le résultat escompté : seules des valeurs au
centre de la cellule à mettre à jour et les �ux aux faces adjacentes sont nécessaires à ce schéma implicite. Il
peut évidemment se résoudre aussi avec la méthode de Jacobi, en appliquant la relaxation suivante :

D14 l +1 Ui =
�4 t
4 x

�
F (Un

i +1 =2) � F (Un
i +1 =2) + 4 l � F (Ui +1 =2) � F (Ui +1 =2)

�
� � max 4 l Ui

�
(5.5.18)

Ce schéma est testé sur le système de SV dans le paragraphe 5.10.2. Pour les cas tests présentés, il
donne de bons résultats et permet une augmentation signi�cative de laCFL comparée au cas explicite.
Nous avons cependant rencontré des di�cultés de convergence sur des cas tests de type tube à choc raide.
Hélas, la littérature concernant l'utilisation de ce type de schéma à faible coût dans des cas raides est à
notre connaissance quasi nulle. Une des pistes qui nous semble intéressante à étudier pour comprendre ces
di�cultés, est celle de l'étude de fortes détentes sujettes au phénomène numérique nommé �entropy glitch�
pour le schéma utilisé. Ce saut numérique pourrait jouer un rôle dans les di�cultés rencontrées. Une fois
cela plus clair, il faudrait étudier l'impact de l'approximation des termes jacobiens (assez extrême dans la
formulation précédente). La littérature semble plus fournie à ce sujet, avec notamment l'article de Knoll et
al. [114]. Notons que nous avons passé des cas tests similaires à ceux présentés dans le paragraphe 5.10.2
avec les équations d'Euler barotrope avec cette formulation. En l'état nous avons cependant rejeté ce schéma
pour des applications générales à cause de ces problèmes de robustesse. Si une étude plus poussée de cette
approche tend à montrer qu'elle n'est utilisable que dans des cas �simples�, une idée pour persévérer avec
cette simplicité est d'augmenter la dissipation de la partie implicite en augmentant� max (ou � + et � � ) de
manière adéquat. Des tests numériques dans ce sens semblent con�rmer cette piste, il faudrait cependant lui
donner un minimum de cadre théorique pour une utilisation pratique.

5.5.3 Méthode semi-implicite

Une approche nommée semi-implicite, ou semi explicite, mixant un schéma explicite et implicite est aussi
possible. L'idée est de résoudre en deux séquences temporelles le système initial par une méthode dite de
�splitting� (semblable à une montée en ordre de Runge-Kutta présentée en paragraphe 5.5.1). Un des intérêts
principaux de ce type d'approche est de simpli�er la phase implicite en l'appliquant à un système plus simple.
Un exemple traitant implicitement les phénomènes acoustiques (contraignant pour un schéma explicite en
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régime bas Mach) et explicitement les phénomènes d'advection pour un modèle diphasique est par exemple
présenté dans [99]. Il faut cependant rester prudent quant à la manière dont le système initial est découpé
pour ne pas perdre des propriétés importantes, comme par exemple une forme conservative lorsque des chocs
sont attendus.

5.6 Intégration en espace d'ordre élevé

Le schéma de Godunov sous sa forme initiale est un schéma d'ordre 1. La montée en ordre de ce schéma,
qui est nécessaire pour envisager des applications pratiques avec un bonne e�cacité, a posé de nombreux
problèmes aux scienti�ques. Le point de départ est appelé la barrière de Godunov qui a montré le théorème
suivant :

Théorème 2. Godunov (1959) [79] : �Monotone behavior of a numerical solution cannot be assured for
linear �nite-di�erence methods with more than �rst-order accuracy�.

Ce point a fait que le schéma redoutable de Godunov n'a initialement pas connu une grande reconnais-
sance. La plupart des tentatives de montée en ordre menaient à des oscillations des solutions numériques
inacceptables. Ceci a changé avec les travaux de Van Leer [224], près de20 ans plus tard, qui a proposé
d'utiliser un schéma �non linéaire� pour passer cette di�culté. En pratique, l'idée est de considérer non pas
des valeurs constantes par cellules à chaque pas de temps pour évaluer les �ux aux interfaces mais de se servir
des gradients entre cellules pour estimer plus précisément les valeurs des variables aux interfaces de cellules,
seulement dans certaines conditions. Cela permet d'obtenir, dans les zones bien choisies, un schéma d'ordre
supérieur non oscillant. De nombreux travaux ont suivi. Au lieu d'augmenter l'ordre d'une méthode avec
une reconstruction plus précise des variables aux interfaces, il est possible de combiner un schéma d'ordre1
avec un schéma d'ordre plus élevé, le tout judicieusement en limitant l'utilisation du schéma d'ordre élevé
encore une fois aux zones adéquates. Un cadre intéressant pour obtenir un schéma d'ordre élevé impliquant
des solutions sans oscillations numériques est la propriété TVD présentée précédemment dans le paragraphe
5.4. Le théorème très utile de Harten sur les propriétés TVD d'un schéma a permis à Sweby [211] de formuler
de manière générale di�érents limiteurs de �ux rassemblant beaucoup de travaux antérieurs.

On propose d'illustrer comment construire proprement un schéma d'ordre élevé en suivant principalement
Sweby [211], Leveque [126] et Spekreijse [206]. Comme souvent, on se restreint pour commencer à une équation
d'advection. Cela nous donnera donc une condition nécessaire pour les cas plus complexes contenant ce type
de solution. Pour des cas plus généraux, le lecteur peut se référer aux références précédentes mais dans ces cas
plus délicats la rigueur de la démonstration ci dessous ne peut être totalement conservée en dehors du cadre
linéaire (voir par exemple Leveque [126] pour les systèmes linéaires). Néanmoins, en pratique l'extension de
ce cas simple aux cas des systèmes non linéaires est faite de manière empirique en appliquant la méthode
le plus souvent au vecteur de variables non conservatives ; ce qui fonctionne assez bien comme le souligne
par exemple Toro [221]. Ce point est cependant à garder en mémoire lors de l'utilisation de cette méthode
pour la résolution de tels systèmes pour ne pas être surpris en cas de générations d'oscillations pour certains
cas particulièrement �raides�. Pour être plus complet, notons cependant que l'extension de la méthode au
cas non linéaire est en fait possible avec un solveur approprié comme celui de Roe, comme présenté par
Leveque [126]. Comme cela reste un cas particulier, cette approche est très peu utilisée en pratique à notre
connaissance.

Limiteurs de pentes : Le principe de cette montée en ordre est de considérer des solutions discrètes non
constantes par cellules. En supposant les pro�ls des solutions discrètes dans les cellules, on peut reconstruire
les valeurs à gauche et à droite de chaque interface. Comme nous allons le voir par la suite, la projection doit
parfois être limitée pour éliminer ou réduire des futures oscillations engendrées par cette montée en ordre.
On se restreint ici aux fonctions de reconstruction linéaires6.

6. L'utilisation d'une fonction linéaire ou quadratique pour reconstruire une variable mène respectivement à un schéma
d'ordre 2 et 3 pour des situations lisses. On peut montrer cela en analysant l'erreur de troncature du schéma qui est respective-
ment en O(4 x2 ) et O(4 x3 ). Cela s'intuite bien en remarquant qu'une approximation linéaire permet d'approcher exactement
une solution linéaire, l'erreur est donc commise sur le terme de forme supérieur ( i.e. d'ordre 2) et ainsi de suite.
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Pour pouvoir e�ectuer ces projections, il faut connaître le gradient dans les cellules. Il peut être évalué
de di�érentes manières : centré, décentré amont ou décentré aval. Comme le raisonnement qui suit est
indépendant de ce choix, il sera précisé plus tard. On note simplement la pente dans la cellulei : grad(ui ).
Pour simpli�er, on va étudier cette méthode dans le cas d'une équation scalaire. La généralisation sera
évoquée à la �n de ce paragraphe. Soit l'équation suivante :

ut + aux = 0

u(x; 0) = u0(x)

La variable u est dé�nie comme u = u(x; t ) et a 2 R+
� . Dans ce cas, le schéma de Godunov donne :

un +1
i = un

i � a
4 t
4 x

(un
i � un

i � 1)

On introduit maintenant les variables reconstruites dans les �ux du schéma précédent. On aui correspondant
à la valeur associée à gauche de la face droite de la cellulei , soit uR

i , et ui � 1 correspondant à la valeur associée
à gauche de la face gauche de la cellulei , soit uL

i � 1 :

uR
i = ui + grad(ui )

4 x
2

uR
i � 1 = ui � 1 + grad(ui � 1)

4 x
2

Une fonction est introduite pour potentiellement limiteur les gradients : grad(ui ) = grad(ui )� i . On obtient
�nalement le schéma suivant :

un +1
i = un

i � a
4 t
4 x

(un
i + � i grad(ui )

4 x
2

� ui � 1 � � i � 1grad(ui � 1)grad(ui � 1)
4 x
2

) (5.6.1)

En utilisant ce schéma avec� = 1 , c'est à dire en ne limitant pas les pentes, on obtient des oscillations
numériques pour des conditions initiales non régulières. Un cadre très intéressant pour éviter cela est la
condition TVD (le lecteur est renvoyé au paragraphe 5.4 où cette propriété a été détaillée). Le théorème
d'Harten [94] permet de formuler de manière générale les coe�cients d'un schéma pour qu'il soit TVD et est
donc très utile. Le lecteur peut se référer à Sweby [211] qui présente et rassemble beaucoup de limiteurs de
�ux grâce à ce théorème. Pour l'utiliser il faut mettre le schéma sous la forme :

un +1
i = un

i � Ci � 1=2(un
i � un

i � 1) + Ci +1 =2(un
i +1 � un

i ) (5.6.2)

En manipulant l'équation (5.6.1) on obtient :

un +1
i = un

i � (un
i � un

i � 1)a
4 t
4 x

�
1 +

4 x
2

(
� i grad(ui ) � � i � 1grad(ui � 1)

un
i � un

i � 1
)
�

(5.6.3)

Par identi�cation avec le théorème de Harten, Ci � 1=2 = a
4 t
4 x

�
1 +

4 x
2

(
� i grad(ui ) � � i � 1grad(ui � 1)

un
i � un

i � 1
) et

Ci � 1=2 = 0 . Il y a pour l'instant trop d'inconnues pour avancer. En ayant en tête que, suivant la condition
initiale à laquelle on applique le schéma non limité la solution solution oscille, il est cohérent d'introduire la
notion de régularité. Pour réduire le nombre d'inconnues on s'astreint aussi à faire disparaître le dénominateur
du terme de droite. Soit :

r +
i =

ui +1 � ui

grad(ui )4 x

r �
i =

ui � ui � 1

grad(ui )4 x
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Ce qui donne aussi :

r +
i � 1 =

ui � ui � 1

grad(ui � 1)4 x

r �
i � 1 =

ui � 1 � ui � 2

grad(ui � 1)4 x

On poseCFL = a
4 t
4 x

et on introduit les variables �de régularité� présentées précédemment dans le schéma.

Pour que le schéma soit TVD (voir Harten [94] ou le paragraphe 5.4) il faut que0 6 Ci � 1=2 6 1, soit :

0 6 CFL
�
1 +

1
2

(
� i

r �
i

�
� i � 1

r +
i � 1

)
�

6 1 (5.6.4)

En prenant les bornes deCFL les plus restrictives pour l'inégalité, on obtient que le limiteur doit être nul.
En fait, comme on a choisi un schéma d'ordre1 en temps, pour pouvoir monter en ordre en espace il faut
restreindre la condition de stabilité avec par exempleCFL 6 0:5. Avec cette pénalisation et en considérant
les cas les plus restrictifs pour l'inégalité 5.6, on obtient :

� 2 6
� i

r �
i

�
� i � 1

r +
i � 1

6 2 (5.6.5)

Pour rester général, on suppose que� i et � i � 1 sont potentiellement indépendants. La seule solution possible
est alors :

0 6 � i � 1 6 2r +
i � 1 (5.6.6)

et 0 6 � i 6 2r �
i (5.6.7)

Comme ceci est valable pour touti , en décalant les indices on a :

0 6 � i 6 2r +
i (5.6.8)

et 0 6 � i 6 2r �
i (5.6.9)

D'où en posant :
r = min (r �

i ; r +
i ) (5.6.10)

0 6 � (r ) 6 2r (5.6.11)

Notons que comme on a utilisé une formulation di�érente de Sweby [211], on obtient un résultat légèrement
di�érent (pour nos choix d'indicateurs de régularité il n'y a pas la contrainte 0 6 � i 6 2). Cette contrainte
donne un schéma TVD mais pas nécessairement d'ordre2. La zone donnée par le limiteur le plus large
précédent, dans un diagramme de Sweby, implique une zone compressive mais d'ordre1. Comme noté par
Sweby dans son cas, il �faut� restreindre ce limiteur aux schémas d'ordre2. En notant que les cas avec un
schéma sans limiteur (i.e. � = 1 ) et les schémas de Lax Wendro� ou Beam Warming (i.e. � = r ) sont d'ordre
2, on peut restreindre le limiteur aux schémas d'ordre2 TVD.

Le cas le moins limitant est celui nommé �Superbee�. Il en existe en fait une multitude qui sont plus ou
moins performants suivant les cas. Dans le formalisme présenté, on en donne quelques un :

� superbee = max(0; min (1; 2r ); r ) (5.6.12)

� minmod = max(0; min (r; 1)) (5.6.13)

� max = max(0; 2r ) (ce limiteur réduit souvent la précision au premier ordre) (5.6.14)

Notons que le limiteur � max est potentiellement d'une grande utilité pour les problèmes où il est nécessaire
d'avoir des interfaces peu di�usées car il est très compressif par nature, bien qu'il réduise souvent l'ordre de la
méthode. Le limiteur �Superbee� a aussi tendance à raidir les interfaces mais de manière moins prononcée. Un
choix très robuste est le limiteur �Minmod�, qui n'a pas ce genre de comportement (parfois problématique).
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Remarque 18. Il semble intéressant de noter que pour arriver à ce résultat, nous avons dû baisser laCFL
�classique� à la di�érence de la plupart des références trouvées sur le sujet. Comme dit précédemment, cela
est dû au fait que nous avons utilisé un schéma de base d'ordre1 en temps ; les autres auteurs arriveraient en
fait à la même conclusion s'ils utilisaient dans leurs démonstrations, laCFL augmentée associée au schéma
d'ordre 2 en temps (au lieu de la condition classiqueCFL 6 1). Ce point peut paraître anodin mais cela
prouve en fait que baisser une condition de stabilité peut ouvrir la porte à de nouveaux schémas. En e�et
sans baisser laCFL avec la formulation utilisée on trouve que le limiteur doit être nul pour que le schéma
soit TVD (i.e. le schéma doit rester purement up-wind). La question est maintenant : y a t-il un intérêt à
cela ? Car évidemment baisser laCFL induit plus de di�usion dans la résolution (voir par exemple l'erreur
de troncature associée à une équation d'advection pour un schéma up-wind). La réponse nous semble être oui
car la di�usion engendrée par un schéma numérique n'est pas cantonnée au facteur CFL. Par exemple on
verra dans le chapitre 6, que proche de certaines limites (par exemple le bas Mach pour les équations d'Euler
compressible), les schémas standards induisent une dissipation inacceptable et ce indépendamment du choix
de la CFL . Dans ce type de cas, nommés �asymptotic non preserving�, il semble tout à fait acceptable de
sacri�er un peu la CFL pour retrouver des propriétés de �convergence forte� avec un �nouveau� schéma,
même si ce n'est pas intuitif au premier abord.

Pour revenir à la pratique, on choisit dans la suite de travailler avec des gradients centrés car ils sont
facilement généralisables aux maillages non structurés, grâce par exemple à la formule de Green. En 1D on
a donc :

grad(ui ) =
ui +1 � ui � 1

24 x
(5.6.15)

Notons que la construction initiale des limiteurs de pentes (travaux de Van Leer) était basée sur la
préservation de monotonie de la reconstruction (la valeur projetée sur une interface ne doit pas dépasser les
valeurs centrales voisines) et pas à proprement parler sur le principe TVD. Il y a en fait un lien fort entre
les deux, qui est semble-t-il connu, même si nous n'avons pas trouvé de références à ce sujet. On propose à
la �n de cette section d'établir ce fameux lien.

En pratique dans cette thèse, on a suivi la méthode MUSCL avec le cadre donné par Barth et Jespersen
[17] adéquat pour les maillages non structurés, avec principalement les limiteurs Minmod et Superbee suivant
les cas. Le lien avec la présentation précédente est établi à la �n de cette section. En dehors des articles/livres
références cités précédemment, le lecteur peut se référer par exemple à Chiapolino et al. [41], où la méthode
utilisée et les di�érents limiteurs sont récapitulés et une méthode permettant d'augmenter la compression
localement sur une variable est proposée (grâce à une sorte de limiteur� max évoqué précédemment). Pour
�nir il convient de préciser que les gradients des variables sur maillage non structuré sont évalués grâce à
la formule de Green pour sa simplicité d'implémentation (pour une discussion à ce sujet le lecteur peut se
référer à [17]).

Remarque 19. Nous avons parlé uniquement de méthodes TVD d'ordre2 dans cette section mais il est en
fait possible d'augmenter encore plus la précision des schémas. Suivant les modèles que l'on résout, on peut
en e�et s'autoriser des oscillations numériques contrôlées. L'idée est de relaxer la contrainte TVD vers une
contrainte dite TVB (Total Variation Bounded). Notons que ce type d'approches est très utilisé en pratique
mais qu'il faut rester prudent lors de leur utilisation lorsque certaines bornes non physiques peuvent être
atteintes par les solutions. Par souci de robustesse mais aussi de coût, car le calcul de polynômes d'ordre élevé
interpolant nécessaire aux fortes montées en ordre est a priori assez chronophage, ces approches n'ont pas été
investiguées dans cette thèse. Le lecteur intéressé par ce type de méthodes peut se référer par exemple à Diot
et al. [58] où une revue intéressante des approches principales utilisées dite ENO ou WENO (pour Weighted
Essentially Non-Oscillatory) ainsi qu'une méthode originale de limiteur a posteriori est proposée. Cette
dernière méthode dite MOOD, pour Multidimensional Optimal Order Detection, semble aussi intéressante et
est assez simple à mettre en ÷uvre car elle est basée sur l'évolution d'une solution avec un schéma d'ordre
élevé non limité, puis à un retour à un schéma plus robuste (dit parachute), lorsque cela est nécessaire.
Cependant, après quelques investigations, il nous semble qu'il n'est pas évident de trouver un critère simple
et peu coûteux d'évaluation de solution �erronée� et que de nombreuses boucles pour obtenir une solution
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�viable� in �ne sont parfois nécessaires. Évidemment les montées en ordres élevés étant en pratique d'une
grande utilité, il convient de bien pondérer ces remarques. Une question de fond derrière cela est �quelle
erreur dans une solution numérique est acceptable ?�.

Lien avec la méthode basée sur la �préservation de la monotonie de la reconstruction� :
On a présenté précédemment comment construire un schéma TVD d'ordre2 en espace. L'extension de cette
approche au cas d'un maillage non structuré est à première vue non directe. Barth et Jespersen [17] suivent
le formalisme de Van Leer, car ils proposent un limiteur de pente (sur maillage non structuré) qui assure
que les valeurs projetées ne dépassent pas les valeurs centrales. Comme évoqué précédemment, nous n'avons
pas trouvé de référence explicitant le lien entre ces deux approches (maillage structuré ou non), bien que
cela semble connu. On propose dans le suite de l'établir en se plaçant initialement dans le cadre général
non structuré de Barth et Jespersen. L'approche de Barth et Jespersen pour des schémas raisonnants en
centre de cellule est la suivante : on considère une cellule indicéei entourée d'un nombre quelconque de
voisines indicéesj . On note �!r ij le vecteur entre le centre de la cellulei et le centre de la face entrei et j . La
reconstruction limitée, par � , de la valeur au centrei sur la face frontière avec la cellulej , s'exprime :

Wij = Wi + � �!r ij Oi Wi (5.6.16)

On note W nlim
ij la reconstruction non limitée, W max = max j (Wi ; Wj ) et W min = min j (Wi ; Wj ). Pour

évaluer la �monotonie de reconstruction� on prend :

Rij =

8
>>>>><

>>>>>:

W max � Wi

2(W nlim
ij � Wi )

si (W nlim
ij � Wi ) > 0

W min � Wi

2(W nlim
ij � Wi )

si (W nlim
ij � Wi ) < 0

1 si (W nlim
ij � Wi ) = 0

(5.6.17)

Le limiteur � i est dé�ni par :
� i = min j ( (Rij )) (5.6.18)

 est dépendant du type de limiteur. Par exemple Barth et Jespersen utilisent (Rij ) = min (Rij ; 1).
Pour commencer il faut remarquer que� i =  (min j (Rij )) (i.e. les fonctions sont commutatives). On note
r 0 = min j (Rij ) pour se retrouver dans le formalisme précédent (� = � (r )). Il faut donc prouver r 0 = r avec
r dé�ni précédemment par r = min (r �

i ; r +
i ) (cf. équation (5.6.10)).

Pour e�ectuer cette démonstration on doit se restreindre au cas1D (dans les notations qui suiventj R et
j L correspondent respectivement aux voisins de droite et de gauche de la cellulei ). Remarquons que :

W nlim
ij R

= Wi + Oi
4 x
2

() 2(W nlim
ij R

� Wi ) = Oi 4 x

W nlim
ij L

= Wi � Oi
4 x
2

() 2(W nlim
ij L

� Wi ) = � Oi 4 x

On dé�nissant la fonction suivante :

� j =

(
W max si (W nlim

ij � Wi ) > 0
W min si (W nlim

ij � Wi ) < 0
(5.6.19)

On obtient ainsi r 0 en remplaçant � dans (5.6.17) :

r 0 = min (
� j R � Wi

Oi 4 x
;

Wi � � j L

Oi 4 x
) (5.6.20)

On voit que r 0 commence à ressembler àr . Il �faut� maintenant étudier les di�érents cas possibles. Supposons
Oi < 0, on obtient alors :

r 0 = min (
W min � Wi

Oi 4 x
;

Wi � W max

Oi 4 x
) (5.6.21)
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Le premier sous cas concerne un extremum local. SiWi = W min alors r 0 < 0, ce qui implique pour n'importe
quel limiteur (correct)  = 0 . Il en de même si on considère l'autre approche : on a aussir < 0 qui implique
� = 0 . Le casWi = W max donne le même résultat.

Le second sous-cas concerne les solutions monotones. Comme par hypothèseOi < 0, on a Wi � 1 > W i >
Wi +1 soit Wi � 1 � Wi > 0 > W i +1 � Wi . On a donc :

r 0 = min (
Wi +1 � Wi

Oi 4 x
;

Wi � Wi � 1

Oi 4 x
) (5.6.22)

Encore une fois, en considérant l'autre approche (i.e. � (r )) dans ce même cas, on obtient exactement le
même résultat.

Le casOi > 0 est analogue. La démonstration est donc terminée, on a prouvé qu'en 1D :r 0 = r pour

(r 0; r ) > (0; 0) et r 0 < 0 () r < 0 d'où � (r ) =  (r 0) .
Les limiteurs trouvés précédemment (eqs. (5.6.12), (5.6.13) et (5.6.14)) sont donc applicables dans le

formalisme de Barth et Jespersen. Si on raisonne direction par direction en multi-D, la preuve tient alors
aussi dans ce cas.

5.7 Terme source

On souhaite résoudre le système 5.2.1 qui comporte un terme sourceS. Supposons le cas scalaire pour
simpli�er les notations. Suivant la raideur de ce terme (parfois les termes sources ont un temps de relaxation
bien supérieur au pas de temps employé par le schéma numérique), il faut employer des méthodes plus ou
moins complexes. La plus simple et directe est laméthode sans �splitting� . On supposeS = cste au
cours d'un � 4 t� et sur une cellule donnée. Cette approche est utilisée dans cette thèse pour traiter le terme
gravitaire dans le modèle diphasique considéré au chapitre 9. Pour le détail de cette méthode, le lecteur
pourra se référer à Leveque [127]. Pour des méthodes plus avancées, le lecteur peut se référer encore à cette
dernière référence et à Toro [221]. Une des plus utilisées est laméthode avec �splitting� qui consiste à
résoudre dans un premier temps le système homogène puis dans un second temps le systèmeUt = S avec
une condition initiale donnée par le premier pas. Formellement on a en 1D :

~Un +1
i = Un

i +
4 t
4 x

�
Fi + 1

2
(Un

i ) � Fi � 1
2
(Un

i )
�

premier pas (5.7.1)

Un +1 = ~Un +1 +
4 t
4 x

S( ~Un +1 ) second pas (5.7.2)

Cette approche, parfois appelée Godunov Splitting, est d'ordre1.
Une montée en ordre appliquée à la méthode de Godunov Splitting s'appelle la méthode de Strang

Splitting et s'écrit formellement :

~U
n + 1

2
i = Un

i +
4 t

24 x

�
Fi + 1

2
(Un

i ) � Fi � 1
2
(Un

i )
�

premier demi pas du système homogène (5.7.3)

~Un +1
i = ~U

n + 1
2

i +
4 t
4 x

S( ~Un + 1
2 ) pas entier du terme source avec solution du demi pas homogène (5.7.4)

Un +1
i = ~Un +1

i +
4 t

24 x

�
Fi + 1

2
( ~Un +1

i ) � Fi � 1
2
( ~Un +1

i )
�

second demi pas du système homogène (5.7.5)

5.8 Conditions aux limites

Ce paragraphe présente comment traiter plus ou moins rigoureusement des conditions aux limites. En
pratique, le traitement de conditions au limites est souvent considéré de manière assez simpliste mais en
toute rigueur n'est pas du tout évident. La raison principale des di�cultés rencontrées est que certaines
limites évoluent en fonction de ce qui se passe en dehors du domaine, mais aussi dans le domaine. Aussi, en
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dehors du domaine de calcul l'écoulement évolue potentiellement dans une dimension di�érente de celle du
domaine de calcul.

Un domaine [0; L ], divisé en N cellules de taille4 x, est considéré. Les points discrets sont indicés pari
avec i = f 1 � 1=2; :::; N + 1=2g, les valeurs entières correspondant aux centres de cellules. Rigoureusement,
il faut imposer les �ux aux limites x = 0 et x = L , soit F � (x = 0) = F �

� 1=2 et F � (x = L) = F �
N +1 =2.

Pour les systèmes hyperboliques il existe principalement deux méthodes pour traiter des conditions aux
limites. La plus rigoureuse consiste à considérer en quelque sorte un demi problème de Riemann (certaines
valeurs étant inconnues car en dehors du domaine considéré). Cette méthode se nomme souvent méthode des
caractéristiques. Une autre approche, plus simple, est d'utiliser des cellules �ctives adjacentes aux limites
du domaine pour reproduire un problème de Riemann complet en tout point. On peut alors traiter les
conditions aux limites (CL) de manière routinière, exactement au même titre que les cellules internes, ce qui
facilite l'algorithme de résolution. Notons que dans le cas de systèmes elliptiques (comme par exemple les
équations de SGN), on ne sait pas traiter rigoureusement des CL ce qui, encore une fois, encourage à chercher
autant que possible des systèmes hyperboliques pour construire des modèles. Dans ce cas, on a recours à
des �astuces� (rien de péjoratif derrière ce mot) pour faire au mieux. Pour traiter des CL de type sortie
libre, le lecteur est par exemple renvoyé à Kazolea [105] qui détaille une méthode d'�amortissement� souvent
utilisée pour des modèles de type-Boussinesq. Revenons maintenant au cas des systèmes hyperboliques, avec
en premier lieu, le traitement par cellules �ctives dans un cadre 1D (cf. par exemple Toro [221]).

Pour des CL de type mur (ou ré�exion), cette approche simple n'est pas moins rigoureuse que le trai-
tement d'un demi problème de Riemann. Cette condition demande simplement qu'aucun �ux ne passe à
travers la limite, ce qui se traduit pour les équation d'Euler isentropique par � G = � D et uG = � uD .

Pour des CL de typesortie libre , le traitement par cellules �ctives ne peut pas être rigoureux dans tous
la cas. Cependant, dans la plupart d'entre eux une simple recopie des cellules internes vers les cellules �ctives
est su�sant ( � G = � D et uG = uD ).

Pour des CL de typevitesse imposée (ou pression), c'est un peu comme le cas de sortie libre. On peut
choisir d'imposer dans la cellule �ctive extérieure au domaine la vitesse voulue en CL, mais évidemment cela
donnera en limite une valeur potentiellement di�érente de celle voulue.

Globalement, nous avons utilisé dans cette thèse cette approche à cellules �ctives hors quelques cas
particuliers où divers types d'ondes pouvaient potentiellement sortir (ou entrer) du domaine. On propose de
détailler plus rigoureusement le traitement à adopter dans les cas où l'approche �traditionnelle� échoue. Le
lecteur peut par exemple se référer partiellement à Bristeau et al. [33] pour le cas des équations de SV même si
on tente ci-dessous de donner plus de détails. Pour un cadre plus général, le lecteur est renvoyé à Godlewski
et Raviart [78]. Après avoir présenté le cas du modèle de SV, on propose dans la suite �d'étendre� cette
approche pour traiter le cas d'un modèle diphasique, moyennant quelques hypothèses nécessaires compte
tenu de la complexité du modèle.

Condition pour le modèle de SV :
Pour tous les types de conditions présentés ci-dessous, il y a deux cas qu'il convient de di�érencier : l'écou-
lement est subsonique en limite ou supersonique. Pour faire la di�érence entre ces deux possibilités, il faut
évaluer le rapport entre la vitesse d'advection et la vitesse des ondes acoustiques sur la limite considérée. En
l'occurrence, ceci correspond au nombre de Froude pour le modèle de SV avec :

F r < 1 ()
juj

p
gh

< 1 : L'écoulement est subsonique (ou �uvial)

Comme c'est précisément ces valeurs que l'on souhaite déterminer pour imposer la condition aux limites, on
doit raisonner a posteriori : on suppose par exemple que la sortie est subsonique, on détermine les variables
sur la limite, puis on véri�e si l'écoulement est bien subsonique. Si ce point se véri�e le problème est résolu.
Dans le cas contraire on applique la méthode adaptée au cas supersonique.

Condition de sortie :
Les di�érentes con�gurations d'ondes possibles sont illustrées en �gure 5.6. Une condition de sortie parfaite
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est une condition qui laisse s'échapper n'importe quel phénomène sans le perturber. Comme en pratique on
travaille sur des domaines �nis, cela revient à ce que la sortie se passe sans induire de perturbation dans le
domaine considéré.

L
x

t

(a) Sortie subsonique (ou �uvial). (b) Sortie supersonique (ou torrentiel).

Figure 5.6 � Condition de sortie pour le modèle de SV

Considérons pour commencer le cas subsonique. En dehors du domaine (i.e. x > L ) rien n'est connu. En
conséquence, seules les relations à travers l'ondeSL sont exploitables. Comme nous l'avons vu précédemment
dans les demi-problèmes de Riemann, deux phénomènes sont possibles : une onde de choc, à vitesse� 1, ou
une onde de détente, à vitesse� 1. Considérons dans un premier temps une onde de détente. L'invariant de
Riemann à travers cette onde (voir paragraphe 5.3.3.2) donne :

I 1(WL ) = I 1(W )

() uL + 2
p

ghL = u + 2
p

gh

() u = uL � (h � hL )
2
p

g
p

hL +
p

h

Il faut se donner, soit h, soit u, pour fermer le problème. Par exemple, si on choisit de �xerh = hL , on
obtient u = uL et donc le �ux à imposer sur cette limite est F (x = L) = F (hL ; uL ). Ce choix assure que
le cône de raréfaction se réduit à un ensemble nul (il n'y a pas de saut à travers l'onde) et donc qu'aucune
perturbation extérieure ne pénétrera le domaine. La condition de type sortie est donc bien dé�nie. Dans le
cas d'un choc, les relations de Rankine-Hugoniot s'appliquent. Comme on veut que le choc entrant (à vitesse
� 1) soit nul ( i.e. pas de perturbation dans le domaine), la seule solution esth = hL et u = uL .

Dans le cas supersonique, toutes les ondes sortent du domaine. On a donc directementh = hL et u = uL

soit F (x = L) = F (hL ; uL ).

Condition d'entrée pour le modèle de SV :
Ce cas est relativement similaire au cas des conditions de sorties. Considérons queL est en fait la limite à
gauche du domaine (i.e. 
 = [ L; L 0]). Dans ce cas, on ne connaît rien de l'étatWL et on souhaite imposer
l'état W � . Dans le cas subsonique (avec détente à droite), on se sert de l'invariant de Riemann à travers
l'onde � 2 = u + c (ie I 2 = u � 2

p
gh). Si on veut imposer une hauteur d'eau en limite (i.e. h = himpos ée)

alors u est nécessairement :

u = uR � (himpos ée � hR )
2
p

g
p

hR +
p

himpos ée
(et vice versa)
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Dans le cas d'entrée supersonique rien ne peut sortir du domaine, la valeur imposée est directement applicable
au �ux de l'interface : F (x = L) = F (himpos ée; uimpos ée).

Condition aux limites pour des systèmes plus complexes :
On présente maintenant �l'extension� de cette méthode à un système plus complexe permettant de modé-
liser certains phénomènes diphasiques. Ce modèle est utilisé dans les derniers chapitres de cette thèse pour
modéliser notamment les impacts de vagues. Sa dérivation et son étude mathématique sont détaillées dans
le chapitre 4 ; les di�érents ingrédients utilisés ici sont donc supposés connus. Le modèle est le suivant :

@�1
@t

+ u
@�1
@x

=
P1 � P2

�
@�1� 1

@t
+

@�1� 1u
@x

= 0

@�2� 2

@t
+

@�2� 2u
@x

= 0

@�u
@t

+
@�u2 + P

@x
= 0

Avec � k la fraction volumique, � k la masse volumique,u la vitesse, et Pk la pression de la phasek. Le
coe�cient � est in�niment petit de sorte que la relaxation des pressions donneP = P1 = P2. Ce système
admet 3 vitesses caractéristiques� 1 = u � c, � 2 = u et � 3 = u + c. Ce système est hyperbolique et peut
évidemment être sous la formeWt + AWx = S. Hormis pour certaines lois d'état, il est di�cile de déterminer
les invariants de Riemann. Pour rester dans un cadre général une solution est de chercher di�éremment des
relations utiles. Il faut pour cela remarquer que pour un vecteur propre à gauche dé�ni parL i A = � i L i , on
a (en considérant la partie homogène du système) :

L i (Wt + AWx ) = 0

() L i Wt + � i L i Wx = 0

() L i (Wt + � i Wx ) = 0

Soit en notant dj � i : = @t : + � i @x : () L i dj � i W = 0

On a donc des relations (EDO) entre les variables le long des ondes élémentaires. Pour cette raison, on
parle parfois de �méthode des caractéristiques� ou plutôt dans le contexte de ce paragraphe de �relations
caractéristiques�. Pour illustrer l'utilité de ces relations, on présente dans le suite le traitement d'une condition
en limite de type sortie libre. Notons que dans un cas général, ces relations peuvent être très compliquées et
donc di�cilement exploitables.

Condition de sortie pour le modèle diphasique à relaxation :
Rappelons qu'à la di�érence du modèle de SV, ici trois ondes élémentaires coexistent. La condition de sortie
subsonique est illustrée en �gure 5.7.
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Figure 5.7 � Condition de sortie pour le modèle diphasique

En condition de sortie, seule l'information de l'ondeu � c est exploitable. Pour ce modèle on a :

L 1 =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

�
p1 � p2

�c

�
� 1c2

1

�c

�
� 2c2

2

�c
1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

Ce qui nous donne :

(p1 � p2)dju� c� + � 1c2
1dju� c� 1 + � 1c2

2dju� c� 2 � �cd ju� cu = 0 (5.8.1)

Sans autre information ou hypothèse, il est clair que nous sommes bloqués. En se servant de l'invariant
de Riemann (cf. annexe A) on peut montrer qu'à travers cette onde� = cste. Pour avancer il faut faire
l'hypothèse que l'impédance acoustique de mélange (�c ), ainsi que les vitesses du son des di�érentes phases,
sont constantes. Ces hypothèses sont valables tant qu'il n'y a pas de forts chocs dans l'écoulement. On
obtient :

� 1c2
1� 1 + � 1c2

2� 2 � �cu = cste (suivant u � c) (5.8.2)

L'état W � peut donc être relié à l'état interne. Il faut se donner la pression et déterminer la vitesse ou
inversement.

Les autres types de conditions aux limites peuvent être déterminés de la même manière en exploitant
les autres relations caractéristiques, invariants de Riemann déterminables et relations de Rankine-Hugoniot
suivant les cas. Il est même possible d'obtenir un solveur de Riemann approché en liant tous les états
possibles. Ce type de solveur n'est cependant pas valable pour des écoulements fortement non linéaires pour
lesquels d'autres solveurs approchés sont préférables (solveur HLL, HLLC, etc.).

5.9 Multi-dimensions

On utilise la méthode la plus simple possible car dans les applications que l'on vise, les boucles de calcul
des �ux sont la partie du code la plus coûteuse. La méthode �unsplit� permet de traiter toutes les faces d'un
maillage non structuré en une seule boucle. Cela donne :

U n +1
i = U n

i �
4 t
VC i

X

a

f (U i=a )SC i=a � n i=a
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En dehors des notations standards dé�nies dans les paragraphes précédents,SC i=a représente la surface sur
laquelle est calculé le �ux et VC i le volume total de la cellule mise à jour. D'après Toro [221], la contrainte

CFL est cependant légèrement pénalisée :CFL �
1
3

; précisons cependant que nous n'avons, dans nos cas

tests, pas rencontré la nécessité de cette sur-contrainte. Le lecteur est renvoyé à cette dernière référence
pour plus de détails sur les autres méthodes. Notons simplement que la méthode dite �split� est analogue à
celle présentée en paragraphe 5.7 pour traiter des termes sources : on met à jour les variables direction par
direction, en reprenant à chaque fois l'état évolué pour calculer une autre direction.

5.10 Comparaison explicite implicite

Globalement les solveurs implicites sont à privilégier pour obtenir des solutions stationnaires. En e�et,
dans ce cas l'évolution de la solution dans le temps n'est pas d'intérêt et de grands pas de temps sont large-
ment préférables. Dans un cas totalement opposé, lorsqu'on étudie des phénomènes hautement transitoires,
augmenter le pas de temps au delà de la célérité des phénomènes d'intérêts (à ne pas confondre avec les
vitesses particulaires qui correspondent à un cas particulier) générera vraisemblablement des pertes d'infor-
mations préjudiciables pour la qualité des résultats. Un cas plus ambigu est lorsque les phénomènes que l'on
étudie sont relativement lents devant les vitesses caractéristiques du système. La restriction de stabilité des
schémas explicites est alorsa priori trop contraignante vis à vis de la précision de résolution nécessaire. Il
ne faut cependant pas conclure trop vite car la résolution d'un système linéaire (dans les meilleurs des cas)
est coûteuse.

Se pose alors la question de l'e�cacité globale de la méthode numérique. En e�et, un solveur implicite a
dans ce cas un fort potentiel mais peut être extrêmement coûteux en mémoire (inversion du système). Pour
de gros maillages ceci peut alors devenir préjudiciable. D'autre part, la linéarisation en temps de ces solveurs
peut induire une perte de précision. A l'inverse, un solveur explicite en évolution �lente� nécessite d'e�ectuer
beaucoup de pas de temps non nécessaires du point de vue de l'évolution du phénomène. Ces pas de temps
sont cependant très peu coûteux en temps CPU et en espace mémoire.

La notion de nombre de Mach pour les équations d'Euler ou par exemple de nombre de Froude pour
les équations de Saint-Venant est parfois utilisé pour choisir un solveur temporel. Il faut cependant rester
très prudent sur ce type d'argument naïf. Si on considère par exemple la propagation de tsunamis avec le
modèle de SV, on se trouve souvent en régime �subsonique� (i.e. F r << 1) ce qui pourrait conduire à
considérer un schéma implicite. Mais le phénomène que l'on étudie dans ce cas se propage à la vitesse des
ondes du système (cSV =

p
gh), même si les vitesses particulaires sont faibles. Ce cas est très analogue

à l'étude d'ondes acoustiques avec le modèle d'Euler. Il n'est donc pas très intéressant, en �n de compte,
d'utiliser un schéma implicite pour ce type de cas, sous peine de devoir utiliser un petit pas de temps pour
être précis et donc de résoudre un système linéaire pour le �plaisir�. Ce cas est illustré en �gure 5.8(b).
A l'inverse, lorsqu'on souhaite capter un phénomène d'advection tel qu'un vortex comme illustré en �gure
5.8(a), l'utilisation d'une méthode implicite est a priori préférable puisqu'un pas de temps basé sur la vitesse
des particules est su�sant.

En conclusion, c'est la physique du phénomène que l'on souhaite capter qui est à mettre en avant pour le
choix d'un schéma. Encore une fois certains cas sont ambigus et nécessitenta priori des essais numériques
pour se faire une idée précise de la méthode à préférer en terme rapport qualité/prix.

Dans le cadre de cette thèse, la partie propagation des ondes longues amène à considérer un schéma
explicite. Certaines conséquences de la propagation, telles que la formation de ressaut sur les digues de pro-
tection ou de vortex quasi-stationnaires, pourraient faire tendre à revoir ce choix. Cependant en considérant
le phénomène de propagation du large vers la côte dans son ensemble, un schéma explicite semble tout de
même préférable. L'autre partie de cette thèse consacrée aux impacts sur des structures soulève beaucoup
plus de questions quant au choix du schéma d'intégration en temps. Les détails du choix d'un modèle di-
phasique compressible dédié à ces phénomènes sont donnés au chapitre 4. Notons cependant qu'au vu de la
discussion précédente et des cas tests ci-dessous, une bonne e�cacité pour capter des ondes de choc ou des
e�ets transsoniques voire supersoniques (attendus dans certains cas critiques d'impacts) tend à faire choisir
une approche explicite. A l'inverse d'autres cas, sans doute plus probables, ne sollicitant pas ou peu la com-
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pressibilité des �uides tendent à faire choisir un schéma implicite. On peut noter pour �nir que si les e�ets
compressibles ne sont pas sollicités, une méthode explicite pourrait être conservée en utilisant une approche
dite quasi compressible consistant à modi�er arti�ciellement la célérité des ondes acoustiques pour relaxer
le pas de temps. Ces méthodes, bien qu'à manipuler avec précautions, peuventa priori être une alternative
intéressante à la résolution de modèles incompressibles bi-�uides (gouverné par un système elliptique), ou à
la résolution de modèles compressibles avec un schéma implicite. La question du choix de schéma demeure
cependant entière si l'on souhaite capter des phénomènes compressibles (plus ou moins importants) avec
une approche unique comme dans cette thèse. Il semble alors préférable d'utiliser un schéma implicite en
�sacri�ant� la précision de résolution d'onde de choc au détriment d'une bonne e�cacité quant à la résolution
des phénomènes faiblement compressibles compte tenu de la littérature à ce jour.

Les contraintes d'e�cacité comparant des schémas implicites avec di�érentes CFL face à un schéma
explicite pour di�érents cas tests sont illustrées dans les paragraphes qui suivent .

(a) Vortex généré dans le port Oarai, Pre-
fecture d'Ibaraki lors du tsunami de 2011 au
Japon (source : REUTERS/Kyodo, cf. [111]
pour plus de détails).

(b) Propagation du tsunami de 2011 au Japon, image
extraite de [131]. L'échelle de couleur indique le niveau
de suface libre en mètres.

Figure 5.8 � Phénomène advectif et phénomène ondulatoire.

5.10.1 Cas test avec un méthode implicite à haute e�cacité intrinsèque

Ce paragraphe vise à se faire une idée de l'e�cacité globale d'un solveur implicite complexe face à un
solveur explicite pour un cas test instationnaire de type tube à choc.

Le code commercial Fluent version 18.2 est utilisé. Le code Fluent suit le début de la méthode présentée
précédemment (i.e. linéarisation des termes implicites) mais calcule explicitement la matrice Jacobienne. Le
système matriciel linéaire à inverser est donc tridiagonal. Fluent contient également des solveurs linéaires
plus évolués que celui basé sur la méthode de Jacobi. La méthode �Incomplete Lower Upper factorization�
(ILU) est considérée dans ce paragraphe. Le solveur de Riemann utilisé est celui proposé par Roe [188].
Les deux méthodes d'intégration en temps (implicite et explicite) vont être testées pour la résolution des
équations d'Euler (compressibles).

Le cas test considéré permet de les évaluer en condition de choc-détente (et onde de contact, mais qui
n'est pas montrée pour des raisons de concision). Le �uide considéré est de l'air régi par la loi d'état des
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gaz parfait. Les conditions initiales choisies sontT = 300K , u = 0m=s, avec à gauche du centre du tube
P = 100000Pa et à droite Pa = 10000Pa. Le tube mesure10m et la simulation est e�ectuée sur 0:0036s.
La �gure 5.9(a) présente le champ de pression obtenu avec le solveur explicite et le solveur implicite à
di�érentes CFL. Il est clair que la qualité de la solution implicite se détériore avec l'augmentation de la CFL
jusqu'à ne plus observer la bonne forme de l'écoulement. D'un autre côté, la méthode converge quoi qu'il
en soit. La �gure 5.9(b) montre l'e�et de la montée en ordre du schéma implicite sur la solution obtenue. A
même CFL, le schéma implicite au 2nd ordre donne des résultats similaires au schéma explicite. L'e�et du
ra�nement de maillage est illustré en �gure 5.10. L'écart de qualité entre la solution explicite et implicite à
même CFL demeure au premier ordre et un déphasage est observé. Il esta priori nécessaire d'augmenter le
nombre d'itérations par pas de temps pour y remédier. Pour �nir, les temps de calcul associés ainsi que des
commentaires qualitatifs sont donnés dans le tableau 5.1.

Le schéma explicite avec peu de points de calculs se dégage clairement. Pour ce cas test raide, l'utilisation
d'un schéma implicite induira un surcoût de temps de calcul important à précision �xée face à un schéma
explicite.

Remarque 20. Les paramètres par défaut de Fluent ont été conservés. Le nombre d'itérations par pas de
temps est de20. Dans la majorité des cas présentés, les résidus obtenus sont inférieurs à10� 2. Globalement,
on peut observer que plus les CFL sont basses, plus les résidus chutent rapidement. A l'inverse, le calcul sur
gril le �ne ( dx = 0 :01m) montre une moins bonne décroissance des résidus que son vis à vis sur gril le large
et nécessiterait sans doute plus d'itérations. Ceci explique a priori le déphasage obtenu face à la solution de
référence. Une augmentation du nombre d'itérations augmenterait cependant le temps de calcul.

(a) E�et de la CFL sur le schéma implicite. (b) E�et le la montée en ordre sur le schéma implicite

Figure 5.9 � Di�érence entre solution explicite et implicite avec di�érentes CFL et ordres d'intégration en
temps.
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Figure 5.10 � E�et du ra�nement de mailage sur le schéma explicite et implicite.

Schéma en temps CFL Temps CPU [s] Qualité face à la réfé-
rence

E�cacité (rapport
qualité/prix)

explicite (1000 points) 0.9 0.63 référence non applicable
explicite (100 points) 0.9 0.05 bonne excellente
implicite (100 points) 0.9 0.82 assez bonne mauvaise
implicite (100 points) 2.7 0.17 acceptable correcte
implicite (100 points) 13.5 0.04 mauvaise mauvaise
implicite 2nd ordre
(100 points)

0.9 0.72 bonne mauvaise

implicite (1000 points) 0.9 0.93 bonne (mais mauvaise
phase)

acceptable

Table 5.1 � Récapitulatif des temps CPU pour les di�érentes intégrations en temps. Les commentaires
donnés dans ce tableau sont purement qualitatifs et nécessiteraient, en toute rigueur, une batterie de calculs
beaucoup plus poussée. On peut cependant noter sans ambiguité l'e�cacité redoutable du schéma explicite
avec peu de points de calcul face aux autres.

5.10.2 Cas tests avec un méthode implicite libre de matrice Jacobienne

Ce paragraphe, vise à se faire une idée de l'e�cacité globale d'un solveur implicite à faible coût mémoire
face à un solveur explicite, pour un cas test instationnaire de type tube à choc et un cas test stationnaire
raide. A la di�érence du paragraphe précédent, un modèle plus simple est considéré : celui de SV. Un code
1D résolvant ces équations sur bathymétrie variable a été construit pour cela. La méthode de résolution
implicite a été présentée dans la sous-section 5.5.2. Pour rappel, à l'inverse du paragraphe précédent, le
système linéaire à inverser comporte uniquement des matrices diagonales, d'où un coût réduit de chaque
sous-itération pour son inversion. L'inversion est e�ectuée par la méthode de Jacobi. Le solveur de Riemann,
utilisé pour les termes implicites du schéma, est celui de Rusanov. Pour les termes �explicites� de ce schéma
implicite, et évidemment du schéma totalement explicite, le solveur de Godunov a été considéré pour le cas
test avec bathymétrie variable et celui de Rusanov pour l'autre cas.

Le premier cas test présenté est de type tube à choc et est analogue au cas e�ectué avec Fluent (hormis
que le système de SV, plus simple, n'admet pas d'onde de contact). Les conditions initiales choisies sont
une hauteur d'eau à gauchehG = 1 :001m et à droite hD = 1m, ainsi qu'une vitesse nulle partout. Le tube
mesure100m et la simulation est e�ectuée sur 10s. La �gure 5.11 montre le champ de hauteur d'eau et de
vitesse obtenu pour le schéma explicite et implicite pour di�érentes CFL. La solution de référence est un
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calcul explicite sur grille très �ne ( 100000points). Le comportement de la méthode implicite �sans matrice�
est très similaire à la méthode plus complexe de Fluent présentée au paragraphe précédent. L'augmentation
de la CFL induit une perte de précision. Le tableau 5.2 présente les temps de calcul associés, ainsi que des
commentaires qualitatifs sur ce cas test.

(a) E�et de la CFL sur le schéma implicite. Champs de hau-
teur d'eau.

(b) E�et de la CFL sur le schéma implicite. Champs de vitesse.

Figure 5.11 � Di�érence entre solution explicite et implicite avec di�érentes CFL.

Schéma en temps CFL Temps CPU [s] Qualité face à la réfé-
rence

E�cacité (rapport
qualité/prix)

explicite (100k points) 0.9 355 référence non applicable
explicite (200 points) 0.9 0.004 bonne excellente
implicite (200 points) 0.9 0.02 assez bonne mauvaise
implicite (200 points) 10 0.008 acceptable correcte
implicite (200 points) 50 0.004 mauvaise mauvaise

Table 5.2 � Récapitulatif des temps CPU pour les di�érentes intégrations en temps. Les commentaires
donnés dans ce tableau sont purement qualitatifs et nécessiteraient, en toute rigueur, une batterie de calculs
beaucoup plus poussée. On peut cependant noter sans ambiguité l'e�cacité redoutable du schéma explicite
avec peu de points de calcul face aux autres. Ces résultats sont cohérents avec ceux obtenus avec le code
Fluent du paragraphe précédent.

Le second cas test présenté est un cas stationnaire de ressaut hydraulique supercritique. On notex la
position horizontale, b la bathymétrie et h la hauteur d'eau. La bathymétrie est donnée parb = 0 :2 � 0:05�
(x � 10)2 m pour x = [8 � 12]m et b = 0m sinon. La hauteur d'eau esth = 0 :33� b (i.e. surface libre au repos)
et une vitesse nulle partout dans le domaine. Aux limites, la hauteur d'eau est imposée à droite àhD = 0 :33m
tandis que la quantité de mouvement est imposée à gauche(hu)G = 0 :18m2=s. Le tube mesure30m et la
simulation est e�ectuée sur 200s (temps approximatif nécessaire pour obtenir une solution convergée). La
�gure 5.12 montre à l'inverse des cas précédent une bonne qualité de résultat du schéma implicite, même à
CFL élevé. Pour une CFL de 0.9, les résultats sont quasi identiques au schéma explicite et pour une CFL de
20, les résultats restent de qualité pour un coût de calcul réduit. Le tableau 5.3 présente les temps de calcul
associés ainsi que des commentaires qualitatifs sur ce cas test. Il est clair pour ce cas test que l'utilisation
d'un schéma implicite permet d'outrepasser les performances du schéma explicite.
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Figure 5.12 � Di�érence entre solution explicite et implicite avec di�érentes CFL.

Schéma en temps CFL Temps CPU [s] Qualité face à la réfé-
rence

E�cacité (rapport
qualité/prix)

explicite (5000 points) 0.9 638.4 référence non applicable
explicite (1000 points) 0.9 26.7 très bonne acceptable
implicite (1000 points) 0.9 58.9 très bonne mauvaise
implicite (1000 points) 20 4.9 correct très bonne
implicite (1000 points) 40 1.6 acceptable acceptable

Table 5.3 � Récapitulatif des temps CPU pour les di�érentes intégrations en temps. Les commentaires
donnés dans ce tableau sont purement qualitatifs et nécessiteraient en toute rigueur une batterie de calculs
beaucoup plus poussée. A l'inverse des cas précédents, on peut cependant noter la très bonne e�cacité du
schéma implicite à CFL modérée (CFL = 20). Ces résultats montrent que, pour ce cas stationnaire, un
schéma implicite est à priviligier.

Remarque 21. Le nombre maximal d'itérations par pas de temps considéré pour la méthode de Jacobi est
de 500. Les résidus maximaux acceptés sont �xés à10� 4, hors cas exhibant des di�cultés de convergence. Il
est très rare d'observer que500 itérations soient nécessaires pour obtenir ce niveau de résidus, on observe en
moyenne une trentaine d'itérations par pas de temps pour les cas tests présentés. Il est intéressant de noter,
à la di�érence de Fluent, qu'un doublement de la CFL n'implique pas nécessairement une réduction par deux
du temps CPU. Cela est dû au fait qu'ici nous avons �xé la précision et non le nombre d'itérations par pas
de temps. Le taux de décroissance des résidus semble être fortement lié avec la force de la CFL employée.
Des méthodes de CFL variables ont d'ail leurs été proposées et permettent dans certains cas une accélération
non négligeable (cf. Bucker [34] par exemple).

Une étude beaucoup plus poussée de Kloczko [113] montre que ce type de méthode implicite à faible
coût mémoire est à privilégier lorsque de gros maillages sont considérés. En e�et, la méthode d'inversion de
système linéaire présentée dans le paragraphe précédent (méthode ILU du code Fluent) présente un coût
mémoire non négligeable. Pour des grilles de calcul importantes cela peut vite devenir prohibitif, bien que
l'e�cacité intrinsèque ( i.e. nombre d'itérations nécessaires pour inverser le système) de ce type d'approche
soit supérieure. Reste alors la question du bon compromis à trouver entre e�cacité intrinsèque et coût
mémoire pour obtenir des performances optimales. Une étude comparative approfondie des solveurs implicites
les plus réputés serait de ce point de vue intéressante. Il y a cependant fort à penser que les conclusions
seront dépendantes des cas tests (in�uence de la raideur de la solution sur la convergence des algorithmes),
dépendantes des modèles (nombre d'équations couplées), sans parler du rapport CPU/mémoire de l'unité de
calcul considérée.
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5.11 Bilan

Ce chapitre nous a permis de présenter quelques méthodes de base permettant de résoudre un système
hyperbolique, dont certaines sont utilisées dans cette thèse. A défaut d'être les plus précises, les approches
présentées ont fait leurs preuves et assurent une grande robustesse de résolution même en présence de
phénomènes fortement non linéaires. Les �valeurs ajoutées� concernent la proposition d'une formulation
particulière d'un schéma implicite simple et adéquat dans le cadre d'un code volumes �nis sur maillage non
structuré ainsi que la présentation d'une étude numérique sommaire comparant des schémas explicites et
implicites. Également, le détail du traitement de condition aux limites pour un modèle diphasique a été
présenté. Pour �nir une explication du lien entre les méthodes de montée en ordre spatial TVD de type
limiteur de pente et celles basées sur le formaliste de Barth et Jespersen [17] a été proposée. Concernant les
tests numériques e�ectués comparant un schéma explicite et le schéma implicite libre de matrice, on note
que ce dernier est prometteur pour les cas où l'advection est le phénomène dominant, et évidemment les cas
stationnaires. Cependant, en dehors des cas tests relativement doux présentés, des di�cultés de convergence
ont été observées. Des études plus poussées demeurent donc nécessaire pour envisager son utilisation dans
le contexte des impacts compressibles. Pour ces raisons, les discrétisations temporelles utilisées dans cette
thèse se basent sur des schémas explicites.
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Chapitre 6

Le problème �Bas Mach�
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Ce chapitre se focalise sur le problème numérique dit �Bas Mach� rencontré avec les schémas de type
Godunov. Quelques résultats pionniers sur le sujet sont évoqués, et une analyse de l'erreur de troncature
d'un schéma est proposée pour observer cette di�culté. Après quelques essais numériques de corrections
de la littérature, des méthodes sont proposées pour éliminer ou réduire les oscillations parasites associées
à ces préconditionnements. Des préconditionnements TVD et TVB en 1D sont obtenus et confrontés aux
corrections de la littérature.

6.1 Introduction

Dans un grand nombre de situations le nombre de Mach d'un écoulement peut-être très varié. Les écou-
lements diphasiques sont particulièrement sujets à cette variabilité car les mélanges de phases induisent des
vitesses acoustiques très faibles devant celles des phases pures (cf. chapitre 4). A vitesse donnée, le nombre
de Mach varie donc fortement des zones pures aux zones mélangées. Dans le cadre de cette thèse, la vie d'un
tsunami du large à la côte illustre bien cette variation du nombre de Mach. Lors de la phase de propagation
d'onde, la vitesse des particules d'eau au large est de l'ordre de1m=s ce qui donneM << 1. Ensuite, si les
vagues déferlent, le régime de l'écoulement est de l'ordre deM < 1 (le nombre de Froude de l'écoulement
est de l'ordre deF r � 1 soit une vitesse particulaire de l'ordre de10m=s pour une profondeur de10m pour
une onde longue). S'en suit la génération d'un mélange air-eau dont la vitesse du son est faible devant celles
des phases pures et donc,M � 1. D'autre part, même sans génération de mélange, l'impact d'une vague qui
va déferler sur une structure peut induire des vitesses très élevées et potentiellement des nombres de Mach
non négligeables.

Pour modéliser tous ces régimes il faut considérer un modèle compressible. Un schéma numérique bien
adapté à la résolution des modèles compressibles en régime transsonique ou supersonique est le schéma
de Godunov [79] ou ses variantes approchées (cf. par exemple Toro [221] pour une vue d'ensemble de ces
solveurs).

Hélas, lorsqueM ! 0, les schémas de type Godunov deviennent inadaptés [223, 90, 88, 166, 53, 54].
C'est le cas aussi d'autres schémas colocalisés [227]. Lorsque l'écoulement peut être considéré comme in-
compressible, la convergence de ce type de schéma est très lente et demande en pratique des discrétisations
inaccessibles en multi-D (4 (x; y; z) � O(M )) [54]. Aussi, on peut observer de faibles oscillations de pression
non physiques. Dans le cas général, le symptôme majeur est une dissipation numérique excessive du schéma.

Ce problème est important dans une partie des travaux de cette thèse. En e�et, pour traiter des impacts
ou des déferlements, nous sommes confrontés à cette variété de régime d'écoulement et donc, comme nous
travaillons avec des solveurs de type Godunov, à ce problème numérique.

Nous n'avons jusque là parlé que de problème �bas Mach�, mais évidemment cette di�culté numérique
concernea minima la résolution de tous les systèmes hyperboliques avec des solveurs similaires, dès lors que
certaines échelles deviennent disparates. On peut par exemple penser au cas �bas Froude� pour les modèles
du type de Saint-Venant dans certaines conditions. Ce problème dépasse donc de loin le cadre �bas Mach�.
D'une manière générale, on parle de schéma qui ne respecte pas l'asymptotique d'un système.

Dans les paragraphes qui suivent, une revue expliquant plus précisément ces di�cultés et donnant des
corrections possibles est donnée en suivant en grande partie quelques articles fondateurs précédemment cités.
Aussi une méthode est proposée pour mettre en évidence ce problème. Ensuite, en suivant quelques corrections
de la littérature, des essais numériques sont présentés. L'intérêt pratique de ces corrections est illustré mais
on verra aussi que des oscillations numériques apparaissent dans certaines conditions. Une analyse théorique
de ce �problème� est proposée. Cette étude conduit à proposer des corrections des préconditionnements
actuels pour éviter (ou à défaut réduire) ces oscillations parasites. Ces corrections sont, pour �nir, testées
pour évaluer leurs e�cacités.

Remarque 22. Notons qu'il existe une autre approche pour espérer traiter tous les régimes d'écoulement.
Au lieu de considérer des méthodes numériques adaptées aux régimes transsoniques et supersoniques et de
les étendre aux cas bas Mach, il est possible faire l'inverse. On considère des méthodes initialement conçues
pour les régimes quasi incompressibles et on tente de les étendre aux cas à haut Mach. On rencontre alors
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des di�cultés dans ces hauts régimes. Compte tenu de la relative simplicité des schémas de type Godunov et
de leur robustesse à haut Mach, nous avons privilégié la première voie.

6.2 Di�cultés à bas Mach

Dans ce paragraphe, on s'inspire des travaux de Guillard et Viozat [90] et Dellacherie [53] pour donner
un aperçu des di�cultés rencontrées à bas Mach.

Soit les équations d'Euler :

� t + ( �u )x = 0 (6.2.1)

(�u )t + ( �u 2 + P)x = 0 (6.2.2)

(�E )t +
�
(�E + P)u

�
x = 0 (6.2.3)

Avec E =
u2

2
+ � (�; P ) et respectivement � , u, P, E et � , la densité, la vitesse, la pression, l'énergie totale

massique et l'énergie interne massique. Ce système est fermé dès lors qu'une équation d'état est connue
(� (�; P ) ou P(�; � )). Pour des solutions régulières, ce système peut être mis sous la forme non conservative
suivante (sans perte de généralité) :

� t + �u x + u� x = 0 (6.2.4)

� (ut + uux ) + Px = 0 (6.2.5)

Pt + uPx + �c 2ux = 0 (6.2.6)

Avec c la vitesse du son (la loi d'état est supposée convexe,c2 > 0 pour (�; � ) 2 (R+
� R+

� )).

Remarque 23. Notons que dans le cas barotrope principalement considéré dans cette thèse pour la modéli-
sation diphasique, l'équation 6.2.4 est équivalente (pour une solution régulière) à 6.2.6. On reste cependant
dans un cadre plus général ici car cela n'ajoute pas beaucoup de di�cultés.

En adimensionnant ce système avec� = � ref ~� , u = uref ~u, P = Pref ~P, x = L ref ~x, t = Tref ~t, en

supposant de plus que l'échelle espace-temps est caractérisée par
L ref

Tref
= uref et que la pression de référence

est Pref = c2� ref (d'autres choix de pression donnent une mauvaise vitesse de propagation des ondes), on
a :

~� ~t + ~� ~u~x + ~u~� ~x = 0 (6.2.7)

~� (~u~t + ~u~u~x ) +
1

M 2
~P~x = 0 (6.2.8)

~P~t + ~u ~P~x + ~� ~c2 ~u~x = 0 (6.2.9)

Les � ~� sont ignorés dans la suite pour alléger les notations. On e�ectue maintenant un développement
asymptotique sur toutes les variables (du typef = f 0 + Mf 1 + M 2f 2 ...). En multipliant (6.2.8) par M 2, on

trouve formellement que (P0)x = O(M 2) puis que (P1)x = O(M ), puis que (P2)x = O(1), d'où
@P(x; t )

@x
=

O(M 2). On a donc P(x; t ) = P0(t) + M 2P2(x; t ) + O(M 3). On obtient �nalement à l'ordre dominant :

(� 0)t + � 0(u0)x + u0(� 0)x = 0 (6.2.10)

(u0)t + u0(u0)x +
1
� 0

(P2)x = 0 (6.2.11)

(u0)x =
d
dt P0

� 0(c0)2 (6.2.12)
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L'intégrale du terme (u0)x de l'équation (6.2.12) sur un domaine borné, en supposant des conditions aux

limites periodiques, donne
Z

(u0)x d
 = 0 . En supposant ce type de conditions aux limites et en intégrant

l'équation (6.2.12) sur 
 , on trouve donc
d
dt

P0(t) = 0 . En reprenant (6.2.12) on a donc(u0)x = 0 . Le système

d'Euler compressible tend donc formellement vers le système d'Euler incompressible lorsqueM ! 0 (sous

réserve de conditions initiales et aux limites respectant les contraintes précédentes). Aussi,
d
dt

P0(t) = 0

permet d'a�ner la forme de la pression (adimensionnée) :P(x; t ) = P0 + M 2P2(x; t ) + O(M 3) avec P0 une
constante.

Le comportement du point de vue continu est maintenant plus clair. Pour qu'un schéma numérique soit
bon dans un tel régime, il faut que la solution discrète se comporte de la même manière. Hélas, Guillard et
Viozat ont montré formellement dans [90] que le schéma bien connu de Roe se comportait di�éremment avec
P(x i ; tn ) = P0(t) + MP1(x i ; tn ) + O(M 2). C'est le cas de la plupart des schémas colocalisés (cf. par exemple
Dellacherie [53]).

Remarque 24. Notons que dans le cas barotrope pour une loi d'état simple telle queP = Pref + c2
ref (� � � ref )

on a � (x; t ) = � 0 + M 2� 2(x; t ) + O(M 3) avec � 0 une constante.

Remarque 25. Il est parfois argumenté que les maillages triangulaires ne sont pas sujets aux di�cultés à
bas Mach des schémas colocalisés. Il faut cependant rester prudent sur ce point car les articles démontrant ce
�miracle� ([87, 55]) sont basés sur des conditions aux limites particulières. Le Martelot et al. [125] montrent
sur une expérience numérique de type convergent 2D, sur un maillage triangulaire, qu'un préconditionnement
demeure nécessaire. Il est aussi parfois argumenté que les cas 1D sont aussi exempt de ce problème. Encore
une fois, la référence [53] démontrant cela est valide pour des conditions aux limites spéci�ques. Le Martelot
et al. présentent d'ail leurs des résultats 1D (formulation des équations d'Euler dans une conduite à section
variable) sou�rant du symptôme bas Mach. D'une manière générale il faut rester prudent sur les extensions
de ces résultats intéressants à un cadre général.

6.3 Une estimation de l'erreur de troncature à bas Mach

On a vu dans le paragraphe précédent, que les di�cultés de convergence d'un schéma à bas Mach pou-
vaient se comprendre en regardant la consistance entre les �uctuations de pressions induites par le schéma
utilisé, vis à vis de celles associées au système continue (travaux de Guillard et Viozat [90]). On propose ici
de regarder le problème du point de vue de la dissipation numérique du schéma. On cherche donc également
à évaluer la consistance du schéma mais de manière moins �locale�. Évidemment il y a un lien direct entre ces
deux points de vue. Un des intérêts de cette approche est d'obtenirin �ne potentiellement plus de libertés
pour envisager la correction du problème, au détriment d'une certaine ��nesse� de l'approche précédente qui
a largement fait ses preuves. Rieper [187], qui a suivi les travaux de Guillard et Viozat pour proposer un
préconditionnement original et assez simple, estime la viscosité numérique engendrée par le terme problé-
matique dans le cas particulier d'une pression constante au premier ordre. Notons d'ailleurs que c'est aussi
le cas de Guillard et Viozat pour leur analyse de consistance de pression. L'analyse que l'on présente ne
nécessite pas cette hypothèse.

Pour situer plus globalement ce travail par rapport à la littérature, il existe grosso modotrois approches
pour caractériser le problème bas Mach. Une approche �expérimentale� avec des tests numériques, une ap-
proche formelle et une approche disons plus rigoureuse ou pointue. Le lecteur intéressé par des résultats
�forts� de convergence peut par exemple se référer à Gallouët et al. [72]. Dans un cadre toujours théorique,
mais plus explicatif, les travaux de Guillard et Viozat [90], Dellacherie [53] et Rieper [187] sont très intéres-
sants. L'analyse proposée ci-après se place dans cette lignée mais est moins rigoureuse que celle de Dellacherie
[53] car nous allons utiliser, entres autres, des développements de Taylor. Cet inconvénient est tout de même
à pondérer par la relative simplicité (hors calcul un peu fastidieux) de la méthode et au �nal par le résultat
principal permettant de �comprendre� ce problème (ou au moins une partie) et d'envisager une correction.
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Pour éviter une déception du lecteur à la �n de ce paragraphe, précisons que le raisonnement présenté est
un raisonnement par l'absurde. A la �n de ce paragraphe, on conclut en fait qu'il n'y a pas de problème bas
Mach pour les équations d'Euler barotropes en 1D. La méthode proposée est, dans le paragraphe d'après,
appliquée au cas 2D et permet de prouver que, dans ce cas, il y a un problème bas Mach dû à une di�usion
excessive du schéma spatial.

6.3.1 Cas 1D

Les équations d'Euler compressibles barotropes sont considérées a�n de simpli�er les calculs. La loi d'état
choisie estP = c2� . On part d'une forme non conservative, peu restrictive pour une analyse à bas Mach. Ce
système est adimensionné de la même manière que dans le paragraphe précédent (f = f ref

~f ), ce qui donne :

~� ~t + ~� ~u~x + ~u~� ~x = 0 (6.3.1)

~u~t + ~u~u~x +
~c2

~�M 2 ~� ~x = 0 (6.3.2)

Soit sous forme matricielle (les �~� sont ignorés dans la suite pour alléger les notations) :

Wt + A(W )Wx = 0

avecW =
�

�
u

�
et A(W ) =

0

@
u �
c2

�M 2 u

1

A :

On se place maintenant sous l'approximation linéaire. Il su�t pour cela de supposer de faibles �uctuations
des variables autour d'une valeur de référence,f (x; t ) = f 0 + �f 1(x; t ) avec� << 1, seuls les termes dominants
sont alors retenus. La jacobienne devient (u0 2 R et (� 0; c0) 2 R2

+ ;� ) :

A0 =

0

@
u0 � 0

c2
0

� 0M 2 u0

1

A :

Remarque 26. Notons que les valeurs de référencef ref , utilisées pour adimentionner le système, sont
di�érentes de celles utilisées pour obtenir l'approximation linéaire f 0 si on les dimensionnait. Cela veut dire
que l'on peut choisir de travailler autour d'un état socle à vitesse nulleu0 = 0 , sans pour autant avoir
M = uref =cref nul. Dans [54], Dellacherie travaille avec cette approximation �acoustique�.

Le schéma de Lax-Friedrichs est considéré pour sa simplicité, pour lequel on rappelle le calcul du �ux :

Fi +1 =2 =
F (Ui ) + F (Ui +1 )

2
�

4 x
24 t

(Ui +1 � Ui ). Pour éviter de complexi�er le raisonnement, on suppose

u0 > 0. L'application de la méthode des volumes �nis avec ce schéma donne :

� t =
� 1

24 x

�
� 0(un

i +1 � un
i � 1) + u0(� n

i +1 � � n
i � 1) �

4 x
4 t

(� n
i +1 � 2� n

i + � n
i � 1)

�
(6.3.3)

ut =
� 1

24 x

�
u0(un

i +1 � un
i � 1) +

c2
0

� 0M 2 (� n
i +1 � � n

i � 1) �
4 x
4 t

(un
i +1 � 2un

i + un
i � 1)

�
(6.3.4)

On e�ectue un développement de Taylor des di�érentes variables que l'on injecte dans le système (le lecteur
est renvoyé à l'Annexe C pour plus de détails sur ces développements) :

� t =
� 1

24 x

�
� 024 x(un

i )x + u024 x(� n
i )x + O

�
(4 x)3�

�
4 x
4 t

�
(4 x)2(� n

i )xx + O
�
(4 x)4� � �

(6.3.5)

ut =
� 1

24 x

�
u024 x(un

i )x +
c2

0

� 0M 2 24 x(� n
i )x + O

�
(4 x)3�

�
4 x
4 t

�
(4 x)2(un

i )xx + O
�
(4 x)4� � �

(6.3.6)
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Soit en arrangeant les termes :

� t + � 0(un
i )x + u0(� n

i )x + ( � n
i )xx

�
�

(4 x)2

24 t

�
= O

�
(4 x)2�

(6.3.7)

ut + u0(un
i )x +

c2
0

� 0M 2 (� n
i )x + ( un

i )xx
�

�
(4 x)2

24 t

�
= O

�
(4 x)2�

(6.3.8)

Soit sous forme matricielle :

Wt + A0Wx + D0Wxx = O
�
(4 x)2�

avecD0 =

0

B
B
@

�
(4 x)2

24 t
0

0 �
(4 x)2

24 t

1

C
C
A :

On appelle parfois ce système, le �système modi�é�. On reconnaît le système de départ dans les deux
premiers termes de gauche. L'erreur de troncature, notéE , est dé�nie par l'écart entre le système exact et
le système réellement résolu par le schéma employé (i.e. le système modi�é). On a donc :

E = D0Wxx + O
�
(4 x)2�

(6.3.9)

On appelle dans la suiteD0 la matrice de di�usion. Une analyse de stabilité de Von Neumann permet de
montrer qu'un choix de pas de temps nécessaire à la stabilité (au sensL 2) est :

4 t = CFL
4 x

u0 + c0=M
(6.3.10)

avec CFL � 1. La démonstration d'un résultat analogue est donnée au chapitre 5. Il faut maintenant
caractériser plus �nement l'erreur de troncature. Pour alléger les notations, on note la matriceD0 :

D0(W ) =
�

� 0
0 �

�
: (6.3.11)

Pour voir quel terme pose éventuellement problème et dans quelle équation, on décompose le vecteurE en
développant les termes précédents sur l'équation de conservation de masse et de quantité de mouvement,
soit :

Emasse = �� xx + O
�
(4 x)2�

(6.3.12)

Eqdm = �u xx + O
�
(4 x)2�

(6.3.13)

Comme c'est le comportement à bas Mach qui nous intéresse, estimons les di�érents termes dans ce cas. En
injectant l'équation (6.3.10) dans � on a :

� = �
4 x
2

u0 + c0=M
CFL

(6.3.14)

soit pour M �! 0 : � = O(
4 x
M

) (6.3.15)

Il faut maintenant évaluer les termes deWxx . La clef est d'e�ectuer un développement asymptotique sur
toutes les variables (du typef = f o0 + Mf o1 + M 2f o2 ...) et de les injecter dans le système modi�é. Ce type
de raisonnement a par exemple été e�ectué par Delacherie [53] sur le système d'Euler exact. Ici on utilise
cette approche formelle sur le système modi�é. Comme on cherche simplement l'ordre de grandeur deWxx en
terme de Mach, les termes linéarisés(u0; � 0; c0), qui sont indépendants deM , sont �ignorés� pour alléger les
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notations (i.e. (u0; � 0; c0) = O(1)) sans perte de généralité. Pour la même raison on a iciO(
4 x
M

) = O(
1

M
),

et on ignore le termes d'ordre inférieur. Le système modi�é est :

� t + ux + � x + O(
1

M
)� xx = 0 (6.3.16)

ut + ux + O(
1

M 2 )� x + O(
1

M
)uxx = 0 (6.3.17)

Après injection des variables développées, l'équation (6.3.16) donne au premier ordre(� o0)xx = O(M ). En
multipliant l'équation de quantité de mouvement (6.3.17) par M 2, on trouve au premier ordre(� o0)x = O(M )
et (uo0)xx = O(1). On a donc estiméWxx à bas Mach :

Wxx =
�

O(M )
O(1)

�
: (6.3.18)

On a �nalement (grâce aux estimations (6.3.15) et (6.3.18)) les erreurs de troncatures à bas Mach suivantes :

Emasse = O
�

4 x
�

(6.3.19)

Eqdm = O
� 4 x

M

�
(6.3.20)

On pourrait a priori conclure que l'asymptotique n'est pas préservée à bas Mach pour la résolution de ce mo-
dèle avec le schéma de Lax-Friedrichs. En fait ce n'est pas le cas. Une des hypothèses initiales de cette analyse

était qu'il existe une échelle donnant :
L ref

Tref
= uref . Or ces équations admettent des ondes caractéristiques

qui se déplacent aux vitessesu + c et u � c mais aucune onde de vitesseu. L'échelle d'adimensionnement

choisie est donc incorrecte. En prenant une vrai échelle caractéristique du système, comme
L ref

Tref
= cref , le

nombre de Mach n'apparaît plus dans le raisonnement et le problème disparaît. En conclusion, la résolution
des équations d'Euler barotrope 1D à bas Mach par le solveur de Lax-Friedrichs ne pose aucun problème.

Le cas 2D est traité dans le paragraphe qui suit.

6.3.2 Cas 2D

On part des équations d'Euler 2D, avec�! u = ( u; v) :

@�
@t

+ div
�
� �! u

�
= 0 (6.3.21)

@��! u
@t

+ div
�
� �! u 
 �! u + PI

�
= 0 (6.3.22)

Ce système est mis sous forme non conservative, adimensionné et linéarisé comme dans le cas1D :

Wt + A0Wx + B0Wy = 0

avecW =

0

@
� 0

u0

v0

1

A , A0 =

0

B
B
@

u0 � 0 0
c2

0

� 0M 2 u0 0

0 0 u0

1

C
C
A et B0 =

0

B
B
@

v0 0 � 0

0 v0 0
c2

0

� 0M 2 0 v0

1

C
C
A :
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L'application du schéma de Lax-Friedrichs, avecf u0; v0g > 0 pour simpli�er, donne sur une grille carté-
sienne :

@�
@t

=
� 1

24 x

�
� 0(un

i +1 � un
i � 1) + u0(� n

i +1 � � n
i � 1) �

4 x
4 t

(� n
i +1 � 2� n

i + � n
i � 1)

�

� 1
24 y

�
� 0(vn

j +1 � vn
j � 1) + v0(� n

j +1 � � n
j � 1) �

4 y
4 t

(� n
j +1 � 2� n

j + � n
j � 1)

�
(6.3.23)
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� 0M 2 (� n
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(6.3.24)

@v
@t

=
� 1

24 x

�
u0(vn

i +1 � vn
i � 1) �

4 x
4 t

(vn
i +1 � 2vn

i + vn
i � 1)

�

� 1
24 y

�
v0(vn

j +1 � vn
j � 1) +

c2
0

� 0M 2 (� n
j +1 � � n

j � 1) �
4 y
4 t

(vn
j +1 � 2vn

j + vn
j � 1)

�
(6.3.25)

On remplace les di�érentes opérations par leur développement de Taylor associé. Après calculs, on obtient
sous forme matricielle :

Wt + A0Wx + B0Wy + D0Wxx + D1Wyy = O
�
(4 x)2; (4 y)2�

(6.3.26)

avecD0 =

0

B
B
B
B
B
B
@

(�
(4 x)2

24 t
0 0

0 �
(4 x)2

24 t
0

0 0 �
(4 x)2

24 t

1

C
C
C
C
C
C
A

; (6.3.27)

et D1 =

0

B
B
B
B
B
B
@

(�
(4 y)2

24 t
0 0

0 �
(4 y)2

24 t
0

0 0 �
(4 y)2

24 t

1

C
C
C
C
C
C
A

: (6.3.28)

L'erreur de troncature est dé�nie par :

E = D0Wxx + D1Wyy + O
�
(4 x)2; (4 y)2�

(6.3.29)

On évalue maintenant les di�érents termes de l'erreur de troncature à bas Mach. Les termes des matrices
de di�usion sont directement quanti�ables, tandis que les termes deWxx et Wyy sont évalués grâce à un
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développement asymptotique en Mach comme dans le cas 1D. On a :

D0 =

0

B
B
B
B
@

O
� (4 x; 4 y)

M

�
0 0

0 O
� (4 x; 4 y)

M

�
0

0 0 O
� (4 x; 4 y)

M

�

1

C
C
C
C
A

; (6.3.30)
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; (6.3.31)

et Wxx =

0

@
O(M )
O(1)
O(1)

1

A ; Wyy =

0

@
O(M )
O(1)
O(1)

1

A : (6.3.32)

Finalement les erreurs de troncature sur les équations sont :

Emasse = O
�

(4 x; 4 y)
�

(6.3.33)

Eqdm � x = O
� (4 x; 4 y)

M

�
(6.3.34)

Eqdm � y = O
� (4 x; 4 y)

M

�
(6.3.35)

A la di�érence du cas 1D, le système d'Euler 2D barotrope admet des ondes caractéristiques à vitesseu
et v. Par exemple les valeurs propres deA0 sont � 1 = u0 � c0=M , � 2 = u0 et � 3 = u0 � c0=M . Il existe
donc des phénomènes caractérisés par ces vitesses. Pour l'étude de ces phénomènes, à bas Mach, les erreurs
de troncature sur les équations de quantité de mouvement explosent. Ce raisonnement prouve que, pour les
équations discrètes étudiées, le problème bas Mach est un problème multi-D. Pour que ce schéma soit précis
à bas Mach, il faut donc 4 x = O(M ) ce qui est quasiment impraticable (résultat en accord avec Dellacherie
et al. [54]).

En l'état, on a vu que ce sont les termes de di�usion sur les vitesses qui posent problème. Une solution
pratique est donc de réduire la di�usion sur ces variables. Les équations discrètes corrigées (6.3.24) et (6.3.25)
deviennent alors :
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(6.3.36)
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(6.3.37)

Le terme correcteur � doit être d'ordre O(M ) à bas Mach. On peut aussi imposer qu'il tende versO(1) (i.e.
schéma classique) lorsqueM �! 1 car, à ces régimes, le schéma initial est performant. On prend donc :
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� = min (M; 1). Les matrices de di�usion sont caractérisées par les ordres suivant à bas Mach :
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; (6.3.38)
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Ce qui implique avec la même méthode que dans le cas non corrigé :

Wxx =

0

@
O(M )
O(1)
O(1)

1

A ; Wyy =
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@
O(M )
O(1)
O(1)

1

A : (6.3.40)

D'où :

Eqdm � x = O
�

4 x; 4 y
�

(6.3.41)

Eqdm � y = O
�

4 x; 4 y
�

(6.3.42)

Le préconditionnement permet de retrouver un schéma qui préserve l'asymptotique.

On va voir dans le paragraphe qui suit que ce résultat est cohérent avec les corrections proposées dans la
littérature. Il est important de noter que, même si le raisonnement théorique est e�ectué dans le cas linéaire,
ce cas simple su�t pourtant pour mettre en évidence des di�cultés à bas Mach. Évidemment, il ne faut pas
exclure que les non-linéarités puissent ampli�er ce phénomène. Ceci est en accord avec Dellacherie [53].

6.4 Quelques corrections

6.4.1 Revue

Ce paragraphe donne une revue de quelques préconditionnements pour corriger le problème bas Mach.
En dehors des articles proposant ces corrections, le lecteur est renvoyé à Guillard et Nkonga [89] pour une
récente revue des corrections possibles.

Préconditionnement de Turkel :
Une des premières corrections proposées pour éliminer ce problème bas Mach est attribué à Turkel [223].

Pour suivre ses travaux on se replace dans un cadre général en considérant le système énergétique (cf.
équations (6.2.4), (6.2.5) et (6.2.6)), la réduction au cas barotrope étant naturelle. Pour forcer la condition
d'incompressibilité : un terme est ajouté à l'équation �problématique� du système au premier ordre (cf.
equations (6.2.10), (6.2.11) et (6.2.12)) :

1
M 2 (P0)t + � 0(c0)2(u0)x = 0

Donc si M �! 0 on aura bien (u0)x �! 0. Notons que cette manipulation des équations au niveau continu
rend ce raisonnement ambigu. En e�et, il est important de rappeler qu'au niveau continu il n'y a aucun
problème de convergence des équations compressibles vers celles incompressibles pourM �! 0. En fait,

118



l'idée est de modi�er le système continu de sorte qu'au niveau discret les choses se passent bien.
Considérant cela, on a le système suivant :

� t + �u x + u� x = 0

ut + uux +
1
�

Px = 0

Pt + M 2uPx + M 2�c 2ux = 0

On forme la Jacobienne et on trouve des vitesses acoustiques préconditionnées :

~c� =
(1 � M 2)u +

p
(M 2 � 1)2u2 + 4M 2c2

2

~c+ =
(M 2 � 1)u +

p
(M 2 � 1)2u2 + 4M 2c2

2

M = M ref peut être �xé globalement ou localement suivant certaines règles (cf. Le Martelot et al. [125]). On
voit qu'en réduisant les vitesses d'ondes on a l'e�et escompté car la di�usion numérique est directement liée à
ces vitesses. Par voie de conséquence cela corrige la di�usion de toutes les variables. Il semble donc que cette
approche fasse plus que nécessaire compte tenu du résultat du paragraphe précédent. Cette approche demeure
cependant une référence. Le défaut principal de cette méthode est que la contrainteCFL est pénalisée pour
un schéma explicite (cf. Birken [26]) :

4 t � CFL � M ref;min
4 x

Max (juj + c)

Ce point est très contraignant. Pour obtenir un solveur e�cace, il faut employer un schéma implicite en
temps. Notons également que pour éviter des problèmes de singularité il faut donner une borne inférieure à
M ref qui n'est pas évidente à calibrer (cf. par exemple [113]).

Le lecteur est renvoyé aux travaux de Murrone et Guillard [166] et Le Martelot et al. [125] pour l'utilisation
de cette méthode dans un cadre diphasique instationnaire.

Remarque 27. Il est important de préciser que les travaux de Turkel étaient initialement réservés aux écou-
lements stationnaires (le lecteur peut se référer à Le Martelot et al. [125] pour plus de détails sur l'évolution
de cette approche). Notons aussi que l'idée générale de la méthode n'est pas exactement due à Turkel. Chorin
[42] a en e�et proposé quelques années avant de transformer les équations d'Euler incompressibles en ajou-
tant un terme de compressibilité arti�cielle pour rendre le système elliptique hyperbolique et donc faciliter
la résolution. Sans entrer dans les détails, l'approche est �simplement� de modi�er arti�ciellement la vitesse
des ondes du système initial, tout comme on vient de le voir précédemment. Turkel a cependant largement
généralisé cette approche du compressible vers l'incompressible et vice versa.

Préconditionnement de Dellacherie :
L'analyse �ne de Dellacherie [53] indique qu'il faut éliminer la di�usion sur la discrétisation de la pression

pour résoudre les équations d'Euler à bas Mach avec un schéma de type Godunov. Il propose un schéma
bas Mach [53] puis �Tous Mach� [54] qui permet d'éliminer ce problème. Pour cela il propose de centrer la
discrétisation de la pression dans le schéma initial (sou�rant du défaut bas Mach). Rappelons que le �ux
d'un schéma type Godunov peut s'écrireF � = Fcentr é + �F décentr é et que le terme� induit de la di�usion ce
qui stabilise le schéma (un �ux centré donne un schéma instable). Pour obtenir un schéma �Tous Mach�, il
propose de lier les deux types de �ux a�n de retrouver un schéma de type-Godunov �pur� lorsqueM �! 1
et un schéma centré lorsqueM �! 0. La liaison entre les deux schémas est assurée par une fonction linéaire,
avecF P le �ux sur la pression :

F P
all � Mach = � � F P

God + (1 � � ) � F P
cen

avec � = min (max(M L ; M R ); 1)
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Cette correction donne de bons résultats et est stable au sens énergétique pour uneCFL classique.
Notons que la preuve de stabilité énergétique n'est en soit pas su�sante et qu'une preuve de stabilité au sens
L 2 serait intéressante ; reste que ce résultat est déjà très encourageant. Seule la correction pour le schéma
de Godunov est présentée ici, mais Dellacherie a aussi proposé les corrections analogues pour la plupart des
solveurs de Riemann approchés. On peut se demander quel est le lien entre une réduction de la di�usion
numérique sur la pression et la condition déterminée dans le paragraphe 6.3 stipulant qu'il faut réduire
la di�usion numérique sur la vitesse. En fait ceci est �équivalent� comme démontré par Dellacherie et al.
[54]. Le lecteur est d'ailleurs renvoyé à cet article faisant le lien entre la plupart des corrections rencontrées
dans la littérature. Notons que cette approche ne demande pas d'introduire un �cut-o�� minimum sur �
contrairement à l'approche de Turkel.

Remarque 28. On peut se laisser tenter d'analyser cette non perte de stabilité à l'inverse de l'approche
de Turkel. Ici seul le terme vraiment problématique est corrigé à l'inverse de Turkel qui réduit la di�usion
partout. Comme ce qui semble importer pour qu'un schéma soit stable est d'avoir une di�usion minimale
globale, le fait de tuer la di�usion sur la pression sans pour autant en faire de même sur les autres variables
permet de conserver un minimum de di�usion. Le fait que la stabilité soit conservée àCFL classique indique
que les schémas de type Godunov peuvent être améliorés dans certaines conditions en réduisant leur di�usion.
Depuis le début de ce paragraphe �on dit� que laCFL n'est pas pénalisée, on verra en fait sur des exemples
numériques qu'elle l'est, mais de manière acceptable.

Préconditionnement de Thornber et Rieper :
Thornber et al. [216] ont proposé une correction attrayante, car très simple à implémenter dans la plupart

des solveurs. L'idée est de centrer les vitesses en amont de leur utilisation pour le calcul des �ux. Encore une
fois, le fait de centrer les vitesses réduit la di�usion numérique sur ces variables. En amont de la résolution
du problème de Riemann on pose (avecu le vecteur vitesse) :

uL =
uL + uR

2
+ �

uL � uR

2
(6.4.1)

uR =
uL + uR

2
+ �

uR � uL

2
(6.4.2)

avec � = min (max(M L ; M R ); 1) (6.4.3)

Rieper [187] a proposé une correction adaptée au solveur de Roe consistant à réduire le saut de vitesses
normales lors du calcul des �ux, ce qui est en accord avec les résultats obtenus au paragraphe 6.3.2. L'expres-
sion de ce préconditionnement est donc similaire à celui de Thornber mais en ne considérant que les directions
normales. Selon Oÿwald et al. [169], le préconditionnement de Thornber peut potentiellement induire des
e�ets secondaires mais nous n'avons pas rencontré cela avec cette correction. Selon Thornber cette correction
ne pénalise pas la conditionCFL de base. Nous reviendrons sur cette assertion dans le paragraphe suivant.

Remarque 29. Cette revue des méthodes permettant de corriger le problème bas Mach est clairement non
exhaustive. Il existe de nombreux travaux traitant ce problème. Pour avoir une vision plus complète des
recherches sur le sujet le lecteur peut se référer par exemple à Haack et al. [91], Sun et al. [210], Miczek et
al. [155], Degong et al. [52], Iampietro et al. [100].

6.4.2 Tests numériques

Le but de cette section est d'évaluer les corrections Tous Mach évoquées précédemment dans di�érentes
conditions. Nous nous restreignons cependant à celles de Thornber et de Dellacherie car celle de Turkel
induit une condition de stabilité L 2 inenvisageable avec un solveur explicite. Ces tests sont e�ectués avec
les équations d'Euler barotropes, mais encore une fois, d'autres systèmes auraient pu être considérés comme
par exemple celui de SV. La loi d'état choisie estP = Pref + c2

ref (� � � ref ). Le solveur employé est celui
de Godunov. La résolution est du premier ordre en temps et en espace. Les corrections de ce solveur sont
notées dans la suite �prec Dellacherie� et �prec Thornber� (pour préconditionnement).
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6.4.2.1 Tube à choc bas Mach

Les conditions initiales de ce premier cas test sont données en Table 6.1. La vitesse du son est �xée à
cref = 100m=s. La masse volumique de référence est� ref = 1kg=m3. Ce cas est simulé surtmax = 0 :002s
sur un tube de 1m centré enx = 0 .

Deux CFL sont présentées : les �gures 6.1 et 6.2 présentent respectivement les résultats obtenus avec
CFL = 0 :4 et CFL = 0 :8. Notons que seuls les champs de masse volumique et de vitesse sont présentés car
la pression et le nombre de Mach sont évidemment redondants pour ce système.

� L [kg=m3] uL [m=s] � R [kg=m3] uR [m=s]
1:02 0:001 1 0:001

Table 6.1 � Conditions initiales du cas test tube à choc bas Mach.

(a) Masse volumique. (b) Vitesse.

Figure 6.1 � Tube à choc bas Mach (M max � 0:01). E�et du préconditionnement avec CFL = 0 :4.

On observe, pour cetteCFL = 0 :4, des oscillations avec les deux corrections étudiées. Également, les
solveurs sont stables au sensL 2 car en ra�nant le maillage les oscillations observées décroissent et la solution
numérique converge. Cela semble être le cas dès lors queCFL � 0:5. Des oscillations similaires (bien que
di�cilement observables vu la �nesse du maillage employé par les auteurs) sont visibles dans Dellacherie
et al. [54]. Notons que dans un cadre légèrement di�érent, Iampietro et al. [100] observent aussi ce type
d'oscillations. Les résultats entre les deux corrections sont quasi identiques.

A CFL = 0 :8 la condition de stabilité est clairement altérée. En l'état, il faut donc exclure une telle
CFL . Ces résultats montrent que les corrections étudiées réduisent la stabilité du schéma initial. Notons
cependant que la réduction deCFL nécessaire pour obtenir la stabilité est acceptable.

121



(a) Masse volumique. (b) Vitesse.

Figure 6.2 � Tube à choc bas Mach (M max � 0:01). E�et du préconditionnement avec CFL = 0 :8.

6.4.2.2 Tube à choc à Mach modéré

Pour ce cas test plus raide induisant des vitesses supersoniques, seules les conditions initiales sont modi-
�ées. Elles sont récapitulées dans le tableau 6.2. Les résultats pour les deux CFL sont donnés en �gures 6.3
et 6.4.

� L [kg=m3] uL [m=s] � R [kg=m3] uR [m=s]
10 0 1 0

Table 6.2 � Conditions initiales du cas test tube à choc à Mach modéré.

(a) Masse volumique. (b) Vitesse.

Figure 6.3 � Tube à choc Mach modéré (M max � 1:2). Préconditionnement avecCFL = 0 :4.

A la di�érence du cas test précédent, les oscillations induites par les corrections sont plus faibles. Notons
que le préconditionnement de Dellacherie oscille légèrement plus que celui de Thornber.

Contrairement au cas test précédent, les schémas corrigés sont stables même pour uneCFL = 0 :8. En
fait on peut comprendre cela en observant que, comme le Mach est beaucoup plus élevé, les corrections
employées sont beaucoup moins actives (car inversement proportionnelle au Mach).
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(a) Masse volumique. (b) Vitesse.

Figure 6.4 � Tube à choc Mach modéré (M max � 1:2). Préconditionnement avecCFL = 0 :8.

Remarque 30. On peut noter que lorsqu'elles sont stables, les corrections utilisées réduisent légèrement la
di�usion du schéma de base.

6.4.2.3 Vortex stationnaire

Ce cas test est inspiré des travaux de Gresho et al. [83] qui ont proposé d'étudier un vortex stationnaire
avec les équations de Navier Stokes incompressibles. Le lecteur peut se référer en Annexe B où on dérive le
vortex de Gresho analogue dans le cadre des équations d'Euler barotropes (et des équations de SV).

On �xe cref = f 100; 1000gm=s, soit M max � f 0:01; 0:001g pour les deux sous cas tests e�ectués. Le
domaine considéré est
 = [ � 0:5; 0:5] � [� 0:5; 0:5]. La masse volumique de référence est� ref = 1kg=m3. Ce
cas est simulé jusqu'àtmax = 0 :1s. Compte tenu des résultats précédents sur tube à choc en bas Mach, la
CFL est �xée à CFL = 0 :4. Le maillage est uniforme avec4 x = 4 y = 0 :025m.

La condition initiale, ainsi que la solution exacte en tout temps, est, avec
�!
U = ( ur ; u� ) la vitesse dans

un repère cylindrique de rayonr et d'angle � et � 0 = � ref :

�!
U =

8
><

>:

(0; 5r ) if 0 � r � 0:2
(0; 2 � 5r ) if 0:2 < r � 0:4
(0; 0) if r > 0:4

(6.4.4)

� =

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

� 0exp(
5r

c2
ref

) si 0 � r � 0:2

� 1exp
� 1

c2
ref

(2ln (r ) � 5r )
�

si 0:2 < r � 0:4

� 1exp
� 1

c2
ref

(2ln (0:4) � 5 � 0:4)
�

si r > 0:4

avec � 1 = � 0exp
� 1

c2
ref

(10 � 0:2 � 2ln (0:2))
�

par continuité

(6.4.5)

La transformation au cas cartésien est directe avec les formules de trigonométrie de base. Les conditions
aux limites sont ouvertes.

Les �gures 6.5(a), 6.5(b), 6.5(c) et 6.5(d) illustrent respectivement le champs de vitesse horizontal à
t = 0 :1s avec la solution exacte, le schéma de Godunov seul, avec la correction de Dellacherie et avec la
correction de Thornber dans le sous-cas testM max � 0:01. Il est clair que, sans correction, la solution est
totalement dégradée. Notons qu'avec un maillage beaucoup plus �n, il est cependant possible d'obtenir une
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solution acceptable sans correction. Les deux corrections testées donnent des résultats similaires avec un
léger avantage pour la correction de Thornber.

Il en est de même pour le même cas avecM max � 0:001 (voir �gure 6.6). Le fait que les résultats
des schémas corrigés ne changent pas en fonction du nombre de Mach démontre qu'ils ne sou�rent pas du
syndrome bas Mach en préservant l'asymptotique.

(a) Vitesse horizontale exacte. (b) Vitesse horizontale avec le schéma de Godunov.

(c) Vitesse horizontale avec le schéma de Godunov et
correction de Dellacherie.

(d) Vitesse horizontale avec le schéma de Godunov et
correction de Thornber.

Figure 6.5 � Vortex stationnaire à t = 0 :1s. E�et du preconditionnement en condition faible Mach M max �
0:01.
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(a) Vitesse horizontale exacte. (b) Vitesse horizontale avec le schéma de Godunov.

(c) Vitesse horizontale avec le schéma de Godunov et
correction de Dellacherie.

(d) Vitesse horizontale avec le schéma de Godunov et
correction de Thornber.

Figure 6.6 � Vortex stationnaire à t = 0 :1s. E�et du preconditionnement en condition très faible Mach
M max � 0:001.
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6.4.3 Bilan

Les cas tests e�ectués permettent de voir que dans certaines situations la solution obtenue, avec le schéma
de Godunov, est de mauvaise qualité. En 1D, avec des conditions aux limites de type mur, il n'y a pas de
problème bas Mach. Les preconditionnements testés réduisent la stabilité du schéma initial et induisent des
oscillations à bas Mach. A Mach plus élevé, comme la correction est moins forte, il est di�cile d'observer
des oscillations numériques.

En 2D par contre, plus le Mach est faible plus les résultats sont dégradés. Ces résultats sont en accord
avec l'étude de l'erreur de troncature du paragraphe précédent. Les préconditionnements de Dellacherie ou
Thornber corrigent le problème et donnent des résultats très satisfaisants et similaires. Précisons que, pour
plus de concision, seuls les résultats avec le schéma de Godunov ont été présentés mais que le schéma de Lax
Freidrichs donne des résultats similaires sur tous les cas tests.

En l'état, ces corrections semblent utilisables avec uneCFL � 0:5 si on accepte certaines oscillations
numériques qui semblent assez contrôlées. Sans plus de théorie sur ces oscillations, il semble cependant risqué
de les ignorer. Si on pense à l'utilisation de ces corrections dans un cadre diphasique ou avec des modèles en
eau peu profonde, rien n'assure qu'elles ne pourraient pas engendrer localement des résultats non physiques
(comme une fraction volumique négative ou une hauteur négative). On propose dans le paragraphe qui suit
d'essayer de mieux comprendre ces di�cultés et de les corriger.

6.5 Vers un schéma Tous Mach TVD

6.5.1 Construction

Dans ce paragraphe on se concentre sur le défaut des préconditionnements étudiés précédemment. Avant
de se lancer dans une éventuelle correction, une étape intéressante est d'essayer de caractériser les oscillations
rencontrées.

Un cadre adéquat est l'étude des variations totales des variables dues au schéma. Pour plus de détails, le
lecteur peut se référer au chapitre 5 ; on rappelle la dé�nition d'une variation totale pour un schéma sur une
variable u :

TV(un ) =
i =+ 1X

i = �1

jun
i +1 � un

i j (6.5.1)

Pour un système d'équations discrétisées, il est en général di�cile de pouvoir caractériser la variation totale
car les variables sont souvent liées entre elles. C'est le cas des équations d'Euler barotropes. Par contre,
comme ce système est hyperbolique, on peut le transformer en une forme plus adéquate. Le système d'Euler
barotrope linéarisé, adimensionné et mis sous forme non conservative s'écrit :

Ut + A0Ux = 0

avecU =
�

�
u

�
et A0 =

0

@
u0 � 0

c2
0

� 0M 2 u0

1

A :

Cette forme est valide si l'écoulement étudié ne comporte pas de chocs. Pour simpli�er les calculs, on se
place sous l'approximation acoustique en se donnant un état de vitesse socle nul (u0 = 0 ). Comme montré
par Dellacherie [54], ce cas su�t pour rencontrer des di�cultés à bas Mach. D'autre part on prend � 0 = 1
sans perte de généralité dans le raisonnement. La jacobienne devient :

A0 =

0

@
0 1
c2

0

M 2 0

1

A (6.5.2)

Pour tenter d'étudier les variations totales des solutions discrètes et essayer de corriger les oscillations, cette
forme, bien que déjà simpli�ée, reste di�cile à manipuler car les variables sont liées. Comme le système est
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hyperbolique, il peut être mis sous une forme beaucoup plus adéquate aux manipulations analytiques. Ce
système admet pour valeurs propres� 1 = �

c0

M
et � 2 =

c0

M
. Le calcul des vecteurs propres à droite permet

de diagonaliser le système. On obtient la matrice de passageP et son inverse :

P =

 
1 1

�
c0

M
c0

M

!

; P � 1 =

0

B
@

1=2 �
M
2c0

1=2
M
2c0

1

C
A ; (6.5.3)

Les variables primitives sont :

W = P � 1U =

0

B
@

�
2

�
uM
2c0

�
2

+
uM
2c0

1

C
A (6.5.4)

Le système initial Ut + A0Ux = 0 s'écrit maintenant Wt + D0Wx = 0 avec :

D0 =

0

@
c0

M
0

0 �
c0

M

1

A (6.5.5)

On a vu précédemment qu'une solution pour éviter le problème bas Mach était de réduire d'un facteurO(M )
la di�usion sur la variable vitesse du système. Cela revient à centrer plus ou moins le schéma initial. On écrit
le schéma de Rusanov global (i.e. max(� k;i +1 ; � k;i ) = � max ) corrigé pour le système initial, avec comme
notation 4 n f i = f n +1

i � f n
i :

4 n � i

4 t
=

�4 t
24 x

�
(un

i +1 � un
i � 1) � � max

�
(� n

i +1 � � n
i ) � (� n

i � � n
i � 1)

� �
(6.5.6)

4 n ui

4 t
=

�4 t
24 x

� c2
0

M 2 (� n
i +1 � � n

i � 1) � � max
�
� i +1 =2(un

i +1 � un
i ) � � i � 1=2(un

i � un
i � 1)

� �
(6.5.7)

On rappelle que� i est une fonction enO(M ) qui réduit la di�usion sur l'équation de quantité de mouvement
à bas Mach. Pour faire le lien avec le paragraphe 6.3, il faut noter que dans ce dernier, comme seuls les ordres
de grandeur nous intéressaient, on avait� i = � i +1 =2 = � i � 1=2 = O(M ). Dans le cas général la correction
est évidemment locale à chaque �ux, d'où cette forme de l'équation (6.5.7). On a vu que ce système admet
des ondes à vitesses caractéristiques+� c0=M , on a donc� max = c0=M .

Pour obtenir une forme compacte du système discrétisé on pose4 x f i = f n
i +1 � f n

i � 1 , 4 x � f i = f n
i � f n

i � 1
et 4 x + f i = f n

i +1 � f n
i , ce qui donne :

24 x
4 t

4 n Ui = �

0

@
0 1
c2

0

M 2 0

1

A 4 x Ui +

0

@
c0

M
0

0 � i +1 =2
c0

M

1

A 4 x + Ui �

0

@
c0

M
0

0 � i � 1=2
c0

M

1

A 4 x � Ui (6.5.8)

Les matrices de di�usion (i.e. la deuxième et troisième matrice du coté droit du système) sont notées
respectivement dans la suiteD1+ et D1� . On diagonalise ce système discret (le seul point �technique� est
passé en notant que commeD

1+
�

sont diagonales,P � 1D
1+

�
= D

1+
�

P � 1 ) :

24 x
4 t

4 n Ui = � A04 x Ui + D1+ 4 x + Ui � D1� 4 x � Ui

()
24 x
4 t

4 n Ui = � PD0P � 14 x Ui + D1+ 4 x + Ui � D1� 4 x � Ui

()
24 x
4 t

4 n (P � 1Ui ) = � D04 x (P � 1Ui ) + P � 1D1+ 4 x + Ui � P � 1D1� 4 x � Ui

()
24 x
4 t

4 n Wi = � D04 x Wi + D1+ 4 x + Wi � D1� 4 x � Wi (6.5.9)
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Grâce aux transformations e�ectuées, chaque équation du système correspond maintenant à une équation
d'advection. La discrétisation du système initial avec un schéma up-wind pour l'équation de masse et une
combinaison d'un schéma centré / upwind donne exactement la même chose pour le système diagonalisé
respectivement pour l'équation surW1 et W2.

On se concentre maintenant sur l'équation surW2. L'équation sur W1 ne pose en e�et aucun problème
numérique car elle est discrétisée avec un schéma up-wind pur. Il est facile de montrer que ce schéma préserve
la monotonie et n'induit donc pas d'oscillations numériques. L'équation discrète qui contient la correction
bas Mach est beaucoup plus délicate. Pour simpli�er les notations qui suivent, on noteW = W2 (W n'est
donc plus un vecteur de variables caractéristiques mais un scalaire). Également on rappelle qu'une condition

nécessaire à la stabilité, pour une résolution avec le schéma de Rusanov, est4 t =
CFL 4 x

c0=M
(avec CFL � 1,

point sur lequel on va revenir car ici le schéma est légèrement di�érent à cause du préconditionnement).
L'équation sur W2 s'écrit donc maintenant (grâce à (6.5.9)) :

W n +1
i = W n

i �
4 t

24 x

� c0

M
(W n

i +1 � W n
i � 1) � � i +1 =2

c0

M
(W n

i +1 � W n
i ) + � i � 1=2

c0

M
(W n

i � W n
i � 1)

�
(6.5.10)

= W n
i �

4 t
24 x

c0

M

�
(W n

i � W n
i � 1)(1 + � i � 1=2) + ( W n

i +1 � W n
i )(1 � � i +1 =2)

�
(6.5.11)

En s'inspirant des travaux d'Harten [94], on propose le théorème suivant :

Théorème 3.

Soit le schémaun +1
i = un

i � C� ;i � 1=2(un
i � un

i � 1) + C+ ;i +1 =2(un
i +1 � un

i )

Si pour tout i : C� ;i � 1=2 � 0; C+ ;i +1 =2 � 0 et C� ;i � 1=2 + C+ ;i +1 =2 � 1

Alors la variation totale du schéma est bornée telle que :TV(un +1 ) � TV(un )(1 � 2C+ ;i +1 =2)

128



Pour la preuve on a :

En décalant les indices du schéma initial :

un +1
i +1 = un

i +1 � C� ;i +1 =2(un
i +1 � un

i ) + C+ ;i +3 =2(un
i +2 � un

i +1 )

En les soustrayant entre eux :

un +1
i +1 � un +1

i = C� ;i � 1=2(un
i � un

i � 1) + (1 � C� ;i +1 =2 � C+ ;i +1 =2)(un
i +1 � un

i )

+ C+ ;i +3 =2(un
i +2 � un

i +1 )

Ce qui donne :

TV(un +1 ) =
i =+ 1X

i = �1

jun +1
i +1 � un +1

i j

=
i =+ 1X

i = �1

j(1 � C� ;i +1 =2 � C+ ;i +1 =2)(un
i +1 � un

i ) + C� ;i � 1=2(un
i � un

i � 1) + C+ ;i +3 =2(un
i +2 � un

i +1 )j

Avec l'inégalité de Schwartz :

�
i =+ 1X

i = �1

j(1 � C� ;i +1 =2 � C+ ;i +1 =2)jj (un
i +1 � un

i )j +
i =+ 1X

i = �1

jC� ;i � 1=2jj (un
i � un

i � 1)j +
i =+ 1X

i = �1

jC+ ;i +3 =2jj (un
i +2 � un

i +1 )j

En décalant à nouveau les indices dans les deux derniers termes :

=
i =+ 1X

i = �1

j(1 � C� ;i +1 =2 � C+ ;i +1 =2)jj (un
i +1 � un

i )j +
i =+ 1X

i = �1

jC� ;i +1 =2jj (un
i +1 � un

i )j +
i =+ 1X

i = �1

jC+ ;i +1 =2jj (un
i +1 � un

i )j

= TV(un )
�

(1 � C� ;i +1 =2 � C+ ;i +1 =2) + C� ;i +1 =2 � C+ ;i +1 =2

�

D'où :

TV(un +1 ) � TV(un )
�

1 � 2C+ ;i +1 =2

�

En appliquant ce théorème à l'équation (6.5.11), on obtient :

TV(un +1 ) � TV(un )
�
1 + CFL (1 � min (1; M ))

�
(6.5.12)

Des oscillations non négligeables sont donc possibles. Sans pouvoir mieux les quanti�er, on décide d'essayer
de les empêcher dans la suite de cette section.

On pourrait continuer de travailler sur l'équation (6.5.11) mais il est pratique de la reformuler pour
retrouver un pro�l plus classique de schémas combinés. Imaginons que l'on discrétise le système diagonal
(6.5.5) en prenant la forme de �ux suivante (avec� un limiteur) :

F = Fup � wind + � (Fcentral � Fup � wind ) (6.5.13)

Soit :

W n +1
i = W n

i �
4 t
4 x

�
F up � wind

i +1 =2 � F up � wind
i � 1=2 + � i +1 =2(F central

i +1 =2 � F up � wind
i +1 =2 ) � � i � 1=2(F central

i � 1=2 � F up � wind
i � 1=2 )

�

(6.5.14)
Pour revenir au cas particulier où le schéma �up-wind� est celui de Rusanov global on a :

F up � wind
i +1 =2 =

c0

M
Wi +1 + Wi

2
�

c0

2M
(Wi +1 � Wi )
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et pour les �ux centrés :

F central
i +1 =2 =

c0

M
Wi +1 + Wi

2
Ce qui donne pour le système diagonalisé :

W n +1
i = W n

i �
4 t

24 x
c0

M

�
(W n

i � W n
i � 1)(2 � � i � 1=2) + ( W n

i +1 � W n
i )� i +1 =2

�
(6.5.15)

Par identi�cation avec la forme précédente (6.5.11), on a � i = 1 � � i .

Comme � n'a pas encore été précisé, il est supposé potentiellement dépendre deW . En posant r +
i =

Wi � Wi � 1

Wi +1 � Wi
, le schéma peut s'écrire :

W n +1
i = W n

i �
4 t
4 x

c0

M
(W n

i � W n
i � 1)

�
1 +

� i +1 =2

2r +
i

�
� i � 1=2

2

�
(6.5.16)

Comme on l'a vu dans le chapitre 5, un schéma TVD préserve la monotonie. C'est donc une voie intéressante
pour éliminer les oscillations observées. En utilisant le théorème de Harten [94], le schéma est TVD si :

0 � CFL
�

1 +
� i +1 =2

2r +
i

�
� i � 1=2

2

�
� 1

� 1 �
� i +1 =2

2r +
i

�
� i � 1=2

2
� 1=CFL � 1

Avec une CFL = 1 on obtient � = 0 , on restreint donc la CFL à 0.5 d'où :

� 2 �
� i +1 =2

r +
i

� � i � 1=2 � 2

Les deux seules solutions sont :

0 � � i +1 =2 � 2r +
i et 0 � � i � 1=2 � 2

Il existe une multitude de fonctions qui respectent ces contraintes, la plus large est bornée par :

� (r ) � max(0; min (2; 2r )) avec r = min (r + ; r � ) (6.5.17)

Si on oublie un instant qu'il y a d'autres contraintes sur � pour que le schéma soit acceptable à bas Mach,
cette dernière fonction permet d'obtenir un schéma TVD (mais pas nécessairement du second ordre,cf.
Sweby [211]). On peut tracer un diagramme, comme proposé initialement par Sweby dans son formalisme
des schémas TVD, donnant la zone où le schéma sera TVD pour le couple(�; r ) (voir �gure 6.7).

Revenons maintenant au cas pour lequel ce développement a été e�ectué : le bon traitement du bas Mach.
D'après l'analyse e�ectuée au paragraphe 6.3, ou encore au travaux de Rieper [187] ou Dellacherie [53, 54],
pour avoir un schéma performant à bas Mach, il faut pondérer la di�usion sur l'équation de quantité de
mouvement par un O(M ). Dans la présente formulation, cela veut dire� = O(M ). Prenons par exemple
� = min (1; M ) pour retrouver un schéma up-wind à haut Mach. Ceci donne� = 1 � min (1; M ). Il est
clair que cette contrainte n'est pas parfaitement compatible avec (6.5.17). La conclusion principale de cette
analyse est donc que, même en autorisant des non linéarités locales dans le schéma (la fonction� ), il n'est
pas possible d'obtenir un schéma TVD et parfaitement performant à bas Mach car ces deux contraintes sont
parfois incompatibles.

On peut cependant choisir de véri�er la contrainte TVD ( � T V D = max(0; min (2; 2r )) et lorsque c'est
possible, véri�er également la contrainte bas Mach (� LM = 1 � min (1; M )), soit � = min (� LM ; � T V D ). Ainsi
on obtient un schéma qui est TVD et �presque tous Mach�. On présente en �gure 6.8 le diagramme de type
Sweby d'un tel choix. La fonction associée est :

� (r ) = min
�

1 � min (1; M ); max(0; min (2; 2r ))
�

(6.5.18)

Soit �( r ) = 1 � min
�

1 � min (1; M ); max(0; min (2; 2r ))
�

(6.5.19)
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Figure 6.7 � Zone TVD avec le limiteur (6.5.17).

Notons que d'autres choix de limiteurs sont possibles, notamment pour la partie contrainte TVD. Nous avons
choisi le limiteur TVD le moins contraignant pour a priori maximiser les performances du schéma à bas
Mach, mais rien n'assure que ce choix soit le meilleur. Il est possible d'utiliser des limiteurs plus classiques,
comme le fameux Minmod ou Superbee.

Figure 6.8 � Zone TVD et �préservant presque l'asymptotique� avec le limiteur (6.5.18). Au premier plan
(M = 0 ), on retrouve une partie du limiteur (6.5.17) tandis qu'au dernier plan (M = 1 ), la limitation est
nulle car le schéma redevient up-wind pur.

Remarque 31. Il est intéressant de faire l'analogie entre ce résultat et le fait qu'il est a priori impossible
d'avoir un schéma qui soit d'ordre 2 en espace et TVD. En e�et, les schémas TVD sont basés sur des limiteurs
qui descendent l'ordre du schéma dans les zones raides (comme un changement de pente) pour assurer cette
contrainte. Ces schémas sont donc TVD et localement d'ordre 2, mais pas globalement. Ceci est analogue
au fait que le schéma proposé est localement �tous Mach� lorsque cela ne viole pas la contrainte TVD. Pour
outrepasser cette contrainte sur les montées en ordre, il a été proposé d'accepter certaines oscillations (ce
sont les schémas WENO ou ENO).

Hors cas d'un schéma linéarisé, comme par exemple celui de Roe, il est très di�cile de retrouver le
formalisme précédent dans le cas non linéaire. L'extension dans ce cas est donc e�ectuée relativement empi-
riquement. Notons que c'est aussi le cas des schémas d'ordre 2 en espace TVD (cf. par exemple Toro [221]).
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Dans le cas non linéaire, en revenant au équations dimensionnées, on a :

A =

0

@
u �
c2

�
u

1

A ; P =

 � �
c

� �
c

1 1

!

; P � 1 =

0

B
@

�
c

2�
1
2

c
2�

1
2

1

C
A et D =

�
u � c 0

0 u + c

�
: (6.5.20)

Les variables primitives sont :

W = P � 1U =

0

@
�

c
2

+
u
2c

2
+

u
2

1

A (6.5.21)

La construction du limiteur, ou du taux de correction bas Mach, dans le cas non linéaire est donc basée
sur la variable W2 =

c
2

+
u
2

ce qui permet, lorsquec � cste, de prendre en fait simplement la variable �u�.

Par �chance� on retombe sur une variable classique ce qui permet une implémentation très facile dans un
code comportant des schémas d'ordre 2 en espace. En 2D on prend le limiteur le plus pénalisant des deux
directions du vecteur vitesse.

Remarque 32. On peut se demander s'il y aura une di�érence entre ce schéma à correction bas Mach limité
et un schéma classique d'ordre2. La réponse est oui car le limiteur choisi n'appartient pas à la zone d'ordre
2 décrite par Sweby. D'autre part, dès que possible la correction sans limitation est retrouvée et le schéma
est donc une combinaison linéaire enO(M ) entre un schéma centré (d'ordre 2) et up-wind (d'ordre 1), qui
est donc d'un ordre intermédiaire.

6.5.2 Tests numériques

Le but de cette section est d'évaluer le schéma préconditionné �presque Tous Mach TVD� proposé
précédemment et de le confronter aux schémas classiques. Ce schéma est celui de Thornber corrigé pour
être TVD mais la procédure de limitation peut évidemment s'appliquer aux autres schémas préconditionnés
comme celui de Dellacherie. Le lecteur peut se référer à la section 6.4.2 où les cas tests ont été présentés
précisément.

6.5.2.1 Tube à choc bas Mach

Les �gures 6.9(a) et 6.9(b) présentent respectivement le champs de masse volumique et de vitesse avec
le préconditionnement TVD.

(a) Masse volumique. (b) Vitesse.

Figure 6.9 � Tube à choc bas Mach (M max � 0:01). E�et du préconditionnement TVD avec CFL = 0 :4.
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Les oscillations rencontrées avec le schéma corrigé standard sont quasiment éliminées avec le nouveau
schéma TVD.

Remarque 33. Pour le même cas où uneCFL = 0 :8 donnait lieu à de fortes instabilités pour les schémas
corrigés standard (résultats non présentés ici), l'ajout de la contrainte TVD permet de retrouver des pro�ls
beaucoup plus stables. Il demeure des oscillations mais il semble que la �limite�CFL < 0:5 puisse maintenant
être franchie. Reste que, d'après le raisonnement théorique pour construire ce schéma TVD, on suppose
CFL < 0:5. Il semble donc plus prudent de rester sur cette borne.

Le cas test �Tube à choc modéré� (cf. paragraphe 6.4.2.2) n'est pas présenté car les résultats, déjà correct
sans contrainte TVD, sont inchangés.

6.5.2.2 Vortex stationnaire

Les �gures 6.10(a), 6.10(b), 6.10(c) et 6.10(d) illustrent respectivement le champs de vitesse horizontale
à t = 0 :1s avec la solution exacte, le schéma de Godunov seul, avec la correction de Thornber et avec la
correction de Thornber TVD pour le sous-casM max � 0:01.

Les deux corrections (avec limitation TVD ou non) testées donnent des résultats similaires avec un léger
avantage pour la correction de Thornber sans limiteur.

Le même cas avecM � 0:001 est illustré en �gure 6.11. Le schéma corrigé TVD donne toujours de bien
meilleurs résultats que le schéma de Godunov mais s'est clairement dégradé, comparé au schéma corrigé non
TVD. Ce problème est sans doute cas test dépendant car la limitation TVD n'agit sur le schéma que dans
certaines conditions. En l'état, pour de très faibles Mach, il semble que la limitation TVD soit à éviter pour
préserver l'asymptotique, quitte à observer des oscillations numériques dans la solution.
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(a) Vitesse horizontale exacte. (b) Vitesse horizontale avec le schéma de Godunov.

(c) Vitesse horizontale avec le schéma de Godunov et
correction de Thornber.

(d) Vitesse horizontale avec le schéma de Godunov et
correction de Thornber et limitation TVD.

Figure 6.10 � Vortex stationnaire à t = 0 :1s. E�et du preconditionnement TVD en condition faible Mach
M max � 0:01. L'ajout de la contrainte TVD réduit légèrement la qualité des résultats (le vortex a légèrement
perdu en intensité).
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(a) Vitesse horizontale exacte. (b) Vitesse horizontale avec le schéma de Godunov.

(c) Vitesse horizontale avec le schéma de Godunov et
correction de Thornber.

(d) Vitesse horizontale avec le schéma de Godunov et
correction de Thornber et contrainte TVD.

Figure 6.11 � Vortex stationnaire à t = 0 :1s. E�et du preconditionnement TVD en condition très faible
Mach M max � 0:001. Le schéma corrigé TVD perd en précision face au schéma corrigé non TVD.
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6.5.3 Bilan

La limitation proposée pour rendre les schémas Tous Mach classiques TVD a permis de faire disparaître
les oscillations rencontrées pour le cas test �tube à choc bas Mach�. Cependant, un autre e�et indésirable est
apparu : le schéma préconditionné et TVD ne préserve plus parfaitement l'asymptotique comme démontré
dans les deux cas tests du vortex. La solution perd en qualité lorsque le nombre de Mach est réduit vers des
valeurs très faibles.

Pour des applications à Mach modéré (commeM � 0:01), il semble que le schéma préconditionné TVD
proposé soit un choix acceptable à la fois pour sa robustesse accrue et pour sa capacité à donner de bons
résultats à ces faibles Mach. Par contre pour des applications à très faible Mach (commeM � 0:001), la
contrainte TVD a�ecte la propriété initiale de préservation de l'asymptotique et n'est donc pas un choix
judicieux. En l'état, il faut donc dans ce cas revenir au schéma standard corrigé et accepter d'éventuelles
oscillations numériques.

6.6 Vers un schéma Tous Mach à oscillations réduites

6.6.1 Construction

Compte tenu des résultats numériques de la section précédente avec le schéma �presque Tous Mach
TVD�, la contrainte TVD est trop restrictive et ne permet pas d'obtenir un schéma vraiment performant
à très bas Mach. Pour essayer d'améliorer la capacité du schéma à préserver l'asymptotique, on propose de
relaxer la contrainte TVD vers le cas TVB (Total Variation Bounded), en gardant un �contrôle� minimum
sur les éventuelles oscillations numériques.

On a vu précédemment que le schéma à correction de type Thornber donnait :

TV(un +1 ) � TV(un )
�
1 + CFL (1 � min (1; M ))

�
(6.6.1)

Les cas tests e�ectués avec ce schéma montrent clairement que des oscillations non négligeables sont générées
conformément à ce résultat. Ce schéma est évidemment déjà TVB mais à borne supérieure large. Il faut donc
réduire ce taux de variation. On repart de l'équation (6.5.16), que l'on rappelle ci-dessous :

W n +1
i = W n

i �
4 t
4 x

c0

M
(W n

i � W n
i � 1)

�
1 +

� i +1 =2

2r +
i

�
� i � 1=2

2

�

En reprenant le théorème 3 proposé au paragraphe 6.5.1, on a le théorème analogue suivant :

Si pour tout i : C� ;i � 1=2 > 1 et C+ ;i +1 =2 = 0

Alors la variation totale du schéma est bornée telle que :TV(un +1 ) � TV(un )( � 1 + 2C� ;i � 1=2)

La preuve est quasi identique au théorème 3.

On veut contrôler les oscillations à des valeurs acceptables. Cette notion �d'acceptable� est particulièrement
délicate. Ce point sera discuté plus tard, on se donne pour l'instant :

TV(un +1 ) � TV(un )
�
1 + �

�
(6.6.2)

Rappelons que la correction qui donne un schéma bas Mach agit seulement àM petit. Ce choix n'est donc
pas gênant à haut Mach où le schéma redevient naturellement TVD. A bas Mach, avec� bien choisi, les

oscillations seront relativement faibles. Par identi�cation on a : C� ;i � 1=2 � 1 +
�
2

. On construit un schéma

qui est au mieux TVD et au pire TVB (et limité dans certaines conditions), ce qui donne grâce au théorème
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d'Harten et celui énoncé précédemment :

0 � CFL
�

1 +
� i +1 =2

2r +
i

�
� i � 1=2

2

�
� 1 +

�
2

� 1 �
� i +1 =2

2r +
i

�
� i � 1=2

2
�

1
CFL

+
�

2CFL
� 1

Avec CFL = 0 :5 :

� 1 �
� i +1 =2

2r +
i

�
� i � 1=2

2
� 1 + �

Les deux seules solutions sont :

� 1 �
� i +1 =2

2r +
i

� 1 + � et � 1 �
� i � 1=2

2
� 1 + �

Comme seul le cas où� � 0 nous interesse, on a :

0 � � i +1 =2 � 2r +
i (1 + � ) et 0 � � i � 1=2 � 2(1 + � )

Il existe une multitude de fonctions qui respectent ces contraintes, la plus large est bornée par :

� (r ) � max
�
0; min (2; 2r )(1 + � )

�
avec r = min (r + ; r � ) (6.6.3)

De la même manière que dans le cas TVD, on choisit de respecter la contrainte TVB-limité et, dès que
possible, la contrainte bas Mach. Ainsi on obtient un schéma qui est �quasi tous Mach� et TVB-limité. La
fonction associée est :

� (r ) = min
�

1 � min (1; M ); max
�
0; min (2; 2r )(1 + � )

� �
(6.6.4)

Soit �( r ) = 1 � min
�

1 � min (1; M ); max
�
0; min (2; 2r )(1 + � )

� �
(6.6.5)

Le choix du paramètre � peut être fait après des expériences numériques. Il est important de noter que
l'estimation du taux de variation totale de la solution donnée par l'équation (6.6.2) était le point de départ
du raisonnement, mais qu'une contrainte supplémentaire a été ajoutée au limiteur : la contrainte bas Mach.
On prend, dès que possible,� = � LM ce qui veut dire qu'on retombe dans ce cas sur l'estimation 6.6.1. Le
limiteur � = � T V B � lim est lui sélectionné lorsqu'il est le plus limitant. En augmentant � , les oscillations ne
pourront donc pas excéder celles obtenues avec le schéma préconditionné de base. Ceci permet d'envisager
de prendre des valeurs de� élevées. Elles seront mêmes inférieures car, même pour� tendant vers l'in�ni,
la présence d'extremum implique un limiteur nul (i.e. pour r � 0). Dans ce cas le schéma tendra vers son
analogue non préconditionné (i.e. up-wind pur). C'est pour cela qu'on peut parler d'un schéma à oscillations
réduites.

Remarque 34. La méthode présentée pour construire un schéma bas mach TVB peut tout à fait être appli-
quée dans un contexte de schémas d'ordre �très� élevés. Par exemple en sous limitant les schémas standards
d'ordre 2 TVD, il est a priori possible, en agissant à bon escient (sur le paramètre� ), d'outrepasser la
limite d'ordre 2 avec une grande simplicité. Il serait intéressant de comparer cette approche avec les schémas
WENO ou ENO.

6.6.2 Tests numériques

Le but de cette section est d'évaluer le schéma �Tous Mach� TVB-limité (ou à oscillations réduites)
proposé précédemment et de le confronter au schéma Tous Mach standard et à la version TVD. Ce schéma est
celui de Thornber corrigé pour être �à oscillations réduites� mais la procédure de limitation peut évidemment
s'appliquer aux autres schémas préconditionnés comme celui de Dellacherie. Le lecteur peut se référer à
la section 6.4.2 où les cas tests sont présentés précisément. Dans ces cas tests, nous allons faire varier

137



le paramètre � pour essayer de déterminer à partir de quand on retrouve la propriété de préservation
asymptotique tout en limitant autant que possible les oscillations numériques. Comme pour le cas TVD la
limitation, basée sur l'indicateur de régularité r , est construite avec la variableu. En 2D on prend le limiteur
le plus pénalisant des deux directions du vecteur vitesse.

6.6.2.1 Tube à choc bas Mach

Les �gures 6.12(a) et 6.12(b) présentent respectivement le champs de masse volumique et de vitesse pour
le préconditionnement TVB-limité avec � faible. Le cas où� est plus élevé est présenté en �gures 6.13(a) et
6.13(b).

(a) Masse volumique, � faible. (b) Vitesse, � faible.

Figure 6.12 � Tube à choc bas Mach (M max � 0:01). E�et du preconditionnement TVB-limité avec CFL =
0:4 avec � = f 0:2; 2g.

(a) Masse volumique, � élevé. (b) Vitesse, � élevé.

Figure 6.13 � Tube à choc bas Mach (M max � 0:01). E�et du preconditionnement TVB-limité avec CFL =
0:4 avec � = f 20; 200g.

Les oscillations rencontrées avec le schéma corrigé standard sont fortement réduites avec le nouveau
schéma TVB-limité pour des valeurs de� faibles. Pour � plus élevé, il demeure des pics mais moins grands
que le cas �sans contrainte� TVB. Au vu de ces cas tests, il semble qu'il soit préférable de prendre� petit
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mais, même pour des valeurs élevées, la solutions est améliorée et largement acceptable. Notons que pour
� � 200 les résultats ne changent plus (ce point sera expliqué dans le paragraphe 6.6.3).

Le cas test �Tube à choc modéré� (cf. paragraphe 6.4.2.2) n'est pas présenté car les résultats, déjà corrects
sans contrainte sur le schéma préconditionné de base, sont inchangés.

6.6.2.2 Vortex stationnaire

Les �gures 6.14(a), 6.14(b), 6.14(c), 6.14(d), 6.14(e) et 6.14(f) illustrent respectivement le champs de
vitesse horizontale àt = 0 :1s avec la solution exacte, le schéma de Godunov avec la correction de Thornber
et avec la correction de Thornber TVB-limité avec � = 0 :2, avec � = 2 , avec � = 20 et avec � = 200 pour le
sous casM max � 0:01.

Les deux corrections (avec limitation ou �non�) testées donnent des résultats similaires avec un léger
avantage pour la correction de Thornber sans limiteur. Pour� >> 1, les résultats entre le schéma précon-
ditionné limité et celui préconditionné �non TVB� sont identiques. Pour ce cas test, le choix � � 2 permet
d'obtenir des résultats très satisfaisants. La notation �non TVB� est évidemment abusive car le schéma
préconditionné de base est aussi TVB ; il est cependant moins contraint que le schéma proposé d'où cet abus
de notation.

Le même cas avecM � 0:001 est illustré en �gure 6.15. Pour ce cas, on rappelle que la contrainte TVD
du paragraphe 6.5.1 illustrée en �gure 6.11 donnait clairement de mauvais résultats en annulant la propriété
initiale du schéma à préserver l'asymptotique. La contrainte TVB-limité permet d'améliorer les résultats.
Pour � � 20, les résultats sont similaires à ceux sans �limitation TVB� et donc très satisfaisant.
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(a) Vitesse horizontale exacte. (b) Vitesse horizontale avec le schéma de Go-
dunov et correction de Thornber.

(c) Vitesse horizontale avec le schéma de Go-
dunov et correction de Thornber et TVB-
limité � = 0 :2.

(d) Vitesse horizontale avec le schéma de Go-
dunov et correction de Thornber et TVB-
limité � = 2 .

(e) Vitesse horizontale avec le schéma de Go-
dunov et correction de Thornber et TVB-
limité � = 20 .

(f) Vitesse horizontale avec le schéma de Go-
dunov et correction de Thornber et TVB-
limité � = 200 .

Figure 6.14 � Vortex stationnaire à t = 0 :1s. E�et du preconditionnement TVB-limité en condition faible
Mach M max � 0:01 avec di�érentes valeurs de� .
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(a) Vitesse horizontale exacte. (b) Vitesse horizontale avec le schéma de Go-
dunov et correction de Thornber.

(c) Vitesse horizontale avec le schéma de Go-
dunov et correction de Thornber et TVB-
limité � = 0 :2.

(d) Vitesse horizontale avec le schéma de Go-
dunov et correction de Thornber et TVB-
limité � = 2 .

(e) Vitesse horizontale avec le schéma de Go-
dunov et correction de Thornber et TVB-
limité � = 20 .

(f) Vitesse horizontale avec le schéma de Go-
dunov et correction de Thornber et TVB-
limité � = 200 .

Figure 6.15 � Vortex stationnaire à t = 0 :1s. E�et du preconditionnement TVB-limité en condition faible
Mach M max � 0:001 avec di�érentes valeurs de� .
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6.6.3 Bilan

La limitation proposée pour réduire la variation totale des schémas classiques a permis de réduire les
oscillations rencontrées pour le cas test �tube à choc bas Mach�. L'e�et indésirable rencontré avec la contrainte
supérieure TVD peut désormais être évité en prenant� >> 1 sur la contrainte TVB. Avec � élevé, ce nouveau
schéma est performant à bas Mach (il préserve l'asymptotique) et moins oscillant (car parfois limité) que le
préconditionnement standard.

Nous avons vu qu'au delà d'une certaine valeur de� , les résultats étaient inchangés. Ceci s'explique par
le fait que

� �! 1 =) � (r ) = min
�

1 � min (1; M ); max
�
0; min (2; 2r )(1 + � )

� �

�!

(
1 � min (1; M ) si r > 0
0 si r � 0 (i.e. extremum dans la solution)

Compte tenu des conclusions précédentes on fait le choix d'utiliser cette dernière forme de limiteur TVB
pour s'a�ranchir du paramètre � . Soit :

� =

(
min (1; M ) si r > 0
1 si r � 0 (i.e. extremum dans la solution)

Ce schéma faiblement limité permet de conserver la propriété de préservation asymptotique, tout en réduisant
les oscillations de la formulation initiale.

6.7 Conclusion

Dans ce chapitre on a pu voir qu'il est di�cile pour un schéma de type Godunov d'être performant à
bas Mach pour la résolution des équations d'Euler compressibles barotropes. Ce problème numérique rentre
en fait dans un cadre plus large, nommé �asymptotic preserving�, qui se rencontre �nalement assez souvent
lorsqu'une échelle caractéristique d'un modèle tend vers de petites valeurs. En se plaçant dans la lignée des
travaux de Guillard et Viozat [90], Dellacherie [53, 54] et Rieper [187] nous avons estimé formellement l'erreur
de troncature à bas Mach d'un schéma donné. Dans certaines conditions (par exemple en 2D pour le système
barotrope), cette erreur explose en fonction du nombre de Mach. Les termes problématiques, di�usion sur
la vitesse, ont ainsi pu être identi�és en accord avec Rieper [187] ou Dellacherie [54]. Di�érentes corrections
proposées dans la littérature, conformes avec ce résultat, ont été testées numériquement. Il est ressorti que
ces préconditionnements permettent de retrouver un schéma qui préserve l'asymptote. Cependant des e�ets
indésirables (oscillations numériques) ont été mis en évidence, en accord par exemple avec les résultats
numériques de Iampietro et al. [100].

Une transformation de ces schémas preconditionnés, en l'occurrence celui de Thornber [216], vers une
variante TVD a été proposée et testée. Ce schéma n'est plus sujet aux oscillations parasites (en 1D) mais
perd hélas la propriété initiale de préservation d'asymptotique à très bas Mach. Pour des calculs délicats
nécessitant un solveur très robuste, ce schéma donne cependant des résultats acceptables à faible Mach et
est donc un bon candidat.

Pour outrepasser cette perte de précision à très faible Mach, la limitation TVD proposée a été revue
et une limitation TVB a été construite. Les tests numériques e�ectués avec ce dernier schéma ont montré
qu'il est possible de réduire les oscillations du schéma préconditionné standard, tout en conservant quasi-
ment parfaitement la propriété de préservation asymptotique. Pour arriver à ce résultat il faut limiter le
préconditionnement seulement dans les zones contenant un extremum ce qui rend la limitation �nalement
très simple à coder (cf. equation (6.6.3)). Dans le fond par contre, un résultat important de ce chapitre est
qu'il n'est a priori pas possible d'obtenir un schéma Tous Mach exempt d'oscillations numériques car la
contrainte permettant de rendre le schéma TVD n'est pas compatible avec la contrainte le rendant bon à
tous les nombres de Mach. Le schéma proposé au �nal (schéma �tous Mach TVB-limité�) réduit cependant
ce phénomène indésirable en le rendanta priori acceptable.
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Chapitre 7

Méthodes de maillages adaptatifs
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Ce chapitre a pour but de présenter la méthode de maillage adaptatif utilisée dans cette thèse et de résumer
les travaux e�ectués pour tenter d'améliorer son e�cacité et son utilisation pratique.

7.1 Introduction

Les méthodes de ra�nement de maillage se nomment généralement AMR pour �Adaptive Mesh Re�n-
ment�. L'intérêt principal de l'utilisation d'un maillage adaptatif pour simuler un événement est d'obtenir
une erreur de discrétisation la plus uniforme possible. Cela permet, pour un taux d'erreur donné, d'obtenir
un nombre de cellules minimum et donc de maximiser les performances du calcul. Par exemple, lorsqu'on
étudie un phénomène instationnaire comme la propagation d'une vague, il arrive qu'à certains endroits du
domaine de calcul rien ne se passe à un instant donné, puis que plus tard ce ne soit plus le cas. Comme il
n'a guère d'intérêts à utiliser une grille très �ne aux endroits du domaine où il ne passe rien, il est très utile
de pouvoir ra�ner le maillage dans ces zones uniquement lorsque cela devient nécessaire.

Il existe une multitude de méthodes à maillages adaptatifs. On présente dans ce paragraphe deux des plus
connues. La première est basée sur des cellules mères, ou macro cellules, relativement grossières et �xes dans
le temps qui peuvent être ra�nées (puis déra�nées) si besoin au cours d'un calcul. Cette approche se nomme
généralement BB-AMR pour �Block Based�, les blocs étant les cellules mères. La seconde est basée sur un
maillage qui ne comporte pas de cellules mères. Le maillage est alors totalement adaptatif. Généralement,
pour cette approche le nombre total de cellules est gardé constant au cours d'une simulation et les n÷uds
des cellules sont déplacés pour augmenter la densité de cellules à certains endroits et inversement à d'autres
(pour plus de détails sur ce type d'approche, le lecteur peut par exemple se référer à Arpaia et Ricchiuto
[10]). Un des avantages de cette dernière méthode est qu'elle permet d'avoir des zones avec des cellules
extrêmement grandes, puisque aucune maille n'est �xée. Un des avantages de l'approche BB-AMR est que
la structure (macro cellules) est �xe, les temps de remaillages sont par conséquent minimisés. Le code qui
nous a servi de base pour cette thèse béné�cie de la méthode BB-AMR pour notamment résoudre un modèle
bi-�uide (nommé modèle minimum dans le chapitre traitant de la modélisation bi-�uide) suite au travaux
de Ersoy et al. [66] et Golay et al. [80] (voir aussi Altazin et al. [7]).

Les travaux e�ectués sur les méthodes AMR au cours de cette thèse concernent premièrement la descrip-
tion d'une méthode de projection (i.e. �réinitialisation� des variables à chaque modi�cation du maillage) pour
les modèles type �eau peu profonde�, a�n de réduire les problèmes de conservation de masse. Le deuxième
sujet qui nous a intéressé concerne la détermination de l'erreura priori et du seuil à se �xer pour déclencher
le ra�nement du maillage. Généralement, pour un critère censé représenter au mieux l'erreur dans chaque
cellule, on ra�ne les zones où �l'erreur� est la plus élevée. Une procédure très utilisée pour cela est de calculer
la moyenne du critère d'erreur sur le domaine et de ra�ner les cellules au dessus d'un certain pourcentage
de cette moyenne. La valeur en question, nommée seuil de ra�nement, est �xée pour un calcul donné et
doit souvent être calibrée suivant les cas tests e�ectués. Un des défauts de cela est que rien n'assure que
ce seuil doive être �xe car la solution évolue au cours d'une simulation. D'autre part, la calibration de ce
seuil pour chaque nouvelle simulation est relativement chronophage. Une méthode pour déterminer la zone à
ra�ner sans calibration, ou à seuil automatique, est proposée. Ces travaux ont respectivement donnés lieux
aux publications (en cours de revue pour les deux dernières) suivantes : Pons et al. [176], [175] et Pons et
Ersoy [174]. Un résumé est donné dans ce chapitre mais le lecteur peut se référer à ces références pour plus
de détails.

7.2 Présentation de la méthode BB-AMR

Comme évoqué en introduction, le principe de la méthode BB-AMR est de construire initialement un
maillage de cellules mère (les blocs) qui seront �xes dans le temps. Ces blocs peuvent contenir un nombre
quelconque de cellules dont le nombre peut varier au cours d'un calcul. Pour chaque bloc, on dé�nit une
discrétisation nx , ny et nz et un niveau de ra�nement l r de sorte que le nombre de cellules dans la direction
x soit 2l r nx . L'écart entre les niveaux de ra�nement de deux blocs adjacents est �xé à2, comme illustré en
�gure 7.1.
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Dès que cela devient nécessaire, le maillage de chaque bloc peut être changé. A ce moment là, les répar-
titions des cellules par domaines sont adaptées grâce à l'algorithme de Cuthill-McKee pour conserver une
e�cacité optimale en calcul parallèle. A l'interface entre les domaines, des cellules �ctives sont générées pour
permettre la communication entre les domaines basée sur la norme MPI (Message Passing Interface). Chaque
domaine est associé à un processus qui est chargé sur un c÷ur de calcul. Bien que la structure (les blocs)
du maillage ne change pas pour un calcul, le ra�nement ou dé-ra�nement, ainsi que la renumérotation des
domaines est un processus coûteux. Comme les macro cellules sont généralement grosses, il est possible de
dé�nir une sorte de CFL de bloc permettant de ne pas changer le maillage à chaque pas de temps. Le temps
maximal de non remaillage est estimé par le ratio en la taille du plus petit bloc et la vitesse caractéristique
du phénomène étudié. A chaque fois que le maillage est changé les variables sur les anciennes cellules doivent
être projetées sur le nouveau maillage.

Précisons que les maillages utilisés dans cette thèse sont non structurés et uniformes par blocs mais qu'il
est possible d'utiliser d'autres types de maillages non structurés. Un exemple de maillage 3D est donné en
�gure 7.2.

(a) Domaine initial. (b) De�nition des paramètres
nx ; ny ; l r du maillage.

(c) Décomposition de do-
maine.

(d) Génération du maillage.

Figure 7.1 � Méthode BB-AMR.

Un des points clefs des méthodes AMR est de déterminer où il est nécessaire de ra�ner ou dé-ra�ner
le maillage. Pour cela il faut commencer par calculer un critère pour chaque cellule représentatif de l'erreur
commise, ou que l'on va commettre. Ensuite il faut décider des cellules à sélectionner pour rendre l'erreur la
plus uniforme possible. Le paragraphe qui suit est consacré à ce sujet.
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(a) Domaine de calcul. (b) Sous domaines pour calcul parallèle.

Figure 7.2 � Exemple 3D de la décomposition de domaines et d'un maillage typique.

7.3 Critère et seuil de ra�nement

Pour calculer un critère représentatif de l'erreur, la meilleure méthode est sans doute d'e�ectuer un pas
de temps sur un certain maillage, noter les variables, revenir en arrière, refaire le même pas de temps sur un
maillage di�érent et comparer les variables. L'écart entre les résultats donne alors une estimation de l'erreur.
Cette méthode est dû à Berger et al. [24]. Hélas cette approche est très coûteuse et donc peu utilisée en
pratique.

L'idée pour réduire ce coût est de se donner un critère d'erreura priori . Pour des systèmes compliqués,
il est généralement très di�cile d'obtenir une expression de l'erreur. On a donc généralement recours à une
expression intuitive dépendant du problème résolu. Par exemple, pour la résolution de modèle en eau peu
profonde, un des critères les plus utilisés est le gradient de surface libre. Des critères potentiellement plus
complets, comme la production numérique d'entropie, sont aussi parfois utilisés (cf. par exemple Golay et al.
[80]). Il est cependant di�cile de démontrer qu'un critère est supérieur à un autre car cela dépend souvent du
cas test e�ectué et que, même sur un seul cas test, certains critères sont meilleurs que d'autres dans certaines
zones etvice versa. Le lecteur peut se référer par exemple à Pons et Ersoy [174] où di�érents critères sont
testés sur un cas où la solution analytique est connue. Il en ressort que, pour les critères sensés, les supports
des critères (i.e. zone ou les critères sont non nuls) sont relativement proches de la vrai erreur. Par contre
les ordres de grandeur peuvent être localement très di�érents. Ces derniers points sont cruciaux.

Si les supports sont relativement sensés, il est alors possible d'envisager la détermination des zones à
ra�ner avec un choix adéquat de seuil (valeur du critère à partir de laquelle on ra�ne).

La plupart des utilisateurs de méthodes AMR déterminent les zones à ra�ner en se donnant pour seuil
un pourcentage de la moyenne de leur critère sur tout le domaine. Cette méthode à l'avantage d'être très
simple. Néanmoins, si le critère explose (à tort) dans certaines zones, toute tentative de moyenne sur le
domaine pour obtenir une �référence� pour savoir environ à partir de quelle valeur seuil il faut ra�ner, ne
sera pas représentative. On pourrait par exemple dans ce cas se dire que la médiane est un meilleur choix.
D'autre part, comme la solution évolue, un certain seuil basé sur un pourcentage de la moyenne peut être
judicieux à un instant et mauvais à un autre . Il existe évidemment d'autres approches (le lecteur peut se
référer à Pons et Ersoy [174] pour une revue), mais cette dernière est la principale utilisée. Cette revue à
cependant fait ressortir une méthode originale, proposée par Dannenho�er [48], qui consiste à construire une
distribution d dé�nie de la manière suivante : à un seuil donné,d vaut le nombre de cellule au dessus de ce
seuil. AvecSk la valeur du critère sur la cellulek et � j une séquence croissante partant de0 et allant jusqu'à
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maxk (Sk ), on a :
d = # f k; Sk > � k g (7.3.1)

Pour un critère donné (cf. �gure 7.3(a)), la distribution associée normalisée par le nombre total de cellules
est illustrée en �gure 7.3(b). Cette distribution contient beaucoup d'informations. Par exemple à chaque

(a) Critère d'erreur S et valeur de seuil arbitraire
f A; B; C; D g.

(b) Distribution de Dannenho�er.

Figure 7.3 � Distribution de Dannenho�er pour un critère donné et lien entre un seuil sur le critère et sur
la distribution. Pour le seuil B environ 10%des cellules sont sélectionnées. Images extraites de Pons et Ersoy
[174].

maximum local du critère, il y a un �saut� dans la distribution. Une zone intéressante de cette fonction est
le �genou� : la zone entre B et C. Il semble que quand la distribution explose, on se trouve dans le �bruit�
du critère, alors qu'à l'inverse, lorsqued varie peu, on est loin du support du critère qui nous intéresse. La
zone entre ces deux comportements est ce fameux �genou�. Cependant, si la fonction sur laquelle on s'appuie
pour ces explications est relativement lisse, en pratique elle peut être assez saccadée à cause des maximums
locaux du critère. Il est par conséquent assez di�cile de déterminer ce genou en pratique. Dannenho�er a
donc proposé de raisonner sur une pente limite de la distribution pour s'approcher de ce �genou� avec :

@
�
d(� )

�

@�
� � 1 (7.3.2)

Mais encore une fois, le calcul de la dérivée d'une fonction non lisse n'a rien d'évident. Pour arriver à un
résultat il faut passer par un �ltrage de la distribution. Hélas, il est di�cile de trouver une méthode de
�ltrage qui fonctionne à tous les coups, ce qui mène parfois à des seuils aberrants.

Pour faire court, la méthode que nous avons proposée est basée sur une transformation (nomméef ) de la
distribution d, de sorte que le seuil à sélectionner soit un maximum global def . La sélection d'un maximum
global est en e�et directe et robuste car non sujette à des besoins de �ltrages ou autres. Cette transformation
est la suivante :

f (� ) = �d (� ) (7.3.3)

On prend pour seuil de ra�nement :

� s tel que : f (� s) = max(f (� )) sur � 2 [0; � ] (7.3.4)

Lorsque le critère est varié en amplitude, cette approche tend à donner un seuil inférieur au critère moyen ce
qui permet de réduire l'in�uence d'extremum local sur le choix du seuil de ra�nement. A l'inverse, lorsque
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le critère est relativement uniforme, cette approche tend à donner un seuil proche ou égal au critère moyen,
qui dans ce cas homogène est représentatif et donc un bon choix. Ces deux cas de �gures sont illustrés en
�gures 7.4 et 7.5.

Évidemment il faut être conscient que sans un critère d'erreur vraiment représentatif de l'erreur, il est
di�cile de parler de choix optimal. Par contre, cette méthode a l'avantage de ne pas faire appel à des
paramètres, ce qui la rend automatique. Pour plus de détails sur la construction de cette approche le lecteur
est renvoyé à Pons et Ersoy [174]. Pour des applications de cette méthode sur des cas réels, avec le modèle
de Saint-Venant, le lecteur peut se référer, en plus de cette dernière référence, à Pons et al. [175]. De futures
investigations seraient intéressantes pour consolider cette proposition.

(a) Critère d'erreur S et valeur de seuil dé�ni soit par le critère
moyen Sm sur le domaine, soit par la méthode proposée � P E .

(b) Distribution trasnformée f permettant la détermination
de � P E .

Figure 7.4 � Avantage de la méthode proposée pour choisir un seuil de ra�nement lorsque le critère contient
des valeurs inhomogènes. Le critère moyen sur le domaine n'est pas représentatif de l'ensemble de la série
car il est a�ecté par les valeurs extrèmes.
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(a) Critère d'erreur S et valeur de seuil dé�ni soit par le cri-
tère moyen Sm sur le domaine, soit par la méthode proposée
(� P E ).

(b) Distribution trasnformée f permettant la détermination
de � P E .

Figure 7.5 � Méthode proposée pour choisir un seuil de ra�nement lorsque le critère contient des valeurs
homogènes. Le choix tend vers le critère moyen qui est représentatif du critère sur le domaine.

7.4 Une projection conservative pour les modèles verticalement
intégrés

Une des parties des méthodes AMR est la projection des variables. Pour une condition initiale sur un
maillage donné, on résout les équations pendant un certain temps, puis on décide d'adapter le maillage.
Connaissant les variables sur l'ancien maillage, il faut �initialiser� le nouveau. Cette étape s'appelle généra-
lement étape de projection.

Suivant les modèles résolus, cette étape ne pose aucun problème. En règle générale, pour toute cellule
ra�née, les valeurs des variables de la cellule parente sont a�ectées aux cellules enfants. Lorsqu'une cellule
est dé-ra�née, les valeurs mères sont moyennées et a�ectées à la cellule enfant (cf. par exemple Berger et
Colella [22] pour plus de détails). En se basant sur les gradients des cellules mères, il est possible d'arriver à
une méthode plus élaborée comme dans Berger et al. [23].

Dans le cas des modèles en eau peu profonde, l'intégration verticale induit un terme d'e�et bathymétrique
qui engendre des di�cultés. Une des contraintes à respecter pour ces modèles est de conserver le niveau de
surface libre pour éviter la génération d'ondes non physiques. Lors de la projection, la bathymétrie peut
évoluer car les zones où le maillage devient plus �n peuvent utiliser une bathymétrie plus précise etvice versa.
Comme on assume le niveau de surface libre (noté dans la suite� ) constant, un changement quelconque de
bathymétrie ( z) peut induire un changement de hauteur d'eau (h = � � z) et donc une perte ou un gain de
masse. Ceci est illustré en �gure 7.6.

Il est possible de négliger les pertes et créations de masse dans certains contextes, comme par exemple dans
Popinet [180]. Cependant il est en fait possible en ajoutant une contrainte entre les niveaux d'interpolation
/ extrapolation de bathymétrie d'éliminer ce problème. Pour présenter formellement cette contrainte dans le
cas de la méthode BB-AMR, on noted la dimension du problème,2d le nombre de cellulesC0i de surfacejC0i j
et z0oi , la bathymétrie qui correspond aux sous-cellules de la celluleC0. En supposant la masse volumique�
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Figure 7.6 � Di�lcultés de conservation de masse lors de l'étape de projection AMR. Ici il n'y a pas de
lien entre les di�érents niveaux de bathymétrie. Chaque niveau vient d'une interpolation ou extrapolation
propre pour un unique �chier de donnée. Rien n'assure donc qu'entre deux niveaux de ra�nement la masse
soit conservée.

constante, la contrainte à respecter est :

Z

oldmesh
�dV =

Z

newmesh
�dV () � jC0jh0 =

2d
X

i =1

� jC0i jh0i ()
h i � 0

jC0j(� 0 � z0) =
2d

X

i =1

jC0i j(� 0i � z0i )

()
� = cste

z0 =
P 2d

i =1 jC0i jz0i

jC0j
(7.4.1)

Dans le cas d'un maillage 1D uniforme, on a donc :

z0 =
z01 + z02

2
(7.4.2)

Ce résultat simple montre que n'importe quel ra�nement ou dé-ra�nement de cellule sous la contrainte de
� = cste et de masse conservée, doit respecter le fait que la grille bathymétrique de rangn doit être une

moyenne de la grille de niveaun +1 . La fonction (z01; z02) �!
z01 + z02

2
étant non bijective, la seule solution

pour respecter toutes ces contraintes est que la grille la plus �ne, qui peut apparaître au cours d'un calcul,
soit la grille de bathymétrie maître et que toute les grilles plus grossières soient dé�nies à partir de ce niveau.

Discrétisation de la bathymétrie : En pratique, comme les données bathymétriques ont une précision
�nie, il n'est pas toujours nécessaire de la dé�nir sur la grille la plus �ne. On choisit un niveau de maillage
cohérent avec la précision de bathymétrie souhaitée et on interpole les données sur les centres des cellules de
ce maillage, comme illustré en �gure 7.7. On est donc capable de dé�nir la bathymétrie sur n'importe quelle
grille dé-ra�née en respectant la formule (7.4.1) depuis la grille maître. Pour dé�nir la bathymétrie sur une
grille plus ra�née que la précision de la bathymétrie, on fait le choix trivial z0i = z0 pour extrapoler les
données ce qui satisfait évidemment (7.4.1).

Remarque 35. Il est important de noter que le processus d'interpolation / extrapolation de bathymétrie
vers un maillage non structuré peut être très coûteux. Pour minimiser ce coût, nous réorganisons les données
bathymétriques avant de les traiter. Pour plus de détails sur ce point le lecteur peut se référer à Pons et al.
[176].
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(a) Interpolation de la bathymétrie sur la grille maître. (b) Interpolation / extrapolation des sous grilles de-
puis les valeurs de la grille maître.

Figure 7.7 � Méthode de construction des valeurs de bathymétrie au centre des cellules.

Cas du ra�nement Une fois que la bathymétrie est connue sur le nouveau maillage, la hauteur d'eau est
déterminée parhi = max(0; � i � zi ) avec � i = cste. Ce qui donne :

h0i = max(0; h0 + z0 � z0i ) (7.4.3)

L'opérateur �max� est important dans le cas où le maillage est modi�é près d'une transition sec/mouillé.
Une fois la hauteur d'eau connue, la quantité de mouvement (ou la vitesse) peut être mise à jour. Par

analogie avec le raisonnement précédent, la conservation de la quantité de mouvement donne :

h0u0 =
P 2d

i =1 jC0i jh0i u0i

jC0j
(7.4.4)

Quand le maillage est ra�né, il faut déterminer u0i depuis u0. Par conséquent, comme lesh0i sont calculés
par 7.4.3, un choix simple satisfaisant l'équation (7.4.4) est

u0i = u0 (7.4.5)

Le cas de dé-ra�nement ne comporte pas de di�cultés supplémentaires. Par contre lorsqu'on se trouve
sur la ligne sec/mouillé, il faut considérer une série de cas particuliers. Pour ces cas annexes et le cas du
dé-ra�nement, le lecteur est renvoyé à Pons et al. [176]. Le lecteur pourra aussi trouver dans ce papier une
application numérique 2DV montrant les bonnes qualités de conservation de masse de cette méthode. Pour
�nir, on illustre simplement l'adaptation de la bathymétrie au cours d'un calcul qui permet de minimiser le
nombre de cellules, lorsque rien ne se passe en zone sèche (cf. �gure 7.8). Ce point est particulièrement utile
pour réduire le coût d'un calcul de tsunami réel mettant un certain temps pour s'approcher de la côte, car
cette zone n'a pas besoin d'être bien dé�nie au début de la simulation.
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(a) t = 3 :5 s.

(b) t = 5 :5 s.

Figure 7.8 � Adaptation de la bathymétrie lors de la submersion de l'île conique.
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Applications numériques des modèles
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L'objet de ce chapitre est de valider et d'utiliser le modèle de Saint-Venant présenté dans le chapitre 2 et
le modèle SGN dissipatif proposé dans le chapitre 3. Des tests académiques sont présentés et des études de
cas réels sont e�ectuées. En particulier le tsunami de 2011 au Japon est investigué avec le modèle de SV sur
de grandes échelles, et une étude locale de l'interaction avec la digue de la baie de Kamaishi est présentée. Le
cas réel traité avec le modèle de SGN dissipatif concerne le déferlement d'une onde solitaire sur une plage.
Ces modèles ont été implémentés dans le code non structuré Eolens (développé par l'IMATH et Principia).
La résolution peut être e�ectuée en parallèle (norme MPI, Message Passing Interface). La résolution de ces
modèles se base sur la méthode des volumes �nis avec des schémas de type Godunov. Hors particularité
rappelée avant les cas tests, le lecteur est renvoyé au chapitre 5 où les méthodes employées sont détail lées.

8.1 Applications numériques avec le modèle de Saint-Venant

8.1.1 Méthodes numériques pour la résolution du modèle de Saint-Venant

En s'appuyant sur le chapitre 5 on utilise suivant les cas tests un schéma d'Euler en temps d'ordre 1 ou de
Runge-Kutta d'ordre 2. L'intégration en espace est basée sur le solveur de Godunov à l'ordre1 ou à l'ordre
2 en suivant la méthode de Barth et Jespersen avec le limiteur minmod. La méthode BB-AMR présentée au
chapitre 7 est utilisée sur les cas 2DV. Le critère d'erreur correspond à la production numérique d'entropie
et le seuil de ra�nement est sélectionné de manière automatique grâce à la méthode proposée au chapitre
7. Le traitement du terme bathymétrique requiert une attention particulière. Une contrainte minimum pour
simuler des écoulements, où certaines parties du domaine sont parfois au repos, est d'utiliser un schéma qui
préserve l'équilibre de �lac au repos�. Pour ce faire on suit Audusse et al. [12]. Lorsqu'une solution exacte
est présentée, elle vient de la résolution exacte du problème de Riemann donnée au chapitre 5.

8.1.2 Cas tests pour le modèle de Saint-Venant

8.1.2.1 Tube à choc

Ce cas test permet d'évaluer la résolution du modèle dans des conditions raides, avec une forte détente
et un choc intense. Un tube600m est considéré. On se donne un état à droite et un état à gauche du centre
du tube récapitulé dans le tableau 8.1. Le maillage est composé deN = f 100; 500g cellules uniformes. Le
temps �nal est t f in = 48s. La condition CFL est CFL = 0 :8.

Les �gures 8.1(a) et 8.1(b) présentent les champs de hauteur d'eau et de vitesse, avec les schémas en
temps et en espace à l'ordre1 et à l'ordre 2, en fonction de la solution exacte. La montée en ordre est
béné�que dans les zones non discontinues. Les résultats sont satisfaisants.

hL [m] uL [m=s] hR [m] uR [m=s]
1:8 0 1 0

Table 8.1 � Conditions initiales du cas test tube à choc.
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(a) Hauteur d'eau. (b) Vitesse.

Figure 8.1 � Tube à choc à t f in = 48s.

8.1.2.2 Détente sur fond sec

Ce cas test permet d'évaluer le traitement d'une transition sec-mouillée. Un tube600m est considéré. On
se donne un état à droite et un état à gauche du centre du tube récapitulé dans le tableau 8.2. Le maillage
est composé deN = f 100; 500g cellules uniformes. Le temps �nal est t f in = 30s. La condition CFL est
CFL = 0 :8.

Les �gures 8.2(a) et 8.2(b) présentent les champs de hauteur d'eau et de vitesse, avec les schémas en
temps et en espace à l'ordre1 et à l'ordre 2, en fonction de la solution exacte. Les résultats sont satisfaisants.

hL [m] uL [m=s] hR [m] uR [m=s]
1:8 0 0 0

Table 8.2 � Conditions initiales du cas test détente sur fond sec.

(a) Hauteur d'eau. (b) Vitesse.

Figure 8.2 � Détente sur fond sec àt f in = 30s.
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8.1.2.3 Ile conique

Ce cas test permet d'évaluer la résolution du modèle en 2D sur bathymétrie variable avec reconstruction
AMR. Il consiste en un soliton se propageant sur fond plat puis rencontrant une île conique. Pour �nir
la vague inonde une �plage�. Notons que ce cas n'est pas parfaitement représentatif d'un tsunami car les
solitons sont généralement peu semblables à ces vagues. Cependant, en terme de validation, ce cas est assez
complet et l'étude expérimentale présentée par Lynett et al. [140] donne accès à des mesures de hauteurs
d'eau (sondes WGH) et de vitesses (sondes ADV) variées. Ce cas test fait partie des cas étudiés dans le
projet Tandem. La �gure 8.3 illustre ce cas test et le placement des sondes. Pour plus de détails, le lecteur
peut par exemple se référer à Pons et al. [175] et [176]. Les conditions aux limites latérales sont de type mur,
celle en amont du soliton de type ouverte et celle en bout de plage de type mur. La condition initiale utilisée
est un soliton solution du modèle de Boussinesq au premier ordre (cf. par exemple Pons et al. [175]). Du
point de vue numérique, la méthode AMR présentée au chapitre 7 est utilisée. L'intégration en temps et en
espace est d'ordre2 avec une CFL de0:5. Di�érents maillages ont été testés pour véri�er la convergence. Le
plus grossier contient des cellules carrées de taille minimum0:1m tandis que le plus �n de 0:025m.

Les résultats de hauteur d'eau à di�érents points du domaine sont présentés en �gure 8.4(a), 8.4(b), 8.5(a)
et 8.5(b). La méthode AMR permet un gain en e�cacité de calcul de l'ordre de 2. Les résultats convergent
en maillage et sont globalement de qualité. Pour une analyse plus détaillée le lecteur est renvoyé à Pons et
al. [175].

Figure 8.3 � Cas test de l'île conique : positions des sondes et bathymétrie.
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(a) Sonde WG2. (b) Sonde WG4.

Figure 8.4 � Relevés de hauteur d'eau au cours du temps pour les sondesWG2 et WG4.

(a) Sonde WG6. (b) Sonde WG7.

Figure 8.5 � Relevés de hauteur d'eau au cours du temps pour les sondesWG6 et WG7.

8.1.2.4 Tsunami d'Hokkaido-Nansei-Oki de 1993

Ce cas concerne le tsunami d'Hokkaido-Nansei-Oki qui a frappé l'île Okushiri au Japon en 1993. Le
run-up a été de plus de30m et des courants de plusieurs dizaines de mètres par secondes ont été atteints.
Pour comprendre ce cas, une expérience à l'échelle 1/4001 a été réalisée au Central Research Institute for
Electric Power Industry (CRIEPI) à Abiko (Japon). La bathymétrie est une pente variable assez complexe.
La vague incidente est imposée sur la condition au limite à gauche et les autres limites sont des murs. Le
pro�l de la vague initiale à imposer en x = 0m est donné en �gure 8.6. Pour plus de détails sur ce cas, le
lecteur peut par exemple se référer à Pons et al. [175] ou encore à Popinet [180]. Du point de vue numérique,
la méthode AMR est utilisée avec une variation du nombre de cellules entre8000et 40000. L'intégration en
temps est d'ordre2 et en espace d'ordre1 avec une CFL de0:5. On compare le calcul AMR et un calcul sur
grille uniforme (de 62000cellules) avec l'expérience.

Trois niveaux d'eau sont comparés avec l'expérience. Ces comparaisons sont présentées en �gure 8.7.
Les résultats obtenus pour ce cas test sont de très bonne qualité. Ce cas est plus représentatif que le cas

1. Les données associées à ce cas test peuvent être trouvées ici :http://nctr.pmel.noaa.gov/benchmark/Laboratory/
Laboratory_MonaiValley/ ou http://isec.nacse.org/workshop/2004_cornell/bmark2.html
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précédent de l'île conique car la condition initiale n'est pas un soliton mais un �vrai� tsunami. La méthode
AMR ne détériore pas les résultats et permet ici un gain de l'ordre de 3. Le maillage lors de la propagation
et du run-up est illustré en �gure 8.8.

Figure 8.6 � Signal d'entrée du tsunami.

(a) Surface libre en sonde 1. (b) Surface libre en sonde 2.

Figure 8.7 � Comparaison entre résultats numériques et expérience. Le maillage uniforme contient des
cellules de la taille des plus petites cellules du maillage adaptatif.
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(a) Entrée de la vague dans le domaine. (b) Run-up.

Figure 8.8 � Entrée de la vague dans le domaine, run-up et illustration du maillage adaptatif. L'échelle de
couleur correspond à l'énergie cinétique.

8.1.2.5 Tsunami de Tohoku de 2011

Le tsunami qui a frappé le Japon le 11 mars 2011 fut exceptionnel. Il a coûté la vie à environ18000
personnes, engendré des pertes économiques importantes et un accident nucléaire. Il a été provoqué par un
rare séisme de magnitude 9. Plusieurs mécanismes de génération ont été proposés depuis la catastrophe mais
seul une actualisation des relevés de bathymétrie dans la zone permettrait de conclure sur ce point. Une
vingtaine de sources ont été proposées pour cet événement (cf. Tappin et al. [213]). La plupart des sources
considèrent une rupture au niveau de la faille alors qu'une source additionnelle de type glissement sous ma-
rin est proposée par Grilli et al. [84]. Cet événement est particulièrement documenté avec notamment des
relevés sismiques et des relevés de niveaux d'eau proches des zones très impactées comme Iwate, Migyagi
ou Fukushima, ainsi qu'à plus grande distance de l'épicentre. Deux sources extraites2 de Satake [192] sont
utilisées dans l'étude qui suit. La distribution de la rupture est dé�nie par 55 sous zones comme illustrée
en �gure 8.9(c). La déformation du fond est calculée par un modèle de rupture rectangulaire supposant un
demi espace élastique (méthode de Okada [168]). Cette source considère les contributions horizontales des
mouvements. Deux inversions sont étudiées ici. La première est basée sur une déformation de toute la zone
supposée instantanée et la seconde considère des déclenchements (multiples) cinématiques avec une vitesse
de rupture de l'ordre de 2km=s.

Les données bathymétriques utilisées sont une combinaison de données de grande échelle de GEBCO
(General Bathymetric Chart of the Oceans) pour la zone loin des côtes, de données plus �nes fournies par
Hayashi dans le cadre du projet TANDEM, ainsi que les données associées à Sasaki et al. [191]. Dans ces
données, la digue du port de Kamaishi détruite lors du passage du tsunami est supposée intacte.

Beaucoup de simulations de cet événement ont déjà été publiées (cf. par exemple [181],[182],[85],[112],[13]
et [135]). On notera par exemple celle de Baba et al. [13], qui montre que globalement la dispersion est peu
présente sur ce cas au niveau des côtes japonaises proches de la source. Ce papier montre également l'e�et
de la dispersion sur la zone plus au sud de Sandai très touchée. Assez loin au nord de la source, des vidéos
disponibles aisément sur internet montrent des déferlantes massives impactant la digue de protection du

2. Ces sources ont été calculées et fournies par le BRGM, remerciement à Anne Lemoine, Rodrigo Pedreros et Sylvestre Le
Roy.
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port de Kuji ou, au sud, la zone de Sandai. Ces déferlantes sont certainement, là encore, principalement la
conséquence d'e�et dispersif.

Trois simulations de ce cas ont été e�ectuées. Les deux premières visent principalement à valider le code
sur un cas de grande échelle et plus particulièrement la méthode de maillage adaptatif. Ces résultats ont été
publiés dans Pons et al. [178]. Il sont basés sur la source de Sakate instantanée. La précision de bathymétrie
et du maillage est assez grossière en zone côtière. La troisième simulation e�ectuée est beaucoup plus �ne en
zone côtière et utilise la source de Satake complète (i.e. avec inversion cinématique). Ces résultats ont été
en partie publiés dans Loevenbruck et al. [134].

La �nesse du maillage atteinte dans la baie de Kamaishi permet, par exemple, d'observer avec précision
l'interaction du tsunami avec la digue de protection du port. Pour ce dernier calcul, le niveau de ra�nement
possible est dé�ni localement, ou autrement dit, certaines zones peuvent atteindre une précision très �ne alors
que d'autres sont limitées. Il en est de même pour le niveau d'interpolation de la bathymétrie. Les di�érentes
zones pour le calcul adaptatif �n sont illustrées en �gure 8.9(d). Pour ce calcul, le niveau des cellules (i.e.
leur taille) est noté nc et le niveau d'interpolation des données bathymétriques est noténb. On notera, sur la
�gure 8.9(d), que la baie de Kamaishi pourra contenir des cellules de10m lors de l'envahissement et que le
niveau d'interpolation de la bathymétrie est aussi de10m a�n de représenter relativement bien la digue de
protection du port. A l'inverse, les deux autres calculs plus grossiers ont des paramètres de maillage dé�nis
globalement. Les paramètres numériques associés à ces trois calculs sont récapitulés dans le tableau 8.3.

Nom de simulation Uniform mesh Adaptive mesh Adaptive �ne mesh

Source statique statique cinématique
Taille de zone résolue [2500; 5000]km [2500; 5000]km [1500; 2100]km
Maillage 1500m [700; 11700]m [10; 4800]m
Précision de la bathymétrie 900 m [900; 11700]m [10; 4800]m
Temps de simulation 5 h 5 h 3 h
Temps de re-maillage pas applicable 60 s 60 s
Ordre d'intégration en temps 2 2 2
Ordre d'intégration en espace 2 2 2
CFL 0.5 0.5 0.5
Temps machine (cluster de20
c÷urs de puissance standard)

1 j 1 j 10 j

Table 8.3 � Paramètres numériques des simulations du tsunami du Japon de 2011.

Des comparaisons entre les résultats des simulations et les relevés de niveau de surface libre sont e�ectuées
au large (bouées DART) et plus proche des côtes (bouées GPS). Les emplacements de ces bouées sont
illustrés en �gure 8.9. Les distances simulées sont assez conséquentes et nécessitent sans doute de résoudre
les équations en sphérique. Cependant, comme les zones qui nous importent le plus sont situées sur la côte
japonaise, non loin de la source, une résolution cartésienne semble en première approximation su�sante. Il
reste cependant à choisir une projection des données sur un plan. En suivant Grilli et al. [85], la projection
Unit Transverse Mercator (UTM) a été choisie. Un programme Fortran a été réalisé pour appliquer les
projections sur toutes les données nécessaires aux calculs. Évidemment aucune projection n'est parfaite,
mais celle-ci est particulièrement adaptée car elle conserve les angles et donne une bonne approximation des
distances dans une même zone. On notera que la bouée DART 52402 sort largement de la zone UTM 54.
Cette bouée a été considérée pour propager le tsunami sur une grande distance en véri�ant notamment la
performance de la méthode AMR. Compte tenu de sa distance à la source, les résultats sur cette bouée sont
à considérer avec précaution ; il en est de même pour les DART[21413; 21419; 21416]mais dans une moindre
mesure.
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(a) Positions des bouées DART (b) Positions des bouées GPS

(c) Sous zones de rupture de la source
de Satake extraite de [192].

(d) Di�érentes zones du calcul sur maillage adaptatif �n.

Figure 8.9 � Bathymétrie, maillage, source et positions des relévés. Les bouées DART sont des bouées de
haute mer, tandis que les bouées GPS sont plus proches des côtes.
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Comparaison au large :

La �gure 8.10 présente une comparaison entre les résultats des deux premiers calculs et les relevés des
bouées DART au large du Japon. La courbe verte correspond à la simulation e�ectuée sur maillage uniforme,
tandis que la rouge sur maillage adaptatif. Globalement les résultats numériques sont corrects. L'arrivée du
tsunami est bien prédite sur les bouées les plus proches de l'épicentre et légèrement décalée pour la plus
lointaine (DART 52402, cf. �gure 8.10(e)). Les amplitudes sont aussi relativement bien prédites, même si on
peut noter un écart de quasiment40% sur la DART 21418.

(a) (b)

(c) (d)

(e)

Figure 8.10 � Comparaison des simulations e�ectuées avec la source statique avec les relevés. Les courbes
noires correspondent aux relevés, les vertes au maillage uniforme et les rouges au maillage adaptatif.

Comme indiqué précédemment, l'utilisation d'une résolution cartésienne sur de telles distances nécessite
de la prudence dans l'analyse. Cependant, hors e�et compensatoire entre plusieurs phénomènes non considé-

162



(a) (b)

(c)

Figure 8.11 � Comparaison de la simulation �ne e�ectuée avec la source cinématique avec les relevés. Les
courbes noires correspondent aux relevés et les bleues au calcul sur maillage adaptatif �n.

rés, il semble que la dispersion ne joue pas un rôle très important sur ces zones. Ceci est en accord avec les
résultats de Lovholt et al. [135], Kirby et al. [112] ou encore Popinet [182]. Pour de plus grandes distances,
Kirby a montré une augmentation de ces e�ets, ainsi que la dépendance en fonction de la direction de pro-
pagation étudiée. Localement, le cas adaptatif est un peu plus �n que le cas uniforme et doit (hors calcul
convergé) améliorer les résultats. Ce point est con�rmé par la �gure 8.10. Un maillage plus �n est sans doute
nécessaire pour atteindre la convergence du calcul aux bouées (dans Popinet [181] un maillage trois fois plus
�n est utilisé).

La �gure 8.11 présente les résultats du calcul sur maillage adaptatif �n, obtenus au large sur les bouées
DART. Une amélioration nette des résultats est observée sur la DART 21418 (cf. �gure 8.11(a)). Les deux
autres points de comparaisons montrent cependant une légère détérioration par rapport aux calculs précé-
dents (cf. �gures 8.10(b) et 8.10(d)). Pour de telles distances de propagation, il semble nécessaire de ra�ner
le maillage au large pour pouvoir conclure. On illustre en �gure 8.12 la propagation du tsunami avec un vue
globale sur ce maillage �n.
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(a) 2 minutes après le début de la rupture. (b) 30 minutes après le début de la rupture.

(c) 60 minutes après le début de la rupture. (d) 120 minutes après le début de la rupture.

Figure 8.12 � Niveau de surface libre pour la simulation sur maillage adaptatif �n.
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Comparaison en zone côtière :

La �gure 8.13 présente une comparaison entre les résultats des deux premiers calculs et les relevés des
bouées GPS en zone côtière japonaise. Les résultats numériques sont globalement satisfaisants. Les relevés
des bouées 801 et 803 sont bien reproduits alors que les autres résultats comportent des biais notamment sur
l'amplitude de la vague de front. Les résultats les moins bons concernent la bouée 806 pour laquelle l'ampli-
tude moyenne n'est pas bien reproduite. A ces distances réduites de la source, comme les e�ets d'ellipticité
de la Terre ne peuvent pas in�uencer fortement les résultats, seule la dispersion ou la �abilité de la source
sont discutables. Le calcul adaptatif �n présenté ensuite permet de trancher sur ce point. Comme pour
les bouées au large, le calcul sur maillage adaptatif donne logiquement des résultats légèrement améliorés
comparés au cas uniforme �xe.

La �gure 8.14 présente les résultats en zone côtière (bouées GPS) du calcul adaptatif �n. L'amélioration
de la qualité des résultats est conséquente par rapport aux précédentes simulations. Tous les signaux aux
bouées sont très bien reproduits, même si on peut encore noter un décalage d'amplitude moyenne sur la bouée
806 (cf. �gure 8.14(a)). Globalement, l'utilisation de la source la plus élaborée ainsi qu'un maillage plus �n
et d'une grille de bathymétrie ra�née permet d'améliorer les résultats et d'obtenir un très bonne prévision
du tsunami, notamment en zone côtière. Ces résultats permettent l'analyse de l'entrée du tsunami sur la
côte avec une bonne �abilité. On présente dans la suite l'étude de la baie de Kamaishi ravagée par le tsunami.

165



(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 8.13 � Comparaison des simulations e�ectuées avec la source statique avec les relevés. Les courbes
noires correspondent aux relevés, les vertes au maillage uniforme et les rouges au maillage adaptatif.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 8.14 � Comparaison de la simulation �ne e�ectuée avec la source cinématique avec les relevés. Les
courbes noires correspondent aux relevés et les bleues au calcul sur maillage adaptatif �n.
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Baie de Kamaishi :

Lors du passage du tsunami, une partie de la digue de protection du port a cédée, comme illustrée sur
les �gures 8.15 et 8.18(b). Le mécanisme de rupture est principalement attribué à un écart de hauteur d'eau
entre l'amont et l'aval de la digue ; pour plus de détails le lecteur est renvoyé au travail de Arikawa et al. [9].
Pour mieux évaluer l'e�et de la digue, une simulation identique sans la digue a été e�ectuée. On présente en
�gures 8.16 et 8.17 une comparaison de l'entrée de la vague dans la baie de Kamaishi avec et sans digue de
protection. L'e�et de la digue est clairement notable et réduit de manière non négligeable le run-up. Comme
dans la réalité cette digue a cédé au bout d'un certain temps, la reproduction approximative de l'événement
doit se situer entre ces deux simulations. Les �gures 8.16 et 8.17 montrent l'envahissement de la baie de

Figure 8.15 � Vue aérienne de la baie de Kamaishi et de sa grande digue de protection.

Kamaishi.
La �gure 8.18(a) illustre le signal de surface libre du tsunami quelques centaines de mètres en amont de

la digue de protection au nord de la baie. L'amplitude de la première onde excède les9m avec une période
encore très grande. Ce signal va nous servir de base pour une étude plus �ne de l'interaction du tsunami
avec la digue.

Arikawa et al. [9] ont étudié les causes de la rupture de la digue sur la base d'une expérience à échelle
réduite. Leur travail a mis en évidence que les e�ets prépondérants du passage d'une onde longue, sur une
structure similaire, sont liés à l'écart de hauteur d'eau entre l'amont et l'aval de la digue. On propose de
véri�er cette assertion grâce aux résultats obtenus avec le modèle de SV. On rappelle que, dans cette zone,
les e�ets dispersifs sont su�samment faibles pour considérer les résultats du modèle de SV de qualité (voir
par exemple Baba et al. [13] pour une comparaison d'un modèle dispersif avec un modèle non dispersif sur
cet événement). La �gure 8.19 présente les caractéristiques de cette digue.

Les résultats, présentés et validés précédemment, sont repris sur une tranche de la digue a�n d'évaluer
la force maximale subie par les blocs supérieurs composant la digue. Ceci est nécessaire car il est di�cile
d'exploiter directement les résultats précédents pour être précis au niveau de la structure, compte tenu
du maillage qui, au plus �n, à des cellules de10m de coté. La con�guration numérique du sous calcul est
présentée en �gure 8.20 avec le niveau de surface libre sur la digue à di�érents instants lors du passage
du tsunami. Du côté droit du domaine on impose la hauteur d'eau obtenue avec le calcul global, dont le
signal est donné en �gure 8.18(a). Le maillage considéré est uniforme avec4 x = 40cm. Comme les données
bathymétriques dont nous disposions étaient insu�santes pour représenter �nement la digue, des points ont
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(a) 20 minutes après le début de la rupture -
cas avec digue.

(b) 20 minutes après le début de la rupture -
cas sans digue.

(c) 25 minutes après le début de la rupture -
cas avec digue.

(d) 25 minutes après le début de la rupture -
cas sans digue.

Figure 8.16 � Arrivée du tsunami sur la baie de Kamaishi avec et sans digue de protection.

été ajoutés en suivant grossièrement le schéma 8.19(a). La forme obtenue avec l'ajout de point est donnée en
�gure 8.19(b). Précisons que l'objectif est simplement de retrouver les bons ordres de grandeur, ce qui rend
ces approximations cohérentes.

Le passage du tsunami sur la digue est illustré en �gure 8.20. L'écart maximal de hauteur d'eau entre
l'amont et l'aval de la digue obtenu, avec cette sous-simulation, est de l'ordre de10m. Pour calculer les ordres
de grandeur des forces principales on raisonne en linéique (direction transverse de la digue non considérée).
On approxime la surface dans le plan de coupe à20 � 28m2 (cf. schéma 8.19(a)). En supposant que celle
ci est constituée de béton classique ou assimilé, on prend� digue � 2200kg=m3. Le poids linéique est donc
P ldigue � � digue � g � 20 � 28 � 1:2 � 107N=m. En considérant que la digue est totalement submergée
lors de la poussée maximale, la poussée d'Archimède donneF lArchi � � eau � g � 20 � 28 � 5:6 � 106N=m.

Ensuite la force linéique due à l'écart de hauteur d'eau estF l4 h =
Z zmax digue

zmin digue

� eau � g � (� amont � z)dz �
Z zmax digue

zmin digue

� eau � g � (� aval � z)dz � 2:8� 106N=m. Pour �nir il est intéressant d'évaluer la force linéique due

aux mouvements dynamiques, grâce à la formule de Morison :F lMor = � eau � u2 � Cd �4 Zdigue � 5� 105N=m
avecumax � 3m=s d'après nos résultats. On voit que cette force est clairement négligeable devant les autres,
ce qui est en accord avec Arikawa et al. [9].
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(a) 30 minutes après le début de la rupture -
cas avec digue.

(b) 30 minutes après le début de la rupture -
cas sans digue.

(c) 35 minutes après le début de la rupture -
cas avec digue.

(d) 35 minutes après le début de la rupture -
cas sans digue.

Figure 8.17 � Envahissement de la baie de Kamaishi avec et sans digue de protection.

Pour estimer la tenue on peut évaluer le �coe�cient de sûreté� (voir par exemple Medina [153]) :

SF =
� (P � Fup )

Flat
(8.1.1)

Avec P le poids de la structure, Fup l'éventuelle force verticale qu'elle subit, Flat la force de côté et� le
coe�cient de friction. Dans le cas présent, � = 0 :6 semble un choix cohérent. On obtient SF � 1 ce qui
signi�e que la structure peut céder. Nous venons, avec quelques approximations, d'estimer grâce à un calcul
numérique qu'il est cohérent que la digue de Kamaishi ait cédée principalement à cause de l'écart de hauteur
d'eau induit par le passage de la vague (et la poussée d'Archimède clairement non négligeable aussi). Ceci
est en accord avec l'analyse expérimentale d'Arikawa et al. [9].
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(a) (b)

Figure 8.18 � Niveau de surface libre quelques centaines de mètres en amont de la digue de Kamaishi et de
l'état de la digue après le passage du tsunami.

(a) Schéma des dimensions de la digue extrait de Arikawa et
al. [9].

(b) Bathymétrie reconstruite pour le sous calcul. Des points
sur la résolution ont été ajoutés pour mieux représenter la
digue.

Figure 8.19 � Caractéristiques de la digue de Kamaishi.
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(a) Surface au repos. (b) Début de l'arrivée de la vague.

(c) Moment où la hauteur de la vague est quasiment à son
maximum devant la digue. La digue est submergée.

(d) La vague est passée.

Figure 8.20 � Sous-simulation e�ectuée pour déterminer l'ordre de grandeur de l'écart de hauteur d'eau
entre l'amont et l'aval de la digue. Di�érents instants lors du passage du tsunami sont donnés. L'échelle a
été distordue selon la verticale pour mieux voir les mouvements d'eau.
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8.1.3 Bilan

Les cas tests e�ectués ont permis de valider l'implémentation du modèle de Saint-Venant sur bathymétrie
variable avec méthode AMR dans le code Eolens. Les validations sur les cas académiques ont montré la
robustesse des schémas employés, que ce soit pour traiter le �vide� ou des mouvements raides. La méthode
d'adaptation de maillage permet de réduire signi�cativement les temps de calculs. Lorsque la dispersion est
négligeable, ce modèle donne de très bons résultats. Il permet d'obtenir des prévisions de qualité lorsqu'un
tsunami est généré relativement proche de la côte. Dans le cas contraire, le défaut principal est que la vague
va raidir anormalement et dissiper de l'énergie car aucune dispersion ne peut contrecarrer la non linéarité du
modèle. Pour des contraintes de type poussée quasi hydrostatique sur des structures, ce modèle est capable
de fournir des ordres de grandeurs cohérents.

8.2 Applications numériques avec le modèle de Serre-Green-Naghdi
�standard� et dissipatif

8.2.1 Méthodes numériques

Pour ce modèle, on utilise le schéma de Runge-Kutta d'ordre 2 en temps avec un �splitting� d'ordre 1 pour
traiter les termes sources (relaxation des variables auxiliaires et éventuellement dissipation). La résolution
en espace est d'ordre 2 et se base sur l'approche de Barth et Jespersen avec le limiteur minmod. Le solveur
approché HLL est utilisé. Le schéma est corrigé pour préserver l'équilibre de lac au repos en �étendant� la
méthode d'Audusse [12] proposée pour le système de Saint-Venant. Il su�t pour cela de remarquer qu'au
repos, on a� = h ce qui implique que l'équation de quantité de mouvement du système de SGN approché
est identique à celle de SV. Il faut donc simplement modi�er � de la même manière queh pour préserver
l'équilibre u = 0m=s. Les cas d'équilibres plus complexes (i.e. avec u 6= 0 ) semblent être beaucoup plus
délicats. Cependant, même pour le modèle de Saint-Venant ces cas ne sont pas traités dans la littérature à
notre connaissance. Pour la partie dissipative, à chaque pas de temps en amont de la résolution du système
complet, on évalue la fonction� (critère de transition vers le modèle de SV). Ensuite on applique la méthode
voulue : par exemple une transition raide (le lecteur est renvoyé au chapitre 3 pour plus de détails sur les
méthodes appliquées ici).

Dans tous les cas tests qui suivent, les variables auxiliaires du système de SGN approché sont initialisées
telle que � = h et w = 0 . Il serait intéressant d'étudier si ce choix est parfaitement bien posé. LaCFL
utilisée est CFL = 0 :4.

On présente tout d'abord deux cas tests académiques pour valider l'implémentation du modèle non
dissipatif (correspondant à celui de Favrie et Gavriluyk [68]). On compare ensuite le modèle non dissipatif
avec celui dissipatif, dit modèle hybride SGN-SV ou SGNd, pour un cas test impliquant un déferlement.

8.2.2 Cas tests pour le modèle de Serre-Green-Naghdi �standard� et dissipatif

8.2.2.1 Propagation de soliton

Le modèle de SGN admet des ondes solitaires. Ces solutions conservent leur forme au cours du temps sur
fond plat. Les solitons solutions des équations de Boussinesq ou des équations de SGN sont bien connues.
Comme on utilise un système de SGN approché, il faudrait en toute rigueur re-dériver la solution qui est
propre à ce système. Pour simpli�er, on se contente d'utiliser la solution du système de SGN exacte compte
tenu des résultats satisfaisants obtenus par Favrie et Gavriluyk [68] avec cette approche dans un cas similaire.
Cette solution est :

h(� ) = h1 + ( h2 � h1)sech2

 
�
2

s
3(h2 � h1)

h2h2
1

!

(8.2.1)

u(� ) = D(1 �
h1

h(�
) avecD 2 = gh2 et � = x � Dt (8.2.2)
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Ce cas est simulé sur un domaine 1D périodique de 4m avec le modèle non dissipatif. Notons cependant
que le modèle dissipatif donne exactement les mêmes résultats ici, car le critère de déferlement ne se déclenche
pas. Le soliton est initialisé au centre du domaine. On choisith2 = 0:14 m et h1 = 0:1 m. Le temps �nal de la
simulation est t f in = 6 :8264s ce qui correspond à une distance parcourue de8 m. On étudie la convergence
en maillage pour di�érentes valeurs du coe�cient de relaxation � . La solution exacte est évidemment donnée
par la solution initiale. Les �gures 8.21(a), 8.21(b) et 8.21(c) présentent respectivement la solution obtenue
avec des maillages de plus en plus �ns pour� = f 10; 100; 200g. Conformément à Favrie et Gavrilyuk [68],
plus � est faible plus la convergence est facile mais moins la solution convergée tend vers la solution exacte.
Cette �facilité� de convergence est due au fait que la di�usion numérique est liée aux vitesses caractéristiques,
qui ici dépendent de � . Pour ce cas test,� = 100 est un bon compromis. Pour une discussion concernant
l'éventuel déphasage que ce système peut engendrer face au système exact, le lecteur peut se référer à Favrie
et Gavrilyuk [68]. Notons qu'on peut observer de petites oscillations au niveau de la surface libre au repos.
Ceci est attribuable à la condition initiale qui n'est pas parfaite pour le système résolu. De plus, le fait de
considérer un domaine périodique implique que toutes les petites perturbations restent dans le domaine.
Cela étant dit, les résultats sont globalement satisfaisants.

(a) � = 10 . (b) � = 100 .

(c) � = 200 .

Figure 8.21 � Propagation d'un solition sur un domaine périodique.

8.2.2.2 Rupture de barrage sur fond humide

Ce cas test a été investigué par exemple dans Hank et al. [123]. Il induit un train d'ondes dispersives non
linéaires. Dans la réalité, il est fort probable que des déferlements aient lieu pour certaines vagues générées,
mais ce cas test est intéressant pour véri�er le bon comportement de la méthode de résolution. En particulier,
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un des points délicats est de retrouver au centre de la rupture de barrage un état constant. Le modèle sans
dissipation est utilisé. Un tube 1D de 600m de long est considéré avec deux états di�érents à droite et à
gauche du centre du tube. Ces conditions initiales sont récapitulées dans le tableau 8.4. Le temps �nal a�-
ché estt f in = 48 s. Les maillages utilisés contiennentN = f 1000; 2000; 3000g cellules uniformément réparties.

Les �gures 8.22(a) et 8.22(b) présentent respectivement le pro�l de hauteur d'eau et de vitesse obtenus
avec le modèle de SGN approché pour di�érents maillages. La solution exacte associée au modèle de Saint-
Venant est aussi tracée pour une comparaison des niveaux et des phases des �deux� mouvements principaux.
Les résultats obtenus sont relativement similaires à Hank et al. [123] et satisfaisants. On retrouve bien au
centre un pro�l constant. Notons cependant que la hauteur de première onde (celle la plus à droite) est
supérieure à celle prédite par la théorie de modulation de Withiam. Des investigations pour clari�er ce point
seraient intéressantes.

Ce cas est intéressant pour comprendre pourquoi certains tsunamis induisent des déferlantes à la côte,
même si la déformée initiale de surface libre a une grande longueur d'onde. Ici dans un cas extrême où
l'amplitude de la déformée est quasiment égale à la profondeur au repos, on voit que des trains dispersifs
sont générés. Dans une moindre mesure, une déformée de tsunami peut donc aussi engendrer ce type de
train d'onde. On parle parfois de désintégration d'onde. Le lecteur intéressé par ce sujet peut par exemple
se référer à Tissier et al. [218].

hL [m] uL [m=s] hR [m] uR [m=s]
1:8 0 1 0

Table 8.4 � Conditions initiales du cas test rupture de barrage sur fond humique.

(a) Hauteur d'eau. (b) Vitesse.

Figure 8.22 � Rupture de barrage sur fond humide.

8.2.2.3 Propagation de soliton sur fond variable et déferlement

Ce cas test est basé sur un des essais de l'expérience en grand bassin présenté dans Hsiao et al. [97]. Pour ce
cas test, on compare le modèle non dissipatif au modèle dissipatif. On rappelle que pour le modèle dissipatif,
la transition du modèle de SGN vers celui de SV est amorcée dès lors que le Froude moyen (F r = u=

p
gh)

excède 0.45. Pour plus de détails le lecteur peut se référer au chapitre 3. L'expérience consiste en une onde
solitaire qui se propage initialement sur fond plat puis qui rencontre une pente et déferle. On considère un
domaine de calcul
 = [0 ; 200]m en 1D. Pour éviter d'avoir à se préoccuper de la transition sec-mouillé,
on représente la bathymétrie par :b(x) = 0 m pour x 2 [0; 50]m, b(x) = ( x � 50)=60m pour x 2 [50; 175]m
et b(x) = 0 pour x 2 [175; 200]m. Les conditions aux limites sont supposées être des murs. La condition
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initiale est une onde solitaire d'amplitude a0 = 0 :3344m, centrée enx = 24m (essai43 de Hsiao et al. [97]).
La hauteur d'eau au repos sur la zone plate esth0 = 2 :2m. Comme pour le cas test de l'onde solitaire sur
domaine périodique, on utilise le soliton du système exact de SGN. La con�guration est présentée en �gure
8.23. On dispose de relevés de surface libre, notésf S1; S2; S3; S4g sur la �gure 8.23, pour comparer les
résultats numériques à l'expérience. Leurs positions sont respectivementx = f 78; 106; 140; 164gm. Pour ce
cas test on utilise � = 200. Les maillages considérés sont uniformes avec4 x = f 0:125; 0:0625; 0:03125gm.
Les variables sont adimensionnées par :~t = t

p
g=h0 et ~� = �=h 0.

Figure 8.23 � Con�guration du cas test �Propagation de soliton sur fond variable et déferlement�. Les
notations f S1; S2; S3; S4g correspondent au placement des relevés de surface libre utilisés.

Modèle non dissipatif :
On considère pour commencer le modèle de SGN classique (i.e. sans dissipation). Le gon�ement de la

vague est illustré en �gure 8.24(a), 8.24(b), 8.24(c) et 8.24(d). La discrétisation est4 x = f 0:125gm. Comme
rien ne compense la croissance des non linéarités dans ce modèle, le gon�ement n'est pas limité alors que
la vague aurait dû déferler et donc transformer de l'énergie mécanique. Les résultats obtenus sont donc loin
des expériences comme illustré en �gures 8.25(a), 8.25(b), 8.25(c) et 8.25(d). Avant le point de déferlement,
les résultats sont convergents en maillage et de qualité. Après cette zone, les non linéarités explosent ce qui
rend les résultats de plus en plus incohérents.
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(a) t = 14 :33s (b) t = 23 :33s

(c) t = 14 :33s (d) t = 23 :33s

Figure 8.24 � Gon�ement avec le modèle de SGN �classique� (i.e. sans dissipation).
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(a) S1. (b) S2.

(c) S3. (d) S4.

Figure 8.25 � Comparaison entre les résultats du modèle de SGN sans dissipation avec les mesures expéri-
mentales.
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Modèle potentiellement dissipatif :
Pour corriger cette modélisation incomplète, on considère maintenant le modèle de SGN dissipatif présenté

au chapitre 3. On rappelle que l'idée est de faire basculer le modèle de SGN classique vers le modèle de SV
lorsque la vague doit déferler, pour représenter la déferlante par un choc dissipatif. L'introduction des termes
qui permettent une bascule, d'un modèle pur à un autre modèle pur, a été faite de sorte qu'il ne soit pas
interdit d'utiliser un mixte entre les deux modèles. Même si une étude approfondie serait intéressante, ces
solutions mixtes correspondenta priori simplement à un modèle non linéaire à pression non hydrostatique
réduite.

La manière dont on transite d'un modèle pur à un autre est investiguée dans la suite. On considère trois
transitions possibles : une transition locale et instantanée (méthode utilisée dans la littérature, noté1 ici),
une transition raide mais avec un stencil très large de sorte d'éviter que les interfaces SGN-SV soient dans les
zones où les modèles sont �incompatibles� (i.e. par exemple s'il y a un grand écart de pression) (méthode2)
et une transition locale mais continue en temps et en espace (méthode3). Le lecteur est renvoyé au chapitre
3 pour les détails techniques de ces méthodes.

Les �gures 8.26(a), 8.26(b), 8.26(c) et 8.26(d) illustrent la méthode1, les �gures 8.24(a), 8.24(b), 8.24(c)
et 8.24(d) la méthode2, et les �gures 8.28(a), 8.28(b), 8.28(c) et 8.28(d) la méthode3. La variable a�chée
est la fonction � , avec pour rappel, � = 0 () SGN et � = 1 () SV. Le maillage correspondant à ces
�gures est le maillage le plus �n utilisé pour ce cas test :4 x = 0 :03125m. Les �gures présentées ne sont pas
toutes prises aux mêmes instants, dans le but de montrer les défauts de ces approches.

On voit que, lorsque la transition est raide (méthode1) en une zone localisée, on observe des �uctua-
tions au niveau de l'interface de �couplage� de gauche. Ceci n'est pas le cas pour la méthode à large stencil
(méthode 2) ni pour la méthode à transition progressive. Par contre, aucune de ces approches n'échappent
à la génération d'ondulations au centre de la zone traitée par le modèle de SV, juste après la bascule. Ces
ondulations se propagent vers l'arrière de la vague. Notons cependant que la méthode à transition progressive
tend à réduire ce problème. Il semble que la littérature ne parle que des di�cultés à l'interface SV-SGN,
mais selon nos résultats il y a une autre di�culté. Ces ondulations générées au centre ne sont pas numériques
mais viennent simplement du fait qu'une condition initiale donnée par le modèle de SGN, puis traitée par le
modèle de SV, n'a pas de raison de parfaitement continuer sur sa lancée. On touche du doigt le concept de
condition �initiale� mal préparée. En soit, ceci n'est pas catastrophique, tant que ces ondulations n'explosent
pas et ne faussent pas le résultat obtenu.

En conclusion, les méthodes de transition raide (1 et 2) donnent des résultats assez proches mais il est
clair que, plus les interfaces SGN-SV sont dans une zone où les modèles sont compatibles, moins ces inter-
faces induisent des perturbations. Ensuite, la méthode à transition progressive semble prometteuse car elle
est moins sensible à la transition d'un modèle pur vers un autre. Cependant, même avec des maillages très
�ns comme celui utilisé pour ces illustrations, il semble que les perturbations n'explosent pas. Il est délicat
de conclure fermement par rapport à la littérature car il faudrait utiliser exactement la même méthode de
basculement sur un même cas test et des schémas les plus proches possibles. Néanmoins, il semble que le
fait d'utiliser une méthode numérique unique, basée sur un solveur de type Godunov soit favorable compa-
rée aux méthodes généralement utilisées combinant plusieurs approches (souvent Volumes �nis - Di�érences
�nis). Des comparaisons �nes avec les travaux de Kazolea et Ricchiuto [108], qui ont mis en évidence des
problèmes de non convergence avec une méthode assez standard, seraient intéressantes. Cela étant dit, nous
avons aussi vu qu'il existe un autre problème que l'action de l'interface SGN-SV. Après la bascule, des ondes
sont générées au centre de la zone SV. Il nous semble qu'elles découlent du fait qu'une solution du modèle
de SGN est généralement mal préparée pour le modèle de SV. Ceci empêche l'onde initiale de continuer
parfaitement sur sa lancée. Sur ce point, la méthode à transition continue améliore les choses. Reste que,
même avec les maillages �ns utilisés, les autres approches nous semblent également acceptables. Pour �nir,
en tenant compte de la notion de complexité, du nombre de paramètres, de la stabilité et du coût, il nous
semble que la méthode2 (i.e. transition raide à large stencil) soit un bon choix dans notre cas. Pour les
méthodes numériques plus standards de la littérature, sou�rant semble-t-il de plus d'instabilités, la méthode
3 à transition progressive pourrait être une solution. Dans la suite on utilise la méthode2.
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Hors quelques petites oscillations observées sur le maillage le plus �ns, les résultats quantitatifs présentés
dans la suite sont quasiment identiques. On se restreint donc à l'illustration de la méthode de transition
SGN-SV retenue, c'est à dire la méthode2. Les �gures 8.29(a), 8.25(b), 8.25(c) et 8.25(d) comparent les
résultats numériques avec di�érents maillages avec les mesures expérimentales. Les résultats convergent en
maillage et sont de qualité. Contrairement au modèle non dissipatif, la perte d'énergie mécanique est ici bien
prédite. On rappelle que la méthode �nalement sélectionnée ne contient aucun paramètre hors un critère de
déferlement très simple et une largeur de stencil de la zone �déferlante�. Les petites oscillations à la �n des
pro�ls des �gures 8.29(a) et 8.29(b) sont dues à la bascule entre les deux modèles purs.

(a) t = 25 :66s (b) t = 27 :66s

(c) t = 29 :99s (d) t = 34 :33s

Figure 8.26 � Gon�ement avec le modèle de SGN dissipatif à transition raide (méthode1).
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(a) t = 25 :66s (b) t = 26 :99s

(c) t = 29 :33s (d) t = 34 :33s

Figure 8.27 � Gon�ement avec le modèle de SGN à transistion raide mais large (méthode2).
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(a) t = 25 :66s (b) t = 23 :33s

(c) t = 29 :33s (d) t = 34 :33s

Figure 8.28 � Gon�ement avec le modèle de SGN dissipatif à transition progressive en temps et en espace
(méthode 3).
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(a) S1. (b) S2.

(c) S3. (d) S4.

Figure 8.29 � Comparaison entre les résultats du modèle de SGN dissipatif avec les mesures expérimentales.
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8.2.3 Bilan

Le �modèle� de SGN approché permet de prévoir plus de phénomènes que le modèle de SV en dehors des
zones de surf. Comme le système d'équations est hyperbolique, contrairement au modèle exact, sa résolution
peut être e�ectuée par des méthodes robustes et e�caces. Lorsque des e�ets dispersifs importants sont
attendus, ce modèle est à privilégier face à celui de Saint-Venant. Des cas tests académiques ont permis de
valider la méthode numérique employée. Cependant, lorsque pour une raison ou une autre une vague gon�e,
ce modèle ne donne pas de limite à la croissance des non linéarités car il ne contient aucun terme dissipatif.
Il est donc par construction inapte à prévoir un phénomène tel que le déferlement.

Pour étendre le domaine d'application du modèle, des termes permettant une transition vers le modèle
de SV en zone de surf ont été ajoutés. Trois méthodes de transition ont été évaluées. La première, utilisée
dans la littérature, consiste à changer de modèle dans une zone donnée, d'une taille un peu plus grande que
la longueur du rouleau. Spatialement la transition est raide. Cette méthode, comme le souligne Kazolea et
Ricchiuto [108] implique des oscillations importantes, voire une explosion sur les limites des zones SGN-SV
avec une résolution �standard� du modèle hybride exact. Un tel comportement est retrouvé, mais il semble
que la méthode employée dans cette thèse soit tout de même beaucoup moins sensible à ce problème. Cela
vient sans doute du fait qu'un schéma unique peut être employé pour résoudre le modèle dissipatif approché.
Nous avons également mis en évidence un autre problème qui n'est pas dû aux interfaces de transition, mais
qui vient a priori du caractère mal préparé des solutions qui sont générées par le modèle de SGN, puis
traitées par le modèle de SV. En e�et, juste après la bascule d'un modèle à un autre, des ondulations sont
générées au centre de la zone traitée par le modèle de SV. Il nous semble que ceci n'est pas anormal car rien
n'oblige le modèle de SV à faire parfaitement continuer une onde initialement solution des équations de SGN
sur sa lancée, d'où ces perturbations �parasites�.

Pour essayer de traiter ces deux di�cultés d'autres méthodes de transitions, proposées au chapitre 3,
ont été testées. La seconde méthode évaluée est de procéder de la même manière que précédemment mais
d'agrandir la zone de �rouleau� de sorte qu'aux limites de transition, le modèle de SGN et de SV soient
compatibles. Cette approche est légèrement plus robuste et semble à privilégier dans les cas délicats. Cepen-
dant, comme pour respecter cette contrainte de compatibilité il faut souvent élargir la zone d'utilisation du
modèle de SV à l'ensemble de la vague, certains e�ets dispersifs qui existent en aval de la déferlante peuvent
être perdus. Pour réduire cette perte d'information tout en préservant la robustesse, une dernière méthode
a été évaluée. L'idée est de conserver une taille de rouleau réduite (i.e. zone résolue par le modèle de SV),
mais d'avoir une transition spatiale et temporelle graduée entre chaque limite du modèle dissipatif (SGN et
SV). Rappelons que cela est possible cara priori rien n'oblige à avoir dans le domaine, soit le modèle de
SV, soit celui de SGN. Les solutions du modèle intermédiaire ont une énergie comprise entre celle du modèle
de SGN et celle du modèle de SV. Notons cependant que ce point est assez délicat. Cette méthode a permis
de réduire les oscillations engendrées par la méthode raide localisée employée dans la littérature, tout en
conservant une certaine localité de transition permettant de continuer à prévoir les e�ets dispersifs en zone
proche du rouleau. Néanmoins, cette dernière approche comporte un certain nombre de paramètres ad-hoc
qui la rend critiquable. Comme nous n'avons pas rencontré d'instabilités (ou d'ondes parasites) critiques avec
les méthodes simples à transitions raides, nous pensons qu'avec la méthode numérique employée dans cette
thèse, ces dernières peuvent être privilégiées. Notre choix se porte donc sur la méthode à transition raide à
large stencil, qui est la moins sensible des deux. A l'inverse, pour les méthodes classiques de la littérature (i.e.
résolution du système hybride SGN-SV exact par des combinaisons de méthodes numériques), l'utilisation
de la méthode de transition �continue� pourrait a priori permettre de limiter ou même supprimer, avec une
bonne paramétrisation, les di�cultés rencontrées.

De manière générale, comme de bons résultats convergés en maillage ont pu être obtenus avec le modèle
hyperbolique SGN dissipatif, cette approche semble être une voie intéressante pour simuler e�cacement un
tsunami du large à la côte.

Un point important, qui n'a pas été traité dans cette thèse avec le modèle de SGN, est le traitement du
vide. Il est connu que la transition sec-mouillé est délicate avec les modèles dispersifs. On a généralement
recours à des méthodes ad-hoc introduisant un �cut-o�� sur la vitesse dès que la hauteur d'eau devient
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petite. A la di�érence du modèle de SV, où ce cas peut être traité rigoureusement avec une résolution
exacte du problème de Riemann associé, ces approches sont délicates à calibrer. Une autre solution souvent
employée est donc de basculer sur le modèle de SV dans ces zones. De la même manière que pour traiter
le déferlement, des instabilités sont à prévoir pour des transitions raides. Il serait intéressant d'investiguer,
là aussi, di�érentes méthodes de transition. Une autre approche plus rigoureuse qui semble possible avec
le système de SGN approché étudié dans cette thèse, serait de formuler de la même manière que pour le
modèle de SV, la résolution exacte du problème de Riemann car ce système est hyperbolique. Cependant, le
problème est beaucoup plus compliqué car ce modèle comporte des termes sources dont il faut tenir compte.
Il serait intéressant d'investiguer la méthode proposée par Vázquez-Cendón et Toro [226] pour résoudre un
problème de Riemann pour des équations avec termes sources. Notons que cela n'est intéressant que si le
problème est bien numérique. Il est aussi possible que, comme pour le déferlement, le modèle de SGN soit
tout simplement inapte à traiter une transition sec-mouillé.
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Chapitre 9

Applications numériques des modèles
bi-phases
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Le but de ce chapitre est de valider et d'utiliser les modèles diphasiques isentropiques (et barotropiques
dans la majorité des cas traités) sélectionnés dans le chapitre 9. Des validations sur des cas tests académiques
sont e�ectuées puis des applications sur des cas réels sont présentées, avec notamment de études d'impacts
de �uides purs et milieux aérés sur des structures.

9.1 Introduction

Comme on l'a vu au chapitre 4, deux formulations sont possibles pour modéliser les écoulements qui
nous intéressent (les écoulements à phases séparées et les �mélanges�) : le modèle isentropique à l'équilibre
mécanique et la version �à relaxation� de pression. Le modèle à relaxation tend vers le modèle à l'équilibre
pour une relaxation instantanée. Mais alors pourquoi résoudre le modèle à relaxation ? En fait, on verra que
sur des cas tests compliqués la résolution du modèle à l'équilibre pose problème. En l'occurrence avec le
solveur utilisé, nous n'avons pas réussi à préserver la positivité de la fraction volumique. Ceci nous a conduit
à exclure ce système et à considérer au �nal le modèle à relaxation raide. Pour plus de détails sur ces modèles
le lecteur est renvoyé au chapitre 4. On les rappelle cependant ci dessous :

Modèle isentropique à l'équilibre (noté ME) : (9.1.1)

@�1� 1

@t
+

@�1� 1u
@x

= 0 (9.1.2)
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+

@�2� 2u
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= 0 (9.1.3)
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+
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= 0 (9.1.4)

P = P(� g) = P(� l ) (9.1.5)

Modèle isentropique à relaxation (noté MR) :
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Avec � k la fraction volumique, � k la masse volumique,u la vitesse etPk la pression de la phasek. Pour le
modèle �hors� équilibre de pression, la relaxation instantanée vers l'équilibre donne évidemmentP = P1 =
P2. Il existe une unique fraction volumique satisfaisant cette égalité de pressions. Dans la plupart des cas
tests e�ectués on se place dans le cas barotrope avec comme lois d'états :

Pl � P ref = c2
l (� l � � ref

l ) Pg � P ref = c2
g(� g � � ref

g )

On se placera parfois aussi dans le cas isentropique en utilisant des lois plus élaborées comme une loi des gaz
parfaits isentropiques pour l'air :

Pg(� g) = P0
� � g

� ref
g

� 
 g (9.1.6)


 g, � ref
g et P0 correspondent respectivement au ratio de chaleur spéci�que, à la masse volumique de référence

et à la pression de référence. Pour l'eau liquide la loi isentropique approchée de Tait sera aussi utilisée (voir
par exemple Bernard et al. [25]) :

Pl (� l ) = ( P0 + P0K )
�
(

� l

� ref
l

) 
 l � 1
�

(9.1.7)
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K =
� ref

l (cref
l )2


 l P0
correspond au module de compressibilité du liquide aveccref

l la vitesse du son de référence

du liquide.

Pour des conditions normales de température et de pression (i.e. T � 300K , P � 105Pa), les para-
mètres des lois d'état choisis pour l'air et l'eau peuvent être pris à :� ref

l = 1000kg=m3, � ref
g = 1 :2kg=m3,

P0 = 105Pa, cref
g = 340m=s, cref

l = 1500m=s, 
 g = 1 :4 et 
 l = 7 . Sauf indication contraire, ces paramètres
sont utilisés dans les cas tests ci-dessous.

On rappelle que considérer un modèle multiphases est intéressant pour essayer d'avancer dans la compré-
hension et la prévision d'impacts violents, plus ou moins aérés, que l'on rencontre par exemple avec certains
tsunamis mais plus généralement avec les vagues. Les modèles considérés sont su�samment généraux pour
traiter les écoulements à phases séparées et des zones de mélanges. Ceci permet d'envisager l'analyse de
quasiment tous les types d'impact (cf. le chapitre 1 pour le détail de ces interactions). Nous verrons que
même pour des cas induisant des ondes de choc ou de détente intenses, dans la majorité des cas, il est di�cile
de faire la di�érence entre les résultats obtenus entre le cas barotrope et isentropique. Comme dans le cas
isentropique l'équation à résoudre pour trouver la fraction volumique d'équilibre est complexe, il est utile de
privilégier le cas barotrope pour lequel une solution analytique peut être trouvée.

En dehors de la validation de l'implémentation de ces modèles, la plus value principale de ce chapitre
est l'investigation d'impacts pour un mélange air-eau a priori représentatif de la physique principale de
l'impact d'un rouleau sur une structure. Certains cas tests présentés pourront paraître hors sujet, comme le
cas de l'explosion sous marine, mais permettent de valider le modèle dans des conditions très raides. Cela
permet de montrer que le modèle diphasique considéré et la méthode de résolution employée sont capables
de représenter les phénomènes de cavitation, dès lors que seuls les e�ets mécaniques sont prépondérants. On
rappelle que, comme montré par Ma et al. [143], lors d'impacts particuliers il est possible de rencontrer ce
phénomène ce qui nous a encouragé à e�ectuer de tels cas tests.

La section qui suit présente la méthode numérique employée pour résoudre ces modèles. Également, avant
de présenter les cas tests, une discussion sur la notion d'incompressibilité d'un écoulement est donnée.

9.2 Méthodes numériques

La méthode de résolution employée est basée sur le schéma explicite du second ordre en temps de Runge-
Kutta, le solveur HLLC et une montée en ordre spatiale basée sur le formalisme non structuré de Barth et
Jespersen avec le limiteur Minmod ou Superbee. L'avantage de ce dernier est d'être légèrement compressif,
ce qui réduit la di�usion de l'interface entre les di�érents �uides. Le lecteur est renvoyé au chapitre 5 où
ces méthodes sont présentées. Le préconditionnement Tous Mach à oscillations limitées proposé au chapitre
6 est utilisé sauf indication contraire. La seule di�érence de résolution entre les deux modèles réside dans
l'expression de la vitesse acoustique à considérer dans le solveur de Riemann. Pour le modèle à relaxation

la célérité estcf rozen =
r

� 1� 1

�
c1

2 +
� 2� 2

�
c2

2 alors que pour le modèle à l'équilibre
1

�c 2 =
� 1

� 1c2
1

+
� 2

� 2c2
2

. On

rappelle que, pour le système à relaxation, la relaxation des pressions fait que l'on retrouve bien au �nal la
vitesse acoustique de mélange de Wood (correspondant à celle du modèle à l'équilibre). La considération du
modèle à relaxation induit donc ici simplement plus de di�usion (et donc plus de stabilité, cf rozen > cW ood )
dans le solveur de Riemann. En pratique, la résolution consiste dans tous les cas à résoudre dans un premier
temps la partie homogène du système, puis dans une seconde étape de trouver la fraction volumique corres-
pondant à l'équilibre des pressions. Pour plus de détails, le lecteur peut se référer à Chanteperdrix [40] et
Saurel et al. [197].

Sauf contre indiqué, on impose dans les phases �pures� une fraction volumique d'air de� = 10 � 6 dans
l'eau et � = 1 � 10� 6 dans l'air.
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9.3 Discussion sur les cas incompressibles

Une façon de caractériser la compressibilité d'un �uide est de regarder la vitesse de propagation de petites
perturbations de pression en son sein. Monaghan [160] explique que l'équation de quantité de mouvement
implique que les variations relatives de densité dans un écoulement sont de l'ordre de :

��
�

= O(
U � L
c2T

) (9.3.1)

T est l'échelle de temps caractéristique du phénomène étudié,L sa longueur,U sa vitesse etc correspond à
la vitesse de propagation des ondes acoustiques. Pour des problèmes à bas nombre de Mach,U = O(L=T ),
ce qui implique d'après l'équation ci-dessus :

��
�

= O(M 2) (9.3.2)

La méthode qu'il propose pour résoudre des écoulements incompressibles est de rester dans le cadre d'un
modèle compressible, pour sa simplicité de résolution. A�n de relaxer la contrainte d'intégration en temps
des schémas explicites (dictée par4 t � O(M 4 x) << 1 à bas Mach), il propose de modi�er arti�ciellement
la vitesse acoustique. Il est cependant nécessaire d'autoriser seulement de très faibles variations relatives
de densité (� 1%) pour rester proche de la physique. Compte tenu de l'équation précédente, cela revient à
véri�er un Mach arti�ciel proche de M a / 0:1. En �xant c en début de la simulation sous cette contrainte,
il obtient des résultats cohérent avec ceux obtenus avec un modèle incompressible. Cette approche est aussi
utilisée dans un cadre eulérien dans par exemple, Chanteperdrix [40], Plumerault [173] ou Golay et Helluy
[81]. Un des défauts de cette approche est qu'il faille connaître la vitesse (particulaire) de l'écoulement pour
estimer la bonne borne de vitesse acoustique arti�cielle à utiliser.

Cette méthode attractive se comprend assez bien intuitivement et est d'une grande simplicité comparée à
l'utilisation de méthode implicite ou encore à l'utilisation d'un modèle incompressible (nécessitant la résolu-
tion d'un système linéaire). On peut cependant se demander si l'ordre de grandeur des variations de densité
est toujours quanti�é de la sorte à bas Mach. En toute rigueur on sait que le modèle d'Euler compressible
converge bien vers sa variante incompressible lorsque le Mach tend vers0 (cf. chapitre 6) mais ceci correspond
à une limite mathématique. Nulle borne n'est donnée.

Morris utilise l'idée de Monaghan dans [164] pour simuler un écoulement incompressible et précise les
contraintes à respecter pour �assurer� de faibles variations de densité. Prenons l'équation de quantité de
mouvement d'Euler avec une loi d'état du type P � P0 = c2

0(� � � 0) et une force volumique, puis substituons
des grandeurs caractéristiquesL 0; U0; F0; � 0; T0 :

du
dt
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Ce type de raisonnement est intéressant mais est cependant partiel.

Regardons par exemple un lac au repos. L'équation de quantité de mouvement selon la verticale (notéz)
avec une vitesse nulle donne pour la loi de pression précédente :

c2
0
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= � �g
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c 2
0
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En conséquence, la variation de densité est loin d'être caractérisée par
��
�

= O(
F0L 0

� 0c2
0

) dû à la �force� de la

fonction exponentielle. Par exemple, en considérant une colonne d'eau et en prenantc0 = 10m=s, on a déjà à
10 m de profondeur une variation de plus de250%de la masse volumique de référence. Ici évidemment une
force est présente due à la gravité, mais cela montre que dans ce cas simple la fameuse limiteM articiel � 0:1
n'est pas toujours acceptable.

Selon nous, cette approche demeure très attractive mais il faut être très mé�ant en l'employant. Comme
dans le cas général il est impossible de lier analytiquement variation de densité et variation de vitesse, les
seules approches qui nous semblent valables sont de procéder de la manière suivante. Il faut soit pour un
calcul donné postraiter les variations de densité dans toutes les zones du domaine et montrer quein �ne on
a bien � � cste, soit faire a minima deux calculs avec deuxM artif iciel di�érents et montrer qu'ils donnent
les mêmes résultats. D'un point de vue numérique, l'utilisation d'un schéma qui préserve l'asymptotique à
bas Mach est donc primordiale pour ce genre de méthodes, sous peine de devoir changer le maillage pour
chaqueM artif iciel testé pour espérer obtenir des résultats similaires lorsque c'est possible physiquement.

9.4 Cas tests

9.4.1 Tube à choc avec mélange

Ce cas test permet d'évaluer la résolution des modèles dans des conditions raides, avec une forte détente
et un choc intense dans un mélange. Un tube de1m est considéré. On se donne un état à droite et un état à
gauche du centre du tube récapitulé dans le tableau 9.1. Notons que les pressions ne sont pas précisées car
elles sont la conséquence directe du choix des vitesses acoustiques et masses volumiques de référence avec les
EOS utilisés. Le maillage est composé deN = 800 cellules uniformes. Le temps �nal estt f in = 551:37�s . La
condition CFL est CFL = 0 :8. Les masses volumique de référence de l'air et de l'eau sont respectivement
�xées à � ref

a = 1 :33kg=m3 et � ref
w = 1027kg=m3.

Les modèles MR et ME sont comparés. On commence par utiliser les lois de pression isentropiques. Les
�gures 9.1(a), 9.1(b), 9.1(c) et 9.1(d) présentent respectivement la masse volumique de mélange, la vitesse,
la pression et la fraction volumique d'air en fonction de la solution exacte. Les résultats sont de qualités.
Il est intéressant de noter que les résultats obtenus sont quasi identiques entre le modèle MR et ME, ce
qui con�rme que MR est une bonne approximation de ME. Aussi si on compare les résultats obtenus avec
la littérature, nous n'obtenons pas les oscillations parasites rencontrées par Plumerault et al. [173] qui uti-
lisent un modèle plus élaboré. Nos résultats sont quasi identiques à ceux de Ma et al. [142] qui résolvent
également un modèle plus avancé (modèle de Kapila avec EOS des gaz raides). Compte tenu de la di�érence
de simplicité entre ces approches, il est clair qu'un gain d'e�cacité doit être atteint par les modèles utilisés ici.

On fait ensuite de même avec les EOS barotropes linéarisées. Il est clair que ces lois ne sont pas valides à
ces niveaux de pression. Il est cependant instructif de voir si le comportement est similaire. Les �gures 9.2(a),
9.2(b), 9.2(c) et 9.2(d) présentent respectivement la masse volumique de mélange, la vitesse, la pression et
la fraction volumique d'air en fonction de la solution exacte. Le comportement est assez similaire au cas
isentropique, bien que certains niveaux soient erronés car ces lois d'état ne sont plus valides à ces hautes
pression.

� a;L [kg=m3] � w;L [kg=m3] uL [m=s] � L � a;R [kg=m3] � w;R [kg=m3] uR [m=s] � R

6:908 1027 0 0:00195 1:33 1027 0 0:01

Table 9.1 � Conditions initiales du cas test tube à choc de mélange.
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(a) Masse volumique de mélange. (b) Vitesse.

(c) Pression. (d) Fraction volumique d'air.

Figure 9.1 � Tube à choc avec mélange avec des EOS isentropiques. La solution exacte a été extraite de
Plumerault [173].
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(a) Masse volumique de mélange. (b) Vitesse.

(c) Pression. (d) Fraction volumique d'air.

Figure 9.2 � Tube à choc avec mélange avec des EOS barotropes linéarisées. La solution exacte a été extraite
de Plumerault [173].
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9.4.2 Tube à cavitation

Ce cas test permet d'évaluer la résolution des modèles dans des conditions raides, menant à de la ca-
vitation. Un tube 1m est considéré. On se donne un état à droite et un état à gauche du centre du tube
récapitulé dans le tableau 9.2. Le maillage est composé deN = 800 cellules uniformes. Le temps �nal est
t f in = 1 :85�s . La condition CFL est CFL = 0 :8.

Ce cas test mène à l'échec de la résolution du modèle ME. Au bout de quelques pas de temps la fraction
volumique d'air, ou plutôt de vapeur d'eau ici, sort des bornes physiques. L'utilisation d'une CFL très réduite
ne change pas le problème. Pour des cas impliquant de la cavitation, ce modèle (avec la résolution actuelle)
est donc à exclure. Pour le modèle MR, ce cas test ne pose en revanche pas de di�cultés. Les lois d'état
isentropiques et barotropes linéarisées sont comparées sur ce cas test. Les �gures 9.3(a), 9.3(b), 9.3(c) et
9.3(a) présentent respectivement la masse volumique de mélange, la vitesse, la pression adimensionnée par
la pression de référence et la fraction volumique de vapeur d'eau en fonction de la solution exacte extraite
de Saurel et al. [197]. Les résultats sont de qualités. Le comportement avec les deux type de lois d'état est
similaire. Cependant, avec les lois d'états linéarisées on peut s'interroger sur la pression négative, et donc
non physique, obtenue.

Précisons un point important. A l'état initial, on a de l'eau en équilibre avec un petit pourcentage de
vapeur d'eau. La mise en tension de ce mélange faible fait gon�er la phase légère jusqu'à créer une poche
d'air. D'une manière rigoureuse, la cavitation vient certes d'un e�et mécanique, mais implique en toute ri-
gueur un changement d'état et non un gon�ement. Cependant c'est une modélisation qui est relativement
représentative car d'une part, les échanges d'énergie interne dus au changement d'état ne sont pas de pre-
mière importance sur la dynamique et d'autre part, le travail demandé pour le gon�ement est représentatif
du travail nécessaire à la �vrai� cavitation ( i.e. changement d'état sous tension). Comme les propriétés de la
vapeur d'eau sont, dans les gammes et les problèmes qui nous concernent, relativement similaires à l'air, il
est donc possible en modélisant des phases air-eau avec cette méthode de prévoir de manière approchée la
cavitation de l'eau en vapeur d'eau (assumée comme de l'air). Cette capacité de la méthode est utile pour
les impacts violents qui peuvent induire ce type de phénomène.

En conclusion, on se restreint dans la suite à l'utilisation du modèle MR qui, associé à une résolution
standard (i.e. schéma de type Godunov) et la correction TVB-limité Tous Mach proposée au chapitre 6, est
très robuste dans les cas à haut Mach et permet de représenter la physique qui nous intéresse.

� a;L [kg=m3] � w;L [kg=m3] uL [m=s] � L � a;R [kg=m3] � w;R [kg=m3] uR [m=s] � R

1 1000 � 100 0:01 1 1000 100 0:01

Table 9.2 � Conditions initiales du cas test tube à cavitation.
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(a) Masse volumique de mélange. (b) Vitesse.

(c) Pression. (d) Fraction volumique de vapeur d'eau.

Figure 9.3 � Tube à cavitation. La solution exacte a été extraite de Saurel et al. [197].

9.4.3 Piston air-eau

Ce cas test 1D consiste à comprimer puis à détendre un volume d'air. Il permet d'évaluer les lois d'états
dans des conditions moins extrêmes que le cas du tube à choc et en condition de phases séparées. Les condi-
tions initiales sont illustrées en �gure 9.4(a) avec à gauche de l'air, au milieu de l'eau et à droite de l'air à
nouveau. Les conditions aux limites sont de type mur. La gravité (g = 9 :81m=s2) est orientée selon lesx
décroissants. Le maillage est composé deN = 400 cellules uniformes. On évalue la pression au cour du temps
en x = 0

Le modèle MR est utilisé compte tenu des résultats précédents. On teste les deux types de lois d'états,
isentropiques et barotropes linéaires. Les EOS barotropes linéarisées donnent de moins bons résultats que
les lois isentropiques, mais peuvent être acceptables suivant la précision que l'on veut atteindre. Même si la
pression atteinte n'est pas si élevée, elle est sans doute représentative de beaucoup d'impacts de vague (le
lecteur est renvoyé à Bullock et al. [35], où des expériences d'impacts sont présentées). Il est donc utile de
noter qu'à ces niveaux de contraintes, les lois barotropes linéaires peuvent su�re, même si les résultats avec
les lois isentropiques sont plus précis. Ceci peut permettre un gain en temps de calcul non négligeable ; par
exemple, dans ce cas test on passe du simple au double.
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(a) Con�guration. (b) Pro�l de pression.

Figure 9.4 � Piston air-eau. La solution de référence a été extraite de Ma et al. [142] qui résolvent le modèle
de Kapila avec des lois d'état des gaz raides.

9.4.4 Explosion sous marine

Pour �nir sur l'illustration de la robustesse de la méthode employée avec le modèle MR, le cas d'une
explosion sous marine est traité. On considère un disque sous le niveau de surface libre centré en(x; y) = (0 ; 0),
de rayon 0:5m, contenant les produits de détonation à masse volumique� a = 1250kg=m3. La réaction
chimique des produits détonant est supposée déjà e�ectuée. Le changement d'état non modélisé de ces
produits (souvent solides) donne un gaz à très haute pression de l'ordre deP � 109Pa, suivant l'EOS
utilisée. Ce gaz est modélisé par de l'air. On considère un domaine
 = [ � 6; 6] � [� 6; 6]m2, discrétisé par
un maillage uniforme tel que 4 x = 4 y = 1 :5cm. La CFL utilisée est égale à0:5. Compte tenu de la
pression initiale dans le volume d'air, les lois d'états isentropiques sont considérées. Les conditions initiales
sont illustrées en �gure 9.5(a). Les conditions aux limites sont de type mur en bas et ouverte ailleurs. Sur
les échelles de temps considérées la prise en compte de la gravité n'est pas nécessaire.

Remarque 36. Ce cas test est clairement e�ectué pour montrer la robustesse de l'approche employée et sa
capacité à gérer des phénomènes complexes. On peut cependant se poser la question suivante : peut on générer
un tsunami important avec une explosion sous marine d'ampleur ? En comparant l'énergie potentielle d'une
tsunami sérieux (par exemple d'amplitude1m sur une longueur d'onde de100km) il est clair que même
si l'explosion transmettait toute son énergie à la colonne d'eau, on serait plusieurs ordres de grandeur en
dessous d'un tel cas même en considérant plusieurs bombes de �type Hiroshima�. Le lecteur est renvoyé au
chapitre 1 où les ordres de grandeurs sont donnés.

On compare qualitativement les résultats obtenus avec ceux de Xie et al. [233] qui utilisent un modèle
avec énergie spécialement conçu pour traiter les phénomènes de cavitation. Notons que les conditions initiales
sont légèrement di�érentes des nôtres. Les résultats obtenus rendent bien compte de la physique majeure de
ce cas test et sont qualitativement cohérents avec ceux de Xie et al. [233]. On observe d'abord le passage
d'une onde de choc à travers la surface libre, qui se ré�échit légèrement et induit une détente menant à la
génération d'une région cavitante sous la surface libre. En temps plus long, la poche contenant les produits
de détonation s'étend et va �nir par s'échapper de la zone sous marine.
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(a) Con�guration initiale. (b) Fraction volumique de gaz à t = 2 :5�s .

Figure 9.5 � Expansion de la poche de produits détonnés initiale et cavitation sous la surface libre.

(a) Pression avec échelle ajustée à t = 2 :5�s . (b) Pression extraite de Xie et al. [233].

Figure 9.6 � Champs de pression àt = 2 :5�s .
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9.4.5 Déferlement sur une pente

Dans ce cas test on se concentre sur la première phase du déferlement d'une vague : le retournement
et le premier rebond. Ce cas montre la capacité de la méthode à gérer la coalescence d'interfaces. Il est
basé sur les expériences de Li et Raichlen [130]. Le dispositif expérimental est présenté en �gure 9.7. On
se concentre sur l'expérience avecH=h = 0 :4. Le soliton est initialisé par la solution au premier ordre des
équations de Boussinesq. Les conditions initiales à appliquer pour une reproduction numérique de ce cas test
sont délicates à cerner car le batteur utilisé dans l'expérience n'a pas exactement généré une onde solitaire
(au sens de solution des équations d'Euler). On se contente donc de cette condition initiale, su�sante pour
une comparaison quantitative. La vague est initialisée sur la zone plate.
Pour ce cas test, le schéma Tous Mach utilisé est d'une importance capitale pour arriver à obtenir des ré-
sultats convergeants avec des maillages raisonnables. On utilise la méthode AMR présentée au chapitre 7.
Comme pour ce problème le plus important est de bien capter la surface libre, on utilise un critère de ra�ne-
ment simple basé sur le gradient de densité. Le seuil de ra�nement, basé sur la moyenne de ce gradient sur
le domaine, est ici su�sant. En conséquence, la méthode de seuil automatique proposée n'est pas utilisée.
Pour bien capter le rebond au déferlement, les cellules les plus petites autorisées font1:5mm tandis que
les plus grossière mesurent5cm. Pour obtenir des temps de calcul raisonnables, les vitesses acoustiques des
deux �uides sont abaissées à50m=s. Ceci permet de passer ce calcul en environ24h sur une machine avec
16 c÷urs de puissance assez standard. Pour ce cas test, nous ne démontrons pas qu'une telle réduction de
vitesse acoustique n'a�ecte pas les résultats, cependant un postraitement du champ de densité au cours du
temps nous a permis de véri�er (au moins grossièrement) que celle ci ne variait quasiment pas avec ce choix
de célérité, ce qui permet d'avoir con�ance dans les résultats présentés.

Pour simpli�er la génération du maillage, une �pénalisation �xe� est implémentée de sorte d'imposer une
condition de ré�exion sur toutes les cellules souhaitées. On considère donc un domaine de calcul rectangulaire
dans lequel certaines cellules sont �gelées� et ré�échissent toutes les ondes. Cela induit un maillage plus gros
que si le domaine était restreint à la zone �uide mais ceci reste négligeable car la méthode AMR permet de
ne mettre que très peu de cellules dans cette zone où le calcul est inutile. L'avantage de cette approche est
que la génération du maillage est très simple.

Figure 9.7 � Schéma du dispositif expérimental. La pente est de1 : 15 et la hauteur d'eau au repos est de
h0 = 0 :3048m

On compare qualitativement en �gures 9.8, 9.9, 9.10, 9.11, 9.12, 9.13, 9.14 et 9.15 les résultats numériques
avec des photographies de l'expérience. Les résultats obtenus sont très satisfaisants. Bien que le limiteur
Superbee utilisé ici induise un faible di�usion de l'interface air-eau, il serait intéressant d'utiliser une méthode
d'anti-di�usion pour pouvoir considérer un maillage légèrement plus grossier.
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Figure 9.8 � Numérique.

Figure 9.9 � Expérience.

Figure 9.10 � Numérique.

Figure 9.11 � Expérience.
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Figure 9.12 � Numérique.

Figure 9.13 � Expérience.

Figure 9.14 � Numérique.

Figure 9.15 � Expérience.
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9.4.6 Impact sur un mur par rupture de barrage

Ce cas d'application concerne l'impact d'une lame d'eau sur un mur. La lame est générée par une rupture
de barrage sur fond sec. Il existe une littérature assez abondante sur la modélisation expérimentale de ce type
de cas. On se base sur le travail de Lobovsky et al. [133] qui fournit des données très complètes notamment
en terme de pression d'impact. Le dispositif expérimental est un bac muni d'une porte amovible permettant
le lâché de barrage. Sur la paroi opposée au barrage, des capteurs de pression sont disposés. Le dispositif
expérimental et le placement des capteurs de pression sont illustrés respectivement en �gure 9.16(a) et
9.16(b).

(a) Dimensions données en mm . (b) Position des capteurs de pression sur le
mur de gauche.

Figure 9.16 � Schéma du dispositif expérimental. Images extraites de Lobovsky et al. [133].

Ce type d'impact peut être considéré comme représentatif de ce qui se passe généralement quand un
tsunami �nit par envahir une côte et impacte des structures. Les expériences e�ectuées par Lobovsky et al.
[133] considère de l'eau pure mais il est possible, dans le cas de tsunami, d'avoir une certaine aération du
milieu à cause de sa structure non parfaite et des objets qu'il rencontre. Nous allons dans les paragraphes
qui suivent essayer dans un premier temps de reproduire les résultats de l'expérience, puis dans un second
temps, considérer que la lame est un milieu aéré.

Avant cela, il convient de préciser qu'obtenir des données expérimentales reproductibles dans ce type de
cas est une tâche compliquée pour les expérimentateurs. On illustre en �gure 9.17 les mesures de pressions
obtenues au niveau du capteur1 pour 100 essais avec une hauteur d'eau initialeH = 300mm. Dans tous
ces cas, la seule certitude est la constance de l'énergie potentielle disponible avant le laché du barrage.
Ensuite certains processus, comme l'ouverture de la porte, peuvent varier même très �nement et induire à
la �n une pression d'impact assez di�érente. Ce point implique donc des di�cultés d'analyse des résultats
expérimentaux dont peut s'a�ranchir une simulation numérique. Pour les comparaisons avec nos résultats
numériques, nous sélectionnons les résultats de mesures médians pour tous les capteurs considérés.

Dans tous les essais numériques présentés ci-dessous, ce cas est supposé parfaitement 2D et la hauteur
d'eau au repos considérée estH = 300mm. Le modèle MR est résolu. Pour les cas purs, comme les pressions
d'impact expérimentales sont mesurées, on considère les lois d'état linéarisées. Dans les cas aérés, les deux
types de lois (linéarisées et isentropiques) ont été testées mais donnent, là aussi, les mêmes résultats. Le
limiteur Minmod est utilisé. La méthode AMR est utilisée avec des cellules carrées variants entre80 et

1:25 mm pour le maillage le plus �n employé. Les variables présentées sont adimensionnées :~P =
P

�gH
et

~t = t(g=H)0:5.
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Figure 9.17 � Variabilité des mesures de pression obtenues pour une même expérience. Images extraites de
Lobovsky et al. [133]. Les mesures médianes correspondent à la courbe noires au centre des mesures.

9.4.6.1 Cas de phase pures

On se concentre pour commencer sur le cas correspondant exactement à l'expérience où l'eau est pure.
Dans ce cas, on s'attend à ce que la compressibilité des �uides ne soit pas ou quasiment pas sollicitée. On
décide donc d'abaisser la vitesse du son de chaque phase pour réduire les temps de calcul. On rappelle que
ces vitesses ne doivent pas être trop abaissées sous peine de générer des e�ets compressibles arti�ciels.

Avant de présenter des résultats �ns, on illustre l'intérêt d'utiliser un schéma préconditionné pour tous
les régimes en comparant sur un maillage grossier les premiers instants de la rupture de barrage avec le
schéma �Tous Mach limité� proposé dans le chapitre 6 et le schéma de base sans correction �Tous Mach�
(i.e. HLLC standard). Le maillage est ici uniforme avec 4 x = 4 y = 2cm et les vitesses acoustiques sont
�xées à 150m=s. Les résultats sans préconditionnement sont en retard sur ceux obtenus avec le solveur
corrigé. Plus on augmente la vitesse des ondes, plus ce phénomème est marqué avec une très faible sensibilité
pour le solveur corrigé, à l'inverse du solveur non corrigé pour lequel la lame d'eau est de moins en moins
avancée contrairement à la réalité.

(a) Sans préconditionnement �Tous Mach�. (b) Avec préconditionnement �Tous Mach�.

Figure 9.18 � Comparaison qualitative à t = 0 :375s entre la simulation utilisant le schéma �Tous Mach
limité� et la simulation avec le solveur de base (i.e. sans préconditionnement).

Comme pour tous les cas tests présentés jusqu'à maintenant, le solveur �Tous Mach limité� est utilisé.
On e�ectue deux types de calculs : l'un avec des vitesses acoustiques à50m=s et l'autre avec des vitesses de
100m=s. Pour ces deux types de simulations, des maillages de plus en plus �ns sont utilisés avec des cellules
minimales telles que4 x = 4 y = 10mm pour le plus grossier et4 x = 4 y = 1 :25mm pour le plus �n. Grâce
à la méthode AMR, les cellules loin des zones d'intérêt sont beaucoup plus grossières (8cm). On illustre
pour commencer la sensibilité des résultats aux vitesses acoustiques pour di�érents maillages. Les �gures
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9.19(a), 9.19(b) et 9.19(c) montrent respectivement les résultats associés aux maillages avec les cellules de
taille minimum telles que 4 xmin = 10mm, 4 xmin = 5mm et 4 xmin = 2 :5mm. On observe que les résultats
ne dépendent quasiment pas du choix des vitesses acoustiques. Ceci con�rme que cet écoulement peut être
considéré comme incompressible et que le schéma Tous Mach limité est performant.

(a) Maillage 4 xmin = 10 mm . (b) Maillage 4 xmin = 5 mm .

(c) Maillage 4 xmin = 2 :5mm .

Figure 9.19 � Sensibilité des résultats aux vitesses acoustiques arti�cielles sélectionnées pour di�érents
maillages sur le capteur de pression1.

Comme les résultats sont quasi insensibles à ces vitesses arti�cielles, on se concentre sur le cas avec
cg = cl = 50m=s. Avant de comparer ces résultats aux valeurs mesurées par Lobovsky et al. [133], on
présente une comparaison qualitative de la dynamique de l'écoulement avec l'expérience en �gures 9.20 et
9.21. Le maillage associé à ce calcul contient des cellules variants entre4 x = 4 y = 1 :25mm et 8cm. Les
résultats sont très satisfaisants.

La �gure 9.22 illustre la convergence en maillage sur les capteurs de pression1 et 3 ainsi qu'une compa-
raison avec les mesures expérimentales. On voit que, même avec le maillage le plus �n (4 xmin = 1 :25mm), il
est assez délicat de statuer sur la convergence totale en maillage des résultats pour le capteur1. Cependant
les variations sont relativement mesurées et les résultats au capteur2 semblent, à l'inverse, bien convergés.
En conséquence, il serait utile de travailler sur des schémas d'ordres plus élevés pour accélérer et rendre ac-
cessible la convergence, en des temps de calculs raisonnables. Globalement la dynamique des pics de pression
est relativement bien prédite mais la redescente n'est pas bien captée.
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(a) Numérique. (b) Expérience.

(c) Numérique. (d) Expérience.

Figure 9.20 � Comparaison qualitative entre la simulation avec modèle MR et l'expérience. Les temps
correspondent approximativement àt = f 160; 373gms.
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(a) Numérique. (b) Expérience.

(c) Numérique. (d) Expérience.

Figure 9.21 � Comparaison qualitative entre la simulation avec modèle MR et l'expérience. Les temps
correspondent approximativement àt = f 573; 1166gms.
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(a) Capteur 1. (b) Capteur 3.

Figure 9.22 � Convergence en maillage et comparaison avec les mesures expérimentales pour la simulation
aveccg = cl = 50m=s.
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9.4.6.2 Cas d'un mélange

Même si nous ne disposons d'aucune mesure d'impact de ce type avec un milieu aéré, les résultats pré-
cédents peuvent servir de référence pour essayer de comprendre l'e�et de l'aération. Un des avantages par
rapport à l'étude de l'impact d'un rouleau (déferlante) est que, comme la géométrie de la lame à l'impact est
plus simple, on peut plus facilement se focaliser sur l'analyse de l'e�et du mélange. Néanmoins, si ce type
de lame peut sans doute être légèrement aérée lors de l'entrée d'un tsunami sur un rivage, elle le sera moins
qu'une déferlante. Comme l'idée de ce paragraphe est d'analyser l'impact de mélanges, on remplace l'eau
pure du barrage par deux mélanges possibles : une fraction volumique d'air� = 0 :1 et un second cas avec
� = 0 :3. Ces valeurs sont cohérentes avec les mesures de Mori et al. [163] et [162] (cf. chapitre 1 pour plus
de détails) pour une déferlante.

Comme nous utilisons un schéma en temps explicite, ces calculs sont coûteux. On se restreint donc à un
maillage intermédiaire donnant déjà de bons résultats dans le cas pur précédent. Les plus petites cellules
font 4 x = 4 y = 5mm. Le calcul e�ectué sur le même maillage en phase pure présenté précédemment sert
de référence. Pour ce calcul, nous avions utilisécg = cl = 50m=s et montré que ce choix était valide. Dans le
cas des mélanges, comme les e�ets compressibles sont faciles à solliciter (cmelange = cW ood � cpure ), il faut
considérer les vraies vitesses acoustiques sous peine d'exagérer les e�ets compressibles réels. On teste aussi
les deux types de lois d'état considérées de cette thèse : les lois barotropes linéarisées et les lois isentropiques.

Les �gures 9.23(a) et 9.23(b) présentent les pro�ls de pressions au niveau du capteur1 pour le cas pur et
les cas avec mélanges, avec d'une part� = 0 :1 et d'autre part � = 0 :3. Ces résultats montrent que prendre
les vraies vitesses acoustiques induit des oscillations numériques importantes. On a montré dans le chapitre
6 que le schéma �Tous Mach limité� proposé était moins sujet aux oscillations que les corrections de la
littérature mais qu'il n'était pas, pour autant, exempt de ce problème. On rappelle qu'un des résultats du
chapitre 6 est qu'il n'est a priori 1 pas possible d'obtenir un schéma de type Godunov explicite Tous Mach et
TVD. Précisons que nous parlons de schémas TVD simplement en 1D. Il n'est donc, en soit, pas surprenant
d'obtenir ces oscillations même s'il est di�cile de trouver l'origine de ce problème. Le fait de considérer un
mélange n'a rien à voir avec cette di�culté. Si on avait e�ectué le calcul avec les phases pures et les vraies
vitesses acoustiques, nous aurions rencontré le même problème. Évidemment sans préconditionnement la
di�usion est telle que les oscillations sont moins présentes mais les résultats sont désastreux. Dans le cas
2D, Leveque a montré que les schémas de type Godunov (i.e. sans préconditionnement) ne sont pas TVD
(cf. [128]). Néanmoins en pratique, dans leur régime de prédilection, ces schémas donnent tout de même des
bons résultats en multi-D. Dans le chapitre 6 on a estimé les variations totales d'un schéma préconditionné
Tous Mach en 1D pour essayer de réduire les oscillations. Il serait semble t-il intéressant de reprendre le
raisonnement en 2D pour voir ce que l'on obtiendrait. Compte tenu de nos résultats numériques ici, il y a
fort à parier que la borne des variations totales �explose� dans ce cas...

En toute rigueur, il faut s'arrêter ici dans l'analyse compte tenu de ces oscillations numériques. Notons
cependant que la dynamique de la rupture de barrage et de l'impact est très similaire au cas considérant
les phases pures (calculs avec(cl ; cg) réduits), ce qui montre que les oscillations observées ne sont pas
catastrophiques pour observer le mouvement moyen de l'écoulement. En moyenne, plus le milieux est aéré,
plus l'impact est réduit (les �gures présentées utilisent en ordonné une pression adimensionnée par l'énergie
potentielle initiale ce qui explique les niveaux similaires a�chés). Les deux types de lois d'état donnent des
résultats similaires.

Pour �nir, on présente une comparaison de la force exercée sur le mur. Notons que dans la littérature,
c'est souvent la pression qui est considérée. Nous imaginons que cela vient du fait que c'est une variable
�plus facile� à mesurer que la force totale sur une structure. Cependant, si on considère la résistance d'un
mur ou d'une digue face à un impact, la priorité est de savoir si la tenue est garantie. Dans ce cas, seule la
force est importante, et éventuellement le moment si un basculement est possible. Il est donc instructif de

1. Plus précisément le résultat que l'on évoque n'a été démontré que pour un schéma de type Godunov particulier : celui de
Lax-Friedrichs.
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(a) Mélange air-eau avec � a = 0 :1. (b) Mélange air-eau avec � a = 0 :3.

Figure 9.23 � Pro�ls de pression au niveau du capteur1 pour l'impact en phase pure (incompressible), et
compressible pour les deux mélanges à10 et 30% d'air dans l'eau (repectivement à gauche et à droite).

regarder ce que donne le pro�l de force en fonction du temps lors de l'impact. Ces pro�ls pour les phases
pures et aérées sont présentés en �gure 9.24. De la même manière que pour les pressions d'impacts, les pro�ls
de forces indiquent une légère réduction de l'e�ort sur le mur pour les milieux aérés. Il est intéressant de voir
que la force maximale est atteinte bien après le début de l'impact.

Ce cas test est instructif mais il est assez di�cile de conclure fermement sur l'e�et d'un milieu aéré
compte tenu des di�cultés numériques rencontrées. Il est clair que du travail reste à faire pour obtenir un
solveur Tous Mach parfaitement �able dans ces conditions. Le fait d'obtenir de très bons résultats sur des cas
simples, comme nous l'avons montré au chapitre 6, n'est hélas pas gage de réussite dans tous les cas. Nous
n'avons pas trouvé de travaux présentant des impacts avec une rupture de barrage résolu avec un modèle
compressible avec ce type d'approche nommée �density-based�. Certains travaux montrent simplement que
la dynamique de l'écoulement est correcte, ce qui est notre cas aussi, mais ne présentent pas de pro�l de
pression. Des travaux dans des conditions de résolutions similaires sont par contre présentés par Drui [61],
dans le cas d'une bulle d'air qui remonte dans de l'eau. L'auteur observe aussi des oscillations numériques.
Les di�cultés générales pour choisir la bonne approche pour résoudre de tels problèmes sont évoquées dans
Ma et al. [141]. Il semble que, d'un point de vue numérique, résoudre parfaitement un problème Tous Mach
reste un sujet ouvert. Certaines approches, comme celle que nous avons investiguées, sont très robustes pour
traiter des phénomènes violents comme les ondes de choc mais se retrouvent mises en di�culté à bas Mach
et à l'inverse, les méthodes dites �pressure-based� sont réputées performantes à bas Mach, mais parfois
inadaptées dans des cas violents.
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Figure 9.24 � Pro�ls de force exercée sur le mur durant l'impact dans le cas �incompressible� en phase
pure, et compressible pour les deux mélanges à10 et 30% d'air dans l'eau.

9.4.7 Impact normal sur une plaque

Compte tenu des di�cultés rencontrées dans le cas précédent, on propose d'étudier un problème plus
simple où l'impact a lieu en temps beaucoup plus court. Ceci semble important pour ne pas laisser se
développer les ��uctuations numérique Bas Mach�, lorsqu'on doit considérer les vraies vitesses du son. Ce
cas est basé sur les travaux de Ma et al. [143]. Le cas test consiste à faire impacter une plaque sur une
surface libre. Ma et al. ont simulé ce problème avec le modèle évolué de Kapila et présente dans leur papier
une série d'expériences avec des impacts sur un milieu d'eau pure et un milieu aéré. Ce cas est donc très
intéressant pour comprendre l'e�et d'un milieu aéré lors d'un impact. On considère l'essai où la plaque
impacte la surface libre à5:5m=s. Cette vitesse est représentative de celle d'une déferlante. Ce type d'impact
�parfait� est cependant peu probable dans le monde des vagues, mais est instructif. La �gure 9.25 présente
l'expérience numérique. L'eau en bas du domaine va impacter la plaque à5:5m=s. Dans la réalité l'expérience
est évidemment 3D mais le problème peut être, en première approximation, simpli�é par symétrie. La plaque
est épaisse de12cm et sa demi largeur représentée est de12:5cm. Les deux sondes de pression considérées
(S1 et S2) sont placées sur la face de la plaque impactée enxS1 = 0m et xS2 = 0 :11m. Les conditions aux
limites sont imposées ouvertes en haut et en bas du domaine et en mur sur les limites latérales. Comme nous
ne pouvons pas faire bouger de solide dans notre code de calcul, on choisit de se placer dans le référentiel de
la plaque en imposant à l'eau de venir impacter la plaque. Cette approche est utilisée par Ma et al. [143] et
est valable en temps court.

Compte tenu du coût de calcul avec un schéma explicite en temps nous n'avons pas e�ectué d'étude
de convergence en maillage. Le maillage est tel que4 x = 24 y = 5mm partout, sauf en (x; y) 2 [0; 0:22] �
[0; 0:22]m2 où 4 x = 24 y = 2 :5mm. Les résultats présentés sont donc à analyser qualitativement.

Pour ce cas test, comme les pressions attendues sont élevées, les lois d'états isentropiques ont été consi-
dérées. Les �gures 9.26(a) et 9.26(b) présentent les pro�ls de pressions au niveau des capteursS1 et S2 pour
un impact en eau pure, un mélange air-eau avec� air = 0 :05 et un autre avec � air = 0 :15.

Plus l'aération est élevée, moins le pic de pression atteint est élevé mais plus l'impact dure longtemps.
Ceci est en accord avec la littérature sur le sujet (cf. par exemple Bullock et al. [35] et Ma et al. [143]). On
observe aussi, qu'après l'impact, une onde de détente intense est générée et fait chuter la pression au niveau
du capteur S1. Il est possible qu'une poche de cavitation se forme.
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Figure 9.25 � Con�guration du cas test d'impact sur une plaque plane.

(a) Capteur S1. (b) Capteur S1.

Figure 9.26 � Pro�ls de pression au niveau des capteursS1 et S2 pour l'impact en phase pure et pour les
deux mélanges à5 et 15% d'air dans l'eau.
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9.5 Bilan

Ce chapitre a permis, dans un premier temps, d'étudier la di�érence de comportement entre la résolution
du modèle diphasique isentropique à l'équilibre (ME) et le modèle à relaxation (MR). On a vu que le
modèle MR tend bien vers le modèle ME. On a également vu qu'avec les mêmes schémas de résolution, la
discrétisation du modèle MR est plus robuste et permet de passer des cas où la discrétisation du modèle ME
échoue. Ce résultat est cohérent avec Saurel et al. [197]. Le modèle MR a donc été �nalement retenu pour
poursuivre les applications numériques. On a pu véri�er qu'il est capable de prévoir la propagation d'onde
de choc et de détente dans des milieux aérés et dans des milieux purs, mais aussi, dans certaines conditions
de traiter, avec un solveur adéquat, des écoulements quasi incompressibles.
Il est aussi possible de modéliser des écoulements incompressibles en des temps très acceptables, grâce au
schéma �Tous Mach limité� proposé dans le chapitre 6 et à la relaxation des vitesses acoustiques. Nous
rappelons que cette réduction arti�cielle du nombre de Mach est très intéressante, mais à manier avec
précaution. En l'occurrence, seule la preuve que les résultats ne dépendent de ce choix numérique ou que la
densité dans le domaine de calcul admet des variations négligeables, est un gage de con�ance.
Cependant les bons résultats obtenus avec le schéma Tous Mach n'ont pas été con�rmés par le cas test
de rupture de barrage. Pour ce cas, le fait de considérer les vraies vitesses acoustiques de l'air et de l'eau
implique l'observation d'oscillations numériques. Ceci est cohérent avec les résultats numériques de Drui
[61]. Le schéma �Tous Mach� validé dans des conditions similaires en terme de nombre de Mach au chapitre
6 trouve donc ses limites sur des cas plus délicats. Notons que si ce schéma corrigé n'est pas employé, les
oscillations sont réduites, mais évidemment les résultats sont catastrophiques.
En l'état on peut cependant tout de même e�ectuer des calculs d'écoulements compressibles à tout régime
avec le schéma proposé (qui induit moins d'oscillations que les schémas préconditionnés classiques) mais
suivant les cas, il faut s'attendre à observer des oscillations numériques. Un travail reste donc à être e�ectué
pour essayer de comprendre et amortir ces e�ets parasites.
Les résultats obtenus en termes d'impact indiquent que l'aération d'un milieu à tendance à réduire le pic de
pression maximale, mais que la durée de l'impact augmente, ce qui est conforme à la littérature sur le sujet
(cf. par exemple Bullock et al. [35]). Des analyses de forces dans di�érentes conditions seraient intéressantes
car une réduction locale de pression n'implique pas nécessairement un e�ort global réduit.
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Chapitre 10

Couplage de modèles hétérogènes
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Le but de ce chapitre est d'étudier le couplage de modèles. Après une revue des méthodes employées dans
la littérature, un approche simple est proposée puis validée en considérant le couplage entre un modèle en
couche mince et un modèle diphasique.

10.1 Introduction

Beaucoup de phénomènes impliquent une multitude de processus physiques. Pour modéliser cela avec
précision il faut, a priori , considérer un modèle capable de bien représenter toute la physique importante
sur l'ensemble du domaine. Cependant, il arrive que localement certains processus soient négligeables. Il est
alors inutile de bien les prédire dans ces zones. Une solution possible, pour éviter d'utiliser un modèle trop
élaboré localement, est de considérer plusieurs modèles chacun dans leurs zones d'intérêts. Pour résoudre
le problème dans son ensemble, il faut coupler les modèles de chaque zone, comme si un seul modèle était
résolu. On parle alors de couplage de modèle. Le but de ce chapitre est d'investiguer cette voie dans le cadre
des tsunamis avec un modèle adapté à sa phase de propagation sur de grandes échelles et un modèle capable
de prévoir �nement des impacts sur des structures.

Comme on l'a vu dans le chapitre 1, les tsunamis ont une vie qui peut se décomposer en trois étapes
relativement distinctes : la génération, la propagation et l'impact et/ou l'inondation. La propagation loin des
côtes peut être modélisée avec des modèles de type eau peu profonde, comme le modèle de SV ou celui de
SGN. La partie impact, à laquelle on peut associer un éventuel déferlement antérieur, demande des modèles
plus élaborés pour être représentée avec précision. Dans un cadre général, il faut considérer un modèle bi�uide
compressible. Pour simpli�er la résolution des milieux aérés, on peut les considérer comme des mélanges et
alors considérer un modèle diphasique compressible. A l'inverse, s'il n'y a pas de mélange et que les impacts
sont su�samment �faibles�, un modèle bi�uide incompressible est un bon choix.

Dans tous les cas, il fauta minima que les modèles considérés localement soient compatibles en zone de
raccord. Nous allons considérer dans ce travail le couplage entre un modèle de type eau peu profonde 1DV
ou 2DV (SV ou SGN par exemple) et un modèle biphase (ou bi�uide) 2D ou 3D. En première partie, une
revue des méthodes de couplage est donnée, puis la méthode employée sera présentée. On �nira par quelques
exemples d'application pour illustrer l'utilité mais aussi la di�culté de telles approches.

10.2 Revue des couplages

Avant de faire un inventaire des méthodes les plus connues de la littérature sur le sujet, il convient
de bien dé�nir un problème de couplage. Considérons que l'on résout un problème global sur un domaine
décomposable en deux sous domaines
 reg et 
 ext , à la physique di�érente. On note L reg ureg = f reg le
modèle que l'on souhaite appliquer dans la zone �régionale�
 reg et L ext uext = f ext le modèle adapté à
l'autre zone. Il n'y a a priori pas de raison particulière pour que le modèle �extérieur� soit acceptable dans
la zone �régionale�. Les deux domaines ne doivent donc par se recouvrir mais seulement partager une interface
que l'on note dans la suite� . Avec ces notations le problème de couplage s'écrit :

Algorithme 4 Formulation du problème de couplage dans[0; tmax ]

t = 0
while t < t max do

Solve L ext uext = f ext in 
 ext and L reg ureg = f reg in 
 reg

Under the constraint ureg = uext on �
t = t + dt

end while

Le modèle externe peut di�érer aussi bien en terme de dimension que physiquement du modèle régional,
ce qui fait que leurs variables respectives ne sont pas directement compatibles. La contrainteureg = uext
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est donc en faitA reg ureg = uext , avecA reg un opérateur bien choisi permettant la conversion. Par exemple,
quand seules les dimensions di�èrent, l'opérateur consiste à moyenner les valeurs des variables de dimension
supérieure pour obtenir leur traduction en dimension inférieure.

10.2.1 Couplage à un sens

La manière la plus simple de coupler des modèles est de considérer qu'un seul modèle peut fournir des
conditions d'entrée pour un autre (par exemple prenonsL ext qui alimente L reg ). On parle alors de couplage
à un sens. Dans ce cas, un calcul est indépendant de l'autre. Si on est capable de parfaitement formuler des
conditions aux limites ouvertes, on résoutL ext sur son domaine
 ext , puis on impose ce qu'il donne en limite
partagée avec
 reg . Il faut donc aussi bien maîtriser les conditions d'entrées pour le modèleL reg . Hélas en
pratique, beaucoup de modèles ne permettent pas de bien poser ces conditions aux limites. Une approche
de couplage avec seulement une interface en commun mène donc à des e�ets numériques indésirables. L'idée
dans ce cas est de faire se recouvrir les domaines de sorte que les conditions aux limites agissent le moins
possible sur le couplage. L'alimentation du modèle régional par le modèle externe est alors fait sur, non pas
une interface, mais une partie du domaine de recouvrement. Le défaut direct de cette approche est que le
modèle externe doit être juste dans une partie de la zone régionale etvice versasous peine de propager des
erreurs dans le modèle régional. Il faut donc en pratique e�ectuer le couplage loin de la �n de zone adéquate
du modèle le plus élaboré ce qui réduit l'e�cacité de cette approche. D'autre part, si certains phénomènes
calculés dans la zone régionale venaient à sortir du domaine, ils n'alimenteraient pas le domaine externe ce
qui, dans certains cas, peut être préjudiciable. L'avantage de cette méthode est qu'elle est simple à implé-
menter.

Un point sur lequel il faut faire attention est la di�érence de pas de temps entre les deux résolutions
de modèles. Si une discrétisation donne de larges pas de temps, l'échantillonnage qui servira d'entrée pour
l'autre modèle pourrait être insu�sant. Sur ce point, Cailleau et al. [37] ont montré que sur un cas de cir-
culation océanique, l'utilisation d'une communication synchrone (i.e. les deux modèles sont résolus avec le
même pas de temps) était préférable. Le lecteur peut se référer par exemple à Lovholt et al. [136], Lachaume
et al. [117] et Kassiotis et al. [104] pour d'autres références sur le couplage à un sens. Ces travaux présentent
respectivement un couplage 2DV entre le modèle de Boussinesq et celui de Saint-Venant dans le cadre de la
modélisation de tsunamis, un couplage 2D d'un modèle potentiel et d'un modèle de Navier-Stokes à deux
�uides appliqué à l'étude du déferlement de vague et un modèle 1DV de Bousinesq couplé à un modèle SPH
monophasique.

La formulation de ce type de couplage est :

Algorithme 5 Formulation du problème de couplage à un sens avec recouvrement dans[0; tmax ]

t = 0
while t < t max do

Solve L ext uext = f ext in 
 ext [ 
 reg

Then L reg ureg = f reg in 
 reg

Under the constraint ureg = uext on �
t = t + dt

end while

Il est important de noter que, si une condition ouverte parfaite peut être imposée sur le modèle externe,
le recouvrement n'est pas nécessaire. La résolution sera donc plus proche du problème initial (cf. Algorithme
4).
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10.2.2 Couplage à deux sens

La deuxième catégorie de couplage considère la communication entre chaque domaine résolu. On parle de
couplage à deux sens ou de couplage fort. Pour les mêmes raisons que pour le couplage à un sens, les domaines
peuvent se chevaucher ou non. Les travaux portant sur ce type de couplage sont à notre connaissance toujours
basés sur un recouvrement. Pour ce couplage, il faut satisfaire à l'interface de couplageA reg ureg = uext à
chaque pas de temps. Rigoureusement ceci n'est possible que si les modèles sont parfaitement compatibles
(ou équivalents) en zone de couplage. On touche ici au point clef du couplage de modèle. Si l'intersection
entre les domaines de couplage n'est pas toujours dans une zone où les modèles sont équivalents, il n'y a
aucune chance de satisfaire la contrainte d'interface naturellement.
Comme en pratique cela est plutôt rare, des itérations sont e�ectuées en posant un problème global qui a
pour contrainte A reg ureg = uext . Il nous semble qu'il existe une analogie forte avec la résolution d'équations
avec des schémas implicites. Ces schémas impliquent la résolution d'un système linéaire multi-diagonal, qui
fait qu'une variable en un point donné, dépend non seulement de ses voisines proches mais aussi de toutes
les autres valeurs du domaine. Hors cas particulier, on ne sait pas inverser parfaitement le système et on a
recours là aussi à des méthodes itératives pour trouver une bonne approximation des solutions du système.
Hélas dans le cas du couplage de modèle la comparaison s'arrête là. En e�et, si dans le cadre des schémas
implicites (pour un modèle sur un domaine) on résout bien le problème initial en itérant, le fait d'itérer
pour satisfaire une condition de couplage implique que l'on modi�e la physique résolue dans chaque domaine
de sorte de trouver un compromis. Le seul point rassurant là dedans est qu'on peut espérer que, pour des
modèles relativement compatibles, ce compromis soit unique. Reste que s'il faut itérer, c'est que le problème
de couplage est mal posé. Généralement la méthode itérative employée est celle de Schwarz :

Algorithme 6 Formulation de l'algorithme en temps global de Schwarz dans[0; tmax ] for two models

t = 0
while t < t max do

while interface regularity is not reacheddo
Solve L reg uk+1

reg = f reg in 
 reg

Under the constraint A1
reg uk+1

reg = A1
ext uk

ext on �
And solve L ext uk+1

ext = f ext in 
 ext

Under the constraint A2
ext uk+1

ext = A2
reg uk

reg on �
end while
t = t + dt

end while

D'un point de vue théorique sur ce type de méthode, Lions [132] a montré que le recouvrement n'est
pas nécessaire pour converger, mais que la manière de traiter la limite agit fortement sur la convergence
(cf. [214]). En pratique dans le monde du couplage, un recouvrement est utilisé semble t-il pour simpli�er
la formulation de cette méthode. Notons que l'utilisation de conditions ouvertes mène à une convergence
optimale selon Tayachi et al. [214]. Ceci doit sans doute justi�er d'autant plus l'utilisation de recouvrements
lorsque ce type de condition ne peut être parfaitement posé. Dans le cas des systèmes hyperboliques ceci
peut être fait relativement proprement lorsque le système n'est pas trop compliqué (cf. chapitre 5). Sans
être exhaustif sur ce genre d'approche, le lecteur peut se référer par exemple à Martin et al., Blayo et al.,
ou encore Tayachi et al. [150, 28, 214]. On peut également citer le travail de Glimsdal et al. [77] qui a étu-
dié l'e�et de la taille de la zone de recouvrement dans le cadre d'un couplage 1DV Boussinesq et Saint-Venant.

Finalement, il existe une dernière classe de méthode de couplage que l'on peut quali�er d'ad-hoc (cf.
Lemarié [124]). Généralement, à chaque pas de temps la compatibilité requise à l'interface est �assurée� par
une sorte de lissage ou prédiction �correction�. Pour citer quelques exemples, Colicchio et al. [44] couplent un
modèle potentiel avec un modèle bi�uide dans un contexte d'étude d'écoulement à fragmentation d'interface.
Dans le contexte des vagues longues déferlantes, Pringle et al. et Sitanggang et al. [183, 203] couplent un
modèle de Boussinesq avec un modèle bi�uide, avec une modélisation de la turbulence par une approche
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RANS. Pour �nir, un couplage entre le modèle de Boussinesq et le modèle de Saint-Venant est e�ectué dans
Son et al. [205].

La plupart des méthodes présentées précédemment sont prometteuses et permettent de traiter des pro-
blèmes inaccessibles avec un seul modèle. Cependant, comme il est di�cile d'assurer qu'on résout parfaite-
ment le problème initial, un minimum de prudence dans l'analyse des résultats est de mise. Par ailleurs, les
méthodes itératives sont généralement assez coûteuses. On décide donc dans la suite de suivre la voie d'un
couplage explicite sans itération. Cette méthode sera valable si les solutions des modèles sont compatibles en
zone de couplage, mais sans doute moins robuste que les méthodes itératives, si ce n'est pas le cas. Rappe-
lons que cette notion de robustesse est tout de même à pondérer car, comme on l'a vu précédemment, itérer
n'assure pas la convergence vers la solution du problème de couplage �parfait�, mais simplement de trouver
une solution �compromis�.

10.3 Une méthode de couplage totalement explicite

Par simplicité, nous allons raisonner en 1D mais l'extension en multi dimensions est relativement directe.
On suppose que les deux modèles couplés partagent seulement une interface notée� = 
 ext \ 
 reg . Chaque
modèle est résolu sur son domaine avec un schéma explicite. Le point clef est de se dire que l'interface entre
les domaines n'a pas de réalité physique, dès lors que les modèles sont parfaitement compatibles sur cette
interface. On peut, sous cette hypothèse, créer des cellules �ctives en bord de chaque domaines exactement
comme si on résolvait un unique modèle sur plusieurs sous domaines. La communication entre les domaines
peut être e�ectuée seulement à chaque pas de temps, si le pas de temps de résolution choisi satisfait une
condition CFL qui stipule qu'aucune information ne peut modi�er une interface (plus précisément les �ux
à l'interface) au cours d'un pas. Les cellules �ctives de raccord de domaine contiennent les variables internes
de la première cellule du domaine voisin. A chaque pas de temps, on échange à nouveau ces variables. Ce
principe est illustré en �gure 10.1.

Figure 10.1 � Couplage explicite grâce à des cellules fantômes.

L'algorithme de couplage s'écrit :

Algorithme 7 Couplage totalement explicite dans[0; tmax ] pour deux modèles

t = 0
while t < t max do

Solve L reg un
reg = f reg in 
 reg

And solve L ext un
ext = f ext in 
 ext

Send / Receive ghost cells value un +1
ghost � 
 reg

= un +1
� ext and un +1

ghost � 
 ext
= un +1

� reg

t = t + dt
end while

Évidemment la communication entre les deux domaines induit des transformations pour traduire les
variables d'un modèle dans le langage de l'autre. Ceci est donc dépendant des modèles couplés.
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10.4 Application

En première approche, on propose de coupler le modèle de propagation d'onde longue formulé par Saint-
Venant avec le modèle biphase à relaxation étudié précédemment. On rappelle ces modèles ci dessous.

Modèle de Saint-Venant en 1D :

ht + ( hu)x = 0

(hu)t + ( hu2 +
gh2

2
)x + ghbx = 0

Avec h, b et u respectivement la hauteur d'eau, la position de la bathymétrie et la vitesse horizontale.

Modèle isentropique à relaxation en multi-D :

@�1
@t

+ U � grad(� 1) =
P1 � P2

�
@�1� 1

@t
+ div(� 1� 1U) = 0

@�2� 2

@t
+ div(� 2� 2U) = 0

@�U
@t

+ div(�U 
 U + PI ) = � �! g

Avec � k la fraction volumique, � k la masse volumique,U le vecteur vitesse,Pk la pression de la phasek et
P la pression de �mélange�, telle quePg = Pl . On prend par exemple les lois d'états barotropes linéarisées.

Pl � P ref = c2
l (� l � � ref

l ) Pg � P ref = c2
g(� g � � ref

g )

10.4.1 Opérateur de couplage à l'interface

Pour dé�nir les opérateurs de couplage, ou opérateur d'équivalence entre les modèles, il faut réduire le
modèle le plus général, ici un modèle d'Euler diphasique, vers le modèle le plus simple, ici le modèle de Saint-
Venant. Chaque hypothèse e�ectuée pour cette dérivation nous servira ensuite à bien dé�nir les opérateurs
a�n d'être consistant à l'interface de couplage.

10.4.1.1 Dérivation

Le modèle diphasique est réduit à un seul �uide (� = 0 ), qui est supposé incompressible. Comme on l'a
vu dans le chapitre 6, la contrainte d'incompressibilité peut être montrée formellement en adimensionnant
les équations et en faisant tendre le nombre de Mach vers0. On se place en 2D a�n d'alléger les équations
(l'extension 3D étant sans di�culté particulière). On suppose également que le �uide est irrotationnel. On
obtient alors les équations d'Euler monophasique en écoulement incompressible et irrotationnel :

ux + wz = 0

ut + uux + wuz = �
1
�

Px

wt + uwx + wwz = �
1
�

Pz � g

uz � wx = 0

Il reste à poser des conditions aux limites, adimensionner les variables pour faire apparaître les paramètres

représentatifs d'une onde longue, supposer que le paramètre� =
h0

�
est petit devant 1 et intégrer sur la
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verticale. On retrouve alors le système de Saint-Venant. Cette dérivation a été e�ectuée au chapitre 2 et
n'est donc pas réitérée ici. Les implications de cette dérivation sur les variables sont :

u = u (10.4.1)

w = �
�
u(z � b)

�
x (10.4.2)

P = �g (� � z) (10.4.3)

10.4.1.2 Consistance des variables à l'interface

A�n d'exprimer la consistance des variables en zone de couplage, on se place sur l'interface� . Sauf
indication contraire, les variables sont donc exprimées sur� .

(a) Cas 1D - 2D. (b) Cas 2D - 3D.

Figure 10.2 � Lien entre domaines hétérogènes.

L'interface est supposée être placée dans une zone où le modèle minimum est valide, ou dit autrement,
le modèle biphase (noté iciEU ) se réduit au modèle de Saint-Venant. On a donc par hypothèse :

� Conservation de la masse :

hSV = hEU

� Conservation de la quantité de mouvement :

() hSV uSV = hEU uEU

() uSV = uEU

� Conservation de l'énergie :

�
�g (� � z) +

�u 2

2
+

�w 2

2

�

SV
=

�
�g (� � z) +

�u 2

2
+

�w 2

2

�

EU

() wSV = wEU

Soit évidemment :

hSV = hEU ; uSV = uEU = u ; wSV = wEU ; PSV = PEU
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Maintenant, il faut construire les projecteurs qui vont assurer cette consistance lors des communications
entre les modèles. Les projecteurs traduisent les variables d'un modèle vers un autre. Les communications
entre les modèles se font par le biais de cellules fantômes (cf. �gures 10.3(a), 10.3(b) et 10.3(c)). Il est
important de noter que comme nous utilisons un modèle biphase compressible d'un côté de l 'interface, nous
n'aurons en pratique jamais � = cste, mais seulement� � cste. Il y a donc deux choix possibles pour les
opérateurs de projections. Le premier est de se baser sur le modèle de SV : on impose� = cste et une pression
hydrostatique incompressible lors des projections des cellules SV vers les cellules �ctives EU. Le second choix
est d'imposer une pression hydrostatique au sens compressible et d'en déduire le pro�l de masse volumique
associée :

c2
0

@�
@z

= � �g

=) � = � ref e
� g ( z � z ref )

c 2
0 (avec la loi d'état barotrope linéarisée,zref le niveau de surface libre).

Ces deux approches sont similaires lorsquec0 >> 1. Comme on étudie des ondes d'eau, on a évidemment
� � � w et � � 0. Nous avons choisi la seconde solution, mais ceci est arbitraire et sans incidence. On a
�nalement :

PSV � to � EU :

� (z < � )EU = � w e
� g ( z � z ref )

c 2
0

u(z < � )EU = uSV = u

w(z < � )EU = wSV = �
�
u(z � b)

�
x

P(z < � )EU = P ref + c2
w (� w � � ref

w )

PEU � to � SV :

hSV = hEU

uSV = uEU

Finalement, la consistance des variables est quasi assurée à l'interface car on a (avecf � L et f � R respec-
tivement les variables à gauche et à droite de l'interface) :

h� L
SV = h� L

EU and h� R
EU = h� R

SV

=) h�
SV = h�

EU

u� L
SV = u� L

EU and u� R
EU = u� R

SV

=) u�
SV = u�

EU

Notons que ces implications ne sont pas parfaitement justes car on utilise des solveurs di�érents de chaque
coté de l'interface. Cependant si les solveurs sont consistants, l'écart possible seraa priori négligeable.

Remarque 37. Pour déterminer le niveau de surface libre� dans
 EU , on peut par exemple chercher� = 0 :5
ou encore� = 500km=m3, mais cela conduit, si le maillage est trop grossier, à des erreurs d'estimation. Une
meilleure solution consiste à s'appuyer sur le fait que la pression est hydrostatique. Cette hypothèse, qui doit
être véri�ée dans le cadre du couplage présenté, permet le calculhEU de façon plus précise.

Remarque 38. Pour le modèle diphasique, il reste un point à régler. Les variables dans les cellules �ctives

 EU ont été précisées grâce aux opérateurs de projection mais seulement dans les zones sous la surface libre.
Pour les zones d'air, le modèle de SV ne donne aucune information. Des conditions ouvertes sont imposées
a�n de laisser sortir les ondes du domaine
 EU .
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(a) Projection de SV vers EU �ctif. (b) Projection de EU vers SV �ctif.

(c) Cas complet.

Figure 10.3 � Projections en domaines hétérogènes.
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10.4.2 Cas tests

Le cas test e�ectué est basé sur une expérience de Synolakis [212], pour laquelle le modèle de SV donne
de très bon résultats et peu donc nous servir de référence. On peut aussi s'appuyer sur la solution analytique
(du modèle de SV) de Carrier et Greenspan [39]. Cette expérience consiste en une onde solitaire linéaire qui
rencontre une pente, la gravit, puis repart d'où elle est venue.

Le domaine choisi pour le modèle de SV estx 2 [0; 76]m et pour le modèle diphasiques(x; y) 2 [76; 82] �
[� 0:25; 0:25]m2. La bathymétrie est dé�nie par : b = � 1m pour x < 60:15m et b = 1=(80� 60:15)�(x � 60:15)�

1m sinon. L'onde solitaire est initialisée enx0 = 60:15 �
q

4 � h3
0=(3 � a0) � (log(

p
1=0:05 +

p
1=0:05� 1))m

dans le domaine de SV par :

� = a0 � sech2(
q

3 � a0=(4 � h3
0)(x � x0))

u =
p

gh0(�=h 0)

aveca0 = 0 :019m et h0 = 1m. Ce cas est illustré en �gure 10.4.2.

Figure 10.4 � Cas test de Synolakis.

Pour le modèle diphasiques on prendcl = cg = 20m=s et on initialise simplement un volume d'eau
sous� = 0 à la pression hydrostatique et un volume d'air au dessus. La méthode de Carrier et Greenspan
est considérée pour nous fournir une solution de référence. Des comparaisons sont e�ectuées au niveau des
sondes d'élévationsS1; S2; S3; S4 placées respectivement enx = 60:15; 70:05; 74:90; 79:75m, soit 3 sondes
dans le domaine de SV et1 sonde dans le domaine diphasique. Le calcul e�ectué utilise des cellules pour la
zone SV de4 x = 0 :38m et pour la zone diphasique des cellules de tailles variables telles que4 x = 4 y =
[0:0125; 0:0016]m grâce à l'utilisation de la méthode AMR. Le ra�nement de maillage est simplement basé
sur le gradient de masse volumique ici.
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On illustre qualitativement en �gure 10.5 les résultats obtenus avec la méthode de couplage. L'onde passe
d'un domaine à un autre sans di�culté. En zoomant fortement, on peut cependant observer des toutes petites
perturbations qui nécessiterait de ra�ner le maillage dans le domaine diphasique.

On compare maintenant, en �gures 10.7(a) et 10.7(b), l'élévation dans le domaine de SV sur la sondeS2 et
dans le domaine diphasique sur la sondeS4, entre le calcul avec couplage et la solution analytique associée
au modèle de SV. Les résultats sont satisfaisants. On observe, tout de même, des petites perturbations.
Il faudrait ra�ner le maillage pour les réduire et améliorer les résultats. Notons que le couplage n'a pas
exactement à coller à la solution analytique, car celle-ci est une solution du modèle de SV. Or le run-up
est potentiellement di�érent entre le modèle de SV et le modèle diphasique. Néanmoins, compte tenu des
échelles misent en jeu par ce cas test, les résultats doivent être proches.

Pour montrer le potentiel de cette méthode de couplage, on e�ectue le même cas test avec une �digue�
placée au ras du niveau d'eau sur la plage. On illustre en �gure 10.6 l'impact sur cette digue. On voit la
vague d'abord impacter la structure, puis passer en partie par dessus et en partie être ré�échie. Il est possible,
grâce à ce couplage, d'estimer relativement précisément la force exercée sur la digue en en temps réduit par
rapport à un calcul complet avec le modèle diphasique.

Remarque 39. L'application de cette approche pour un couplage du modèle de SGN vers un modèle di-
phasique est relativement directe. Il su�t de suivre le même raisonnement en remplaçant les vitesses et la
pression associées au modèle de SGN au lieu de SV. La di�culté principale est d'ordre pratique, car les
expressions de vitesses et de pression du modèle de SGN sont plus compliquées et reposent sur des termes
d'ordre élevés (cf. chapitre 3 pour le détails de ces expressions). Dans le cas où on considère le système de
SGN approché, comme nous l'avons fait dans cette thèse, une question se pose : que valent les variables
auxiliaires du modèle dans les cellules �ctives du coté diphasique ?

(a) (b)

Figure 10.7 � Comparaisons quantitatives de l'élévation de la surface libre au cours du temps entre le
couplage SV-diphasique et la solution analytique (SV), sur une sonde placée dans le domaine de SV et une
sonde placée dans le domaine diphasique.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 10.5 � Couplage SV-diphasique : élévation de surface libre pour le modèle de SV (à gauche) et masse
volumique pour le modèle diphasique (à droite) à di�érents instants.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 10.6 � Couplage SV-diphasique avec impact sur une digue.
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10.5 Bilan

Dans ce chapitre, on a vu les di�érentes méthodes de couplages possibles. Les méthodes à un sens
nécessitent des conditions au limites de qualité, mais sont souvent su�santes en pratique. Les méthodes à
deux sens peuvent s'a�ranchir de traiter réellement des conditions aux limites, puisque par construction, les
deux modèles doivent être valides dans la zone de couplage. Il peuvent donc échanger leurs �informations�
comme si un unique modèle était résolu. Ce type de couplage a un potentiel intéressant car il arrive qu'il
y ait des ré�exions internes dans les domaines et que di�érentes ondes rentrent et sortent du domaine
simultanément, nécessitant donc un couplage fort entre les domaines. Cependant, il est di�cile de garantir
que l'interface de couplage soit bien placée en pratique, ce qui peut engendrer des erreurs importantes. Ce type
d'approche est donc utile, mais doit être maniée avec précaution. Une méthode simple a été présentée pour
coupler le modèle de SV et un modèle diphasique. Un cas test académique a permis de valider l'approche et un
cas plus pratique a été e�ectué pour montrer l'intérêt de ce couplage pour évaluer relativement précisément
des impacts de vagues. L'extension à un couplage SGN-diphasique est relativement directe d'un point de vue
théorique, mais nécessite de calculer des dérivées d'ordres élevés pour construire les projecteurs du modèle
de SGN vers le modèle diphasique.
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Conclusions et perspectives

Cette thèse a permis d'étudier quelques modèles et méthodes de résolution permettant de simuler un
tsunami dans sa phase de propagation et sa phase d'impact à la côte.

Pour pouvoir simuler toute la vie d'un tsunami depuis sa génération, il est nécessaire d'avoir recours à
des modèles approchés pour obtenir des temps de calcul acceptables. Le modèle non linéaire et non dispersif
de Saint-Venant a permis de reproduire le tsunami du Japon de 2011 avec un bonne précision. D'un point
de vue numérique, la résolution est e�cace grâce notamment à la simplicité du modèle et à la méthode
de maillage adaptatif à seuil de ra�nement automatique proposée. Pour des �impacts� lents comme la
submersion d'une digue, les résultats obtenus ont permis de retrouver que la digue de la baie de Kamaishi
avait cédé principalement à cause de l'e�ort quasi statique dû à la di�érence de hauteur d'eau entre l'amont
et l'aval de la digue. Par contre, sur de grandes distances ou pour des vagues plus sujettes aux e�ets dispersifs,
ce modèle peut se révéler insu�sant.

Une approximation hyperbolique du modèle non linéaire et faiblement dispersif de Serre-Green-Naghdi
a été étudiée pour palier à ces défauts. Cette approche se révèle e�cace et pourrait constituer une voie
pour envisager des études relativement �nes en des temps de calculs acceptables. Cependant le modèle de
Serre-Green-Naghdi comporte un défaut qui peut fausser largement les résultats. Ce modèle ne contient
aucune limite aux croissances des non linéarités. Les vagues, qui déferlent dans la réalité, se retrouvent donc
avec ce modèle particulièrement mal prédites. Pour palier ce problème, l'approche dite hybride consistant à
décrire une déferlante grâce à un choc (dissipatif) du modèle de Saint-Venant a été investiguée. Pour cela,
une modi�cation du système approché de SGN a été proposée. En plus des e�ets parasites connus pour le
système hybride exact, aux limites de transition entre les deux modèles, des oscillations dues aux conditions
initiales du modèle de SGN données au modèle de SV ont été mises en évidence. Di�érentes stratégies de
bascule d'une limite à une autre du modèle (SGN� SV) ont été investiguées. Il en ressort qu'il est possible
de réduire les e�ets parasites dus à la bascule grâce à une transition progressive. Cependant, dans tous
les cas, ces oscillations parasites restent mesurées avec la méthode de résolution employée, à la di�érence
semble-t-il, des méthodes de la littérature. Ceci a permis d'obtenir des résultats convergents en maillage
et physiquement satisfaisants d'une onde solitaire déferlante. Cet avantage est sans doute dû au fait que,
comme un modèle approché de SGN a été considéré, nous avons pu utiliser un solveur de type Godunov
unique pour résoudre le modèle dissipatif et non une combinaison de méthodes numériques. Des comparaisons
plus précises seraient intéressantes pour clari�er ce point. Il semble donc possible avec cette approche de se
contenter d'une transition raide, simple de mise en ÷uvre, du modèle de SGN vers celui de SV etvice versa
pour simuler relativement précisément et de manière e�cace la vie d'un tsunami de la zone de génération à
la côte. Un point qui serait intéressant d'étudier pour les modèles de type Boussinesq, comme celui ci, est la
transition sec-mouillé a priori délicate à traiter.

Pour modéliser avec une plus grande précision un déferlement ou un impact de vague sur une structure,
des modèles diphasiques compressibles ont ensuite été considérés.

Une des di�cultés majeures de la résolution de ce type de modèles est d'être capable d'obtenir une
méthode numérique dont la précision est indépendante du régime de l'écoulement ou autrement dit �Tous
Mach�. Nous avons vu qu'il est possible de montrer que l'erreur de troncature d'un schéma de type Godunov
(en l'occurrence celui de Lax-Friedrichs) explose à bas Mach et que cette dépendance vient de la di�usion
induite par le schéma sur l'équation de quantité de mouvement. Di�érentes corrections de la littérature,
cohérentes avec cela, ont ensuite été étudiées. Ces méthodes ont montré leur e�cacité sur des cas simples.

227



Cependant des oscillations ont été observées sur des cas 1D. Une analyse du caractère oscillant en 1D de
ces corrections a été e�ectuée et a permis de montrer (pour un schéma particulier) qu'il n'est pas possible
d'assurer la propriété de préservation asymptotique (i.e. bon à Tous Mach) et de rendre le schéma TVD.
Une version TVD de ces corrections a été proposée, mais restreint leur capacité à bas Mach. Pour réduire les
oscillations du schéma préconditionné initial, tout en conservant ses capacités à tous les nombres de Mach,
nous avons relaxé la contrainte TVD vers une contrainte TVB. Au �nal la correction (ou limitation) proposée
permet de réduire les oscillations engendrées par les préconditionnements classiques étudiés et de conserver
leurs caractères Tous Mach.

Après quelques cas tests délicats e�ectués avec deux modèles diphasiques, le modèle isentropique à re-
laxation a été retenu. Ce modèle a permis, entre autres, de simuler le passage d'onde de choc et de détente
dans un milieu aéré et pur. Ces validations satisfaisantes nous ont conduit à étudier des cas d'impacts sim-
pli�és, mais relativement représentatifs d'impacts de vagues. Un cas d'impact de lame non aérée sur un mur
a été validé et des cas de mélange ont été étudiés qualitativement. D'un point de vue physique, il en ressort
que plus le milieu est aéré plus la pression maximale d'impact est réduite, mais plus sa durée est grande.
Même si une étude plus approfondie, avec notamment d'autres cas tests et l'utilisation de discrétisations
di�érentes, serait intéressante, ces résultats permettent d'imaginer qu'elle sera l'impact d'un rouleau sur une
structure. Aussi il faut noter que nous avons rencontré des oscillations numériques non acceptables sur des
cas à �grande� échelle de temps, dès lors que les vrais vitesses du son avaient besoin d'être considérées. La
validation du solveur Tous Mach limité sur des cas compliqués est donc peu probante. Ce type de di�culté
est connu de la littérature, bien que très peu d'études de cas instationnaires aient déjà été e�ectuées. Une
poursuite du travail du chapitre 6 pour essayer d'éliminer ces e�ets parasites serait intéressante.

D'autre part, pour réduire les temps de calcul, il serait intéressant de développer un schéma implicite en
temps. La formulation �sans matrice� étudiée au chapitre 5 sur les équations d'Euler semble adéquate pour
les applications visées, car le coût mémoire des schémas implicites plus classiques (à inversion �directe�) est
lié à la taille des maillages. Cependant les simpli�cations e�ectuées pour arriver à ce schéma simple, semblent
a�ecter la stabilité inconditionnelle du schéma de base. Ceci nous a conduit à rejeter cette approche, mais
il est clair qu'il faudrait poursuivre pour sans doute trouver un compromis entre coût mémoire et stabilité
pour pouvoir utiliser des plus �grands� pas de temps que ceux imposés par les schémas explicites.

En�n, une méthode de couplage explicite entre modèles hétérogènes a été présentée. Un modèle adéquat
à la propagation, comme le modèle de Saint-Venant ou le modèle de Serre-Green-Naghdi, a été couplé avec
un modèle diphasique permettant de modéliser des impacts ou des déferlements. Pour pouvoir permettre
l'arrivée éventuelle de plusieurs vagues avec des ré�exions d'un domaine vers l'autre, un couplage à deux sens
a été considéré. Cette méthode se révèle potentiellement e�cace car le modèle coûteux n'est résolu que dans
la zone où la physique le nécessite. Cependant, pour que le couplage soit rigoureusement posé, il faut que
l'interface entre les deux domaines soit placée dans une zone où les deux modèles couplés sont parfaitement
valides. Ceci est loin d'être facile à réaliser en pratique. Une manière de procéder est de faire plusieurs calculs
préliminaires pour savoir où placer cette interface, ce qui est assez coûteux. Il est de plus possible que cet
emplacement soit valide à un certain moment, puis faux quelques instants plus tard. Néanmoins en relaxant
un peu l'exigence sur la qualité du couplage on peut espérer élargir le champ d'application.
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Annexe A

Compléments sur le modèle bi-phase
isentropique à relaxation

Cette annexe précise certaines propriétés et relations associées au modèle diphasique à relation de pres-
sions présentés en Section 4.3.4. On Rappelle que les vecteurs propres à droite et à gauche d'un système
hyperbolique sont dé�nis respectivement parAK i = � i K i et L i A = � i L i avec A la jacobienne du système.
En travaillant avec les variables primitives de ce système on aW = ( � 1; � 1; � 2; u). Rappelons aussi que
� 1 = u � cf , � 2 = u et � 3 = u + cf . On obtient :
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Dans le cas général il est di�cile de déterminer tous les invariants de Riemann (cf. le chapitre 5 pour leurs
dé�nitions). Notons cependant qu'à travers la discontinuité de contact (� 2 = u) ils s'obtiennent facilement :
u = cte et P = cste. On retrouve donc un résultat classique de la dynamique des gaz avec une pression (ici de
mélange) et une vitesse constantes à travers cette discontinuité. Pour obtenir d'autres invariants (mais pour
des EOS linéarisés) le lecteur peut se référer à [40] où un solveur exact est détaillé dans ce cas particulier.

Une propriété très importante est que ce modèle, sélectionné pour des raisons numériques, doit dans
un certaine mesure donner des solutions proches du modèle en équilibre de pression (modèle de la Section
4.3.3) qui correspond à la physique que l'on souhaite représenter. L'idée pour montrer cela est d'e�ectuer
un développement asymptotique dans le modèle à relaxation sur chacune de ses variables avec un petit
paramètre � qui, lorsqu'il est nulle, implique � relax = � eq. Le lecteur est renvoyé à Chanteperdrix [40] ou
Saurel et al. [197] pour les détails de la preuve, basée sur un développement de type Chapman-Enskog.
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Annexe B

Quelques changements de
coordonnées et solutions analytiques
de vortex stationnaires

Rappel de changement de coordonnées avec le système de SV

Soit le système de Saint-Venant en 2D sur bathymétrie constante (
�!
U = ( ux ; uy ) correspond à la vitesse

moyenne sur la verticale) :

@h
@t

+ div
�
h

�!
U

�
= 0 (B.0.1)
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En coordonnées cylindrique, avec
�!
U = ( ur ; u� ), on a :
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Rappel de changement de coordonnées avec le système d'Euler ba-
rotrope

Soit le système d'Euler en 2D avec la loi d'étatP = Pref + c2
ref (� � � ref ) et

�!
U = ( ux ; uy ) :
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En coordonnées cylindrique, avec
�!
U = ( ur ; u� ), on a :
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Solutions analytiques de vortex stationnaires

L'intérêt principal de ces solutions analytiques dans cette thèse est de pouvoir évaluer des schémas
numériques en condition asymptotique (par exemple faible Mach pour les équations d'Euler ou faible Froude
pour les équations de SV). Comme on se place dans un cadre stationnaire, ces solutions fournissent les
conditions initiales (bien préparées) pour e�ectuer des tests numériques et évidemment par construction ces
solutions sont valables pour tout temps. Le Vortex stationnaire que l'on construit est inspiré des travaux de
Gresho et al. [83] qui ont proposé ce cas test dans le cas des équations de Navier Stokes incompressibles. Les
calculs des paragraphes précédents ont permis d'obtenir les équations de SV et d'Euler barotrope2D dans
un repère cylindrique particulière adéquat pour ce type de cas.

Vortex solution des équations de SV :
On prend (avec

�!
U = ( ur ; u� )) :

�!
U =

8
><

>:

(0; 5r ) if 0 � r � 0:2
(0; 2 � 5r ) if 0:2 < r � 0:4
(0; 0) if r > 0:4

(B.0.11)

En imposant de plus h = h(r; � ) l'équation de conservation de la masse (ou hauteur d'eau) (B.0.3) donne
@hu�
@�

= 0 . L'équation de conservation de quantité de mouvement selon�! e� (B.0.5) combinée à ce résultat

donne h = h(r ). L'équation de conservation de quantité de mouvement selon�! er (B.0.4) donne �nalement
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. On a donc :
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(B.0.12)

La traduction de ces conditions au cas cartésien est directe avec les formules de base de trigonométrie. Par
faciliter l'analyse en fonction du nombre de Froude on peut écrire avechmax � h0 : F r max �

umaxp
gh0

soit

F r max �
1

p
gh0

. Il su�t donc de bien choisir h0 pour imposer leF r souhaité.

Les �gures B.1(a) et B.1(b) illustrent respectivement le champs de hauteur d'eau et de vitesse horizontale
pour le cas avecF r max � 0:01.
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(a) Hauteur d'eau. (b) Vitesse horizontale.

Figure B.1 � Illustration de la solution stationnaire du vortex de Gresho pour le système de SV àFr max �
0:01.

Vortex solution des équations de Euler barotrope :

De la même manière dans le cas des équations d'Euler barotrope on a :� = � (r ) et
@�
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=
�u 2

�

c2
0r

. On a donc :
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(B.0.13)

La conversion au cas cartésien est directe. Pour faciliter l'analyse en fonction du nombre de Mach il su�t de

choisir c0 pour avoir le Mach souhaité avecM �
1
c0

.
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Annexe C

Éléments pour les calculs d'erreurs de
troncatures

Cette annexe donne les éléments utilisés en section 6.3 du chapitre 6 pour calculer l'erreur de consistance
d'un schéma. Pour cela, il est nécessaire d'établir le degrés d'approximation des schémas utilisés.

Soit un intervalle I tel que I 2 R, x0 2 I et f : I ! R une fonction de classeCn sur I avec n un
entier naturel, alors pour tout h 2 R tel que (x0 + h) 2 I le développement de Taylor (ou théorème de
Taylor-Young) donne :

f (x0 + h) = f (x0) + h
df (x0)

dx
+

h2

2!
d2f (x0)

dx2 + ::: +
hn

n!
dn f (x0)

dxn + O(hn +1 ) (C.0.1)

Dans un cadre discret pour une fonctionun
i := u(x i ; tn ) (ie. i un indice spatial et n un indice temporel)

satisfaisant les contraintes précédentes on a donc jusqu'à l'ordre3 :
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On obtient donc aisément quelques approximations utiles (pour simpli�er les notations, on utilise la

notation de dérivée suivante :f t :=
@f
@t

et idem pour l'espacex ; à ne pas confondre avec les indices discrets

i et n) :
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