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Introduction

Les phŽnom•nes dÕŽrosion reprŽsentent des mŽcanismes complexes et sont sources de tr•s

grands probl•mes provoquant, par exemple, la rupture des ouvrages hydrauliques tels que les

digues ou les barrages. Ces ruptures peuvent gŽnŽrer des dŽg‰ts catastrophiques, ˆ lÕexemple

des inondations qui ont dŽvastŽ une partie importante du littorale vendŽen, suite ˆ la des-

truction des digues de protection, apr•s le passage de la temp•te Xynthia en 2010. Plus

gravement a!ectŽes, les digues de la Nouvelle OrlŽans ont cŽdŽ face ˆ la force du cyclone

Katrina en 2005, en ravageant la moitiŽ de la ville et en causant une gigantesque inondation.

Des incidents similaires sont observŽs un peu partout dans le monde et avec le rŽchau!ement

de la plan•te qui cause le dŽr•glement climatique et lÕŽlŽvation du niveau des eaux, ces ŽvŽ-

nements seront de plus en plus frŽquents et dŽvastateurs.

LÕagence europŽenne pour lÕenvironnement recommande, via le programme EUROSION1,

de renforcer la base de connaissance de la gestion, ainsi que de la planiÞcation de lÕŽrosion.

Plusieurs axes de recherche et dÕinnovation ont ŽtŽ privilŽgiŽs pour rŽpondre ˆ cette pro-

blŽmatique aÞn de lÕanticiper et planiÞer des solutions pour y remŽdier. Dans ce contexte,

la modŽlisation des mŽcanismes de lÕŽrosion doit permettre lÕŽlaboration de solutions pour

sŽcuriser les ouvrages et les rendre moins sensibles ˆ ces phŽnom•nes. CÕest pourquoi depuis

quelques annŽes de nombreux travaux portent sur la modŽlisation et la simulation numŽrique

des phŽnom•nes dÕŽrosion.

Dans ce domaine, les projets dŽveloppŽs pendant la collaboration entre lÕInstitut de MathŽ-

matiques de Toulon (IMATH) et lÕInstitut National de Recherche en Sciences et Technologies

pour lÕEnvironnement et lÕAgriculture dÕAix-En-Provence (Irstea), ˆ travers la th•se de Da-

mien Lachouette [60], ont portŽ un intŽr•t particulier sur la modŽlisation dÕune interface

ßuide/solide avec Žrosion en application ˆ lÕŽrosion interne. Le travail a ŽtŽ consacrŽ ˆ la

modŽlisation de lÕŽvolution dÕune interface entre un milieu de sol et un milieu ßuide. Le

mouvement de cette interface est rŽgi par lÕŽrosion du sol sous lÕe!et de lÕŽcoulement. La

prŽsente Žtude sÕinscrit dans la continuitŽ de ce travail.

1. http://www.eurosion.org
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Introduction

Le travail prŽsentŽ dans ce mŽmoire de th•se porte sur la modŽlisation numŽrique de lÕŽro-

sion dÕun sol supposŽ cohŽsif par un Žcoulement incompressible dŽcrit par les Žquations de

Navier-Stokes ˆ des nombres de Reynolds faibles ou modŽrŽs. Le but est de rŽaliser des simu-

lations numŽriques avec prŽcision et ˆ moindre cožt. Cette Žtude sÕarticule en cinq chapitres,

organisŽs selon lÕaxe : modŽlisation, approximation et application.

Dans le premier chapitre, nous prŽsentons le contexte relatif ˆ lÕŽrosion dans les ouvrages

hydrauliques, en exposant une br•ve Žtude des enjeux et des problŽmatiques liŽs ˆ ce phŽ-

nom•ne. Ensuite, nous exposons la modŽlisation que nous allons suivre, en commen•ant par

Žtablir les hypoth•ses du probl•me. Le mod•le suppose un sol cohŽsif et impermŽable sous

un Žcoulement diluŽ conduisant ˆ une loi dÕŽrosion interfaciale. Puis, nous prŽsentons les

Žquations relatives aux comportements du ßuide, ˆ lÕŽrosion du sol et ˆ lÕinterface ßuide/sol.

EnÞn, nous exposons lÕapproche numŽrique retenue pour la mise en Ïuvre.

Les chapitres deux, trois et quatre, prŽsentent respectivement la mŽthode Level Set utili-

sŽe pour le suivi de lÕinterface, les schŽmas de discrŽtisation DDFV (Discrete Duality Finite

Volume), qui prŽsentent des formulations pertinentes pour autoriser des ra" nements locaux

sur maillages non-conformes et non-structurŽs, ainsi que la rŽsolution des Žcoulements in-

compressibles dŽcrits pas les Žquations de Navier-Stokes.

Le cinqui•me chapitre a pour objet de donner des rŽsultats numŽriques de validation et

dÕanalyse dÕŽrosion. Avant de commencer lÕassemblage des outils dŽveloppŽs lors des trois cha-

pitres prŽcŽdents, nous proposons deux approches consistantes pour dŽterminer la contrainte

exercŽe par lÕŽcoulement sur le sol. Ce point est essentiel pour prŽdire la vitesse dÕŽrosion. On

terminera par des simulations dÕŽrosion de cylindre et de boule pour comprendre les e!ets

de lÕŽrosion ˆ des Žchelles caractŽristiques de la naissance du phŽnom•ne et au delˆ.
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1 ƒtat de lÕart et modŽlisation

Ce chapitre est consacrŽ en premier lieu ˆ une br•ve prŽsentation des problŽmatiques et

des enjeux soulevŽs par les phŽnom•nes liŽs ˆ lÕŽrosion interfaciale en prŽsence dÕouvrages

hydrauliques. Dans la premi•re partie nous donnons une description gŽnŽrale des techniques

expŽrimentales mises en Ïuvre pour Žtudier lÕŽrosion des sols. Cette partie permet donc de

mettre en Žvidence le niveau de vulnŽrabilitŽ des ouvrages lorsquÕils sont confrontŽs ˆ ce

type dÕŽrosion. Pour les sŽcuriser et pour comprendre les processus de leur ŽrodabilitŽ, une

modŽlisation de lÕŽrosion est donc essentielle. Dans le but de rŽaliser des simulations numŽ-

riques dŽcrivant les mŽcanismes de ces phŽnom•nes, nous introduisons le mod•le physique

qui constituera le cadre de notre Žtude. Ainsi, dans la seconde partie de ce chapitre nous

annon•ons les dŽtails de la modŽlisation numŽrique de lÕŽrosion avec les choix des hypoth•ses

et lÕapproche que nous avons retenu.

1.1 Le contexte

LÕŽrosion constitue un des principaux probl•mes dans la dŽgradation, lÕappauvrissement et

la perte des sols en dŽpla•ant les matŽriaux les constituant. Par consŽquent, les phŽnom•nes

liŽs ˆ lÕŽrosion a!aiblissent la qualitŽ et la productivitŽ des terres et nuisent ˆ lÕe"cacitŽ

et ˆ la performance des Žcosyst•mes. Ces phŽnom•nes sont aussi une cause majeure dans

la rupture des ouvrages hydrauliques tels que les digues ou les barrages. De nombreux cas

de ruptures de barrages ˆ travers le monde ont ŽtŽ rapportŽs dans la littŽrature du gŽnie

civil [39,42] et il en est de m•me pour les digues et les levŽes [71]. Dans ce domaine, la gestion

des ouvrages hydrauliques en terre et la maitrise du risque nŽcessitent de mieux connaitre

les mŽcanismes ŽlŽmentaires mis en jeu lors de lÕŽrosion. J.-J. Fry a dressŽ rŽcemment un

bilan complet du probl•me de lÕŽrosion interne dans les barrages et les digues dans [41].

Le dŽr•glement climatique accentuera ces probl•mes et en fera surgir dÕautres qui pour-

raient atteindre des proportions plus catastrophiques. En plus, la Commission Internationale

des Grands Barrages recense que63% des barrages sont en terre, donc soumis ˆ un risque

rŽel dÕŽrosion. La connaissance des mŽcanismes dÕŽrosion et de sa modŽlisation sont donc

cruciales : dÕune part, pour prŽdire leur comportement et anticiper leur scŽnarios de rupture,

et dÕautre part pour permettre de rŽaliser des ouvrages neufs ou rŽhabilitŽs plus rŽsistants.
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1 ƒtat de lÕart et modŽlisation

Pour illustrer ces phŽnom•nes de rupture dÕouvrages, un exemple rŽcent en France quÕon

pourrait citer est la rupture de barrage des Ouches dans le Puy-de-Dr™me en juillet 2001.

Dans ce registre, la rupture en moins de quatre heures du barrage de Teton au ƒtats-

Unis en 1976 (100m de haut) est une rŽfŽrence historique. Sur les photos de la Þgure1.1,

on observe que, ce qui nÕŽtait apparemment quÕune simple fuite ˆ lÕaval de lÕouvrage, a

conduit ˆ lÕe!ondrement total de lÕouvrage. Une br•che a ŽtŽ creusŽe et Žlargie ˆ cause de la

conduite dÕeau, en laissant passer un Žcoulement important qui a continuŽ dÕarracher le sol

de lÕouvrage.

Figure 1.1: Di!Žrentes prises de vue du barrage de Teton au cours de sa rupture.

Les petits barrages sont Žgalement concernŽs, comme en tŽmoigne la rupture dÕun autre

barrage dans le Missouri aux ƒtats-Unis en 2005, o• de petites fuites avaient a!aibli son

parement amont. Les digues peuvent subir aussi le m•me sort ˆ lÕinstar des seize br•ches

survenues dans les digues de Camargues lors des crues du Rh™ne de lÕhiver 1993-1994 ou plus

rŽcemment lÕŽrosion de lÕensemble du cordon dunaire de lÕële de RŽ et des plages avoisinantes

lors du passage de la temp•te Xynthia en 2010 en VendŽe.

Figure 1.2: Exemple de br•che suite ˆ lÕŽrosion dÕune digue (R. Frell et J.-J Fry [37]).
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1.1 Le contexte

1.1.1 Origines et typologie de lÕŽrosion

Des Žtudes expŽrimentales menŽes par J. L. Briaud [18] ont mis en Žvidence que trois

catŽgories de param•tres sont en jeu dans le probl•me dÕŽrosion. Premi•rement la nature et

lÕŽtat du sol, deuxi•mement lÕeau environnante et troisi•mement la gŽomŽtrie qui dŽtermine

lÕŽcoulement de lÕeau en interface ou ˆ travers lÕouvrage. Le sol se caractŽrise principalement

par son ŽrodabilitŽ, lÕeau essentiellement par sa vitesse, et la gŽomŽtrie par les dimensions

de lÕouvrage ou des obstacles.

Les phŽnom•nes dÕŽrosion se di!Žrencient en deux types : Žrosion externe et Žrosion interne.

Ð LÕŽrosion externe : elle peut •tre dŽcrite comme la dŽstructuration de surface par

arrachement et dŽplacement des particules dÕun sol ou dÕune roche sous lÕaction dÕun

Žcoulement. Elle peut •tre engendrŽe par des circulations dÕeau sur la cr•te de lÕouvrage

provoquant alors une surverse (exemple(a) de la Þgure1.3).

Ð LÕŽrosion interne : elle est dŽÞnie comme une migration de particules engendrŽe par un

Žcoulement hydraulique souterrain dans le sol ou dans un ouvrage en terre. Elle se dŽve-

loppe sÕil y a la combinaison, ˆ lÕintŽrieur du volume de lÕouvrage, de deux phŽnom•nes :

lÕarrachement des particules et leur transport. Plusieurs mŽcanismes de lÕinitiation de

ce type dÕŽrosion ont ŽtŽ identiÞŽs par J.-J. Fry [41], dont les deux principaux sont :

1. LÕŽrosion de conduit o• lÕŽcoulement dans une Þssure, un trou ou une cavitŽ, Žrode

les parois (Þgure1.3, exemple (b)). Elle reprŽsente le mŽcanisme ultime, celui qui

provoque la rupture.

2. LÕŽrosion rŽgressive concerne tout phŽnom•ne dÕŽrosion qui se produit en un point

aval et se poursuit en progressant vers lÕamont (Þgure1.3, exemple (c)). Sous lÕe!et

de la pression du ßuide qui percole ˆ travers lÕouvrage un chemin peut •tre crŽŽ ˆ

lÕaval de lÕŽcoulement. Dans ce chemin, lÕeau va sÕinÞltrer et circuler en arrachant les

particules de sol et en les entrainant le long du conduit. Ce phŽnom•ne, dŽnommŽ

plus communŽment "renard hydraulique", reste di" cilement dŽtectable et il est

particuli•rement dangereux.

(a) (b) (c)

Figure 1.3: Exemples de situation dÕŽrosion dÕouvrages hydrauliques (S. Bonelliet al. [12]).
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1 ƒtat de lÕart et modŽlisation

LÕŽtat actuel des connaissances des ruptures par les di!Žrents types dÕŽrosion repose sur le

recensement e!ectuŽ par M. Fosteret al. [39], puis actualisŽ par A. Vogel [98,99]. Quant aux

bases de donnŽes constituŽes dans le cadre du projet national ERINOH (ERosion INterne

des Ouvrages Hydrauliques) par Fryet al. [43], lÕŽrosion interne est reprŽsentŽe comme la

cause la plus frŽquente des ruptures rŽcentes des ouvrages en terre.

Pour mieux comprendre les mŽcanismes de ce phŽnom•ne, des expŽrimentations grandeur

nature ont ŽtŽ menŽes. Par exemple en Norv•ge (Þgure1.4) o• une Žrosion de conduit a

ŽtŽ volontairement initiŽe pour en mesurer lÕŽvolution. Une fois initiŽ, ce phŽnom•ne a une

Žvolution tr•s rapide. Apr•s lÕinitialisation de lÕŽrosion, le temps ŽcoulŽ jusquÕˆ lÕe!ondre-

ment de la br•che est dÕenviron 20 minutes. Dans cette Žtude, on va sÕintŽresser ˆ lÕŽtape

dÕinitialisation.

Phase 1 :
ƒrosion de conduite

Phase 2 :
ƒcoulement ˆ surface libre

Phase 3 :
E!ondrement de la br•che

Figure 1.4: ƒvolution de lÕŽrosion dÕune digue expŽrimentale en Norv•ge [65].

1.1.2 Les mŽcanismes ŽlŽmentaires

La modŽlisation de lÕŽrosion nŽcessite dÕabord la modŽlisation du transfert de masse entre

le solide et le ßuide, deux milieux sŽparŽs par une interface. Cette interface peut •tre :

1. mobile ;

2. gŽomŽtrique et non matŽrielle ;

3. traversŽe par le ßux de masse ŽrodŽe.
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1.1 Le contexte

Tous les phŽnom•nes dÕŽrosion, m•me lÕŽrosion interne, peuvent •tre considŽrŽs comme

interfaciaux [11]. Cela est illustrŽ dans le tableau de la Þgure1.5, o• les di! Žrents types

dÕŽrosions dÕinterface sont classŽs en fonction de la direction dÕŽcoulement par rapport ˆ

lÕinterface sol/eau et en fonction du type dÕŽcoulement (la sollicitation hydraulique). Cette

classiÞcation met en perspective les quatre types dÕŽrosion interne proposŽs par R. Fell et

J.-J. Frey dans [40], dont les deux principaux ont ŽtŽ dŽtaillŽs dans le paragraphe prŽcŽdent,

par rapport ˆ dÕautres types dÕŽrosion rencontrŽs dans le milieu naturel.

Sollicitation hydraulique sur lÕinterface

ƒcoulement ˆ surface libre ƒcoulement libre en charge ƒcoulement interstitiel

ƒc
ou

le
m

en
t

no
rm

al
ƒc

ou
le

m
en

t
ta

ng
en

tie
l

hydraulique ßuviale ou torrentielle
transport sŽdimentaire

Žrosion par surverse ou dŽferlement

renard hydraulique
piping erosion, sinkholes

Žrosion de contact

ßuidization
Žrosion regressive

piping erosion, sinkholes

bore-holes
seepage erosion
sand production

Žrosion de contact

Figure 1.5: ClassiÞcation des di!Žrents types dÕŽrosion interfaciale (S. Bonelli [11]).

Il ne sÕagit que dÕun choix dÕadaptation de lÕŽchelle de reprŽsentation du phŽnom•ne. En

e!et, la dŽÞnition de lÕŽrosion est intiment liŽe ˆ lÕŽchelle choisie pour le traitement du phŽ-

nom•ne. Par exemple, le cas du renard hydraulique, o• lÕŽrosion rŽgressive provoquŽe par

des exÞltrations dÕeau hors dÕun mŽlange de sable et dÕargile, doit •tre vu ˆ une Žchelle qui

assimile ce mŽlange ˆ un milieu continu. Ë une Žchelle infŽrieure (celle du grain de sable),

lÕinterface nÕest pas dŽÞnie. LÕŽchelle de reprŽsentation pertinente pour considŽrer que lÕŽro-

sion ŽtudiŽe est interfaciale, est donc celle qui permet de considŽrer le solide ŽrodŽ comme

un milieu continu et homog•ne. Ë lÕŽchelle de lÕouvrage hydraulique, la mŽcanique des sols

et la mŽcanique des ßuides sont intiment couplŽes.
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1 ƒtat de lÕart et modŽlisation

Plusieurs travaux on ŽtŽ menŽs pour reproduire et Žtudier le phŽnom•ne dÕŽrosion interne

en laboratoire. Apr•s les premi•res expŽrimentations qui ont ŽtŽ destinŽes ˆ observer de pr•s

et ˆ mettre en Žvidence ce phŽnom•ne, plusieurs essais ont ŽtŽ menŽs pour le caractŽriser

quantitativement [61]. Un des essais qui a fait lÕobjet dÕinvestigation importante est lÕessai

dÕŽrosion dÕun trou, dit Hole Erosion Test (HET), notamment avec les travaux de C.F. Wan

et R. Frell [100,102], et de Bonelliet al. [13,14] qui ont rŽalisŽ un grand nombre dÕessais de

ce type sur di!Žrents sols.

1.2 ModŽlisation de lÕŽrosion

Ce travail sÕinscrit dans la continuitŽ de la th•se de D. Lachouette [60], dont lÕoriginalitŽ de

la mŽthode de modŽlisation consiste ˆ considŽrer seulement deux domaines, ßuide et solide.

Ces deux domaines sont supposŽs sŽparŽs par une interface Þne. Nous nous intŽresserons

ˆ la loi de comportement de cette interface en prŽsence dÕŽrosion. LÕessai HET permet de

mettre en pratique un protocole expŽrimental ˆ partir duquel on peut Žnoncer la loi dÕŽrosion

interfaciale. Dans le mod•le Þnal, nous mettrons en Žvidence le couplage de cette loi avec

lÕŽcoulement ßuide qui rŽgit lÕŽrosion du sol. Nous commencerons dÕabord par la formulation

des hypoth•ses retenues pour cette Žtude qui donneront le cadre de la modŽlisation.

1.2.1 Hypoth•ses

LÕapproche que nous avons retenue est celle de lÕinterface Þne entre le solide et le ßuide.

Comme illustrŽ dans la Þgure1.6, on est en prŽsence de deux milieux : lÕeau et le sol sŽparŽs

par une interface Þne. DÕun cotŽ de lÕeau entre des particules en arrangement compact (le

sol). De lÕautre des particules solide dans le lÕeau (lÕŽcoulement). Les sols considŽrŽs sont des

argiles quasi-impermŽables. Pour dÕautres types de sol comme les sols granulaires, il existe

des approches di!Žrentes, telle que celle proposŽe par I. Vardoulakiset al [96], qui consid•rent

un troisi•me domaine de solide ßuidisŽ. Dans notre cas, le caract•re impermŽable de lÕargile

permet de nŽgliger tout Žcoulement intermŽdiaire dans le sol induit par lÕŽcoulement externe.

Figure 1.6: Les milieux en jeux pour modŽliser lÕŽrosion interfaciale.
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1.2 ModŽlisation de lÕŽrosion

Nous faisons une autre hypoth•se qui consiste ˆ considŽrer que lÕŽrosion est plus lente que

lÕŽcoulement. Une hypoth•se qui a ŽtŽ justiÞŽe par lÕanalyse des ordres de grandeur faite par

S. Bonelli et al. dans [15]. Par ailleurs, ceci reste lŽgitime ˆ lÕŽchelle de notre Žtude o• lÕon

sÕintŽresse ˆ la premi•re phase de lÕŽrosion. De plus, cette hypoth•se est en cohŽrence avec

le fait de considŽrer un sol cohŽsif, car avec ce type dÕŽrosion la concentration en particule

reste faible dans le domaine ßuide o• lÕŽcoulement est diluŽ. EnÞn, lÕhypoth•se de lÕŽrosion

lente face ˆ la vitesse dÕŽcoulement nous permet de dŽcoupler les deux phŽnom•nes et nous

pouvons donc rŽsoudre sŽparŽment les Žquations rŽgissant le ßuide et lÕinterface.

Pour rŽsumer, voici nos hypoth•ses pour la modŽlisation :

1. Les deux milieux considŽrŽs sont le sol et lÕeau.

Ð Le sol est cohŽsif : on peut le voir par exemple comme une argile peu permŽable.

Ð LÕŽcoulement est diluŽ : on ne tient pas compte des particules prŽsentes dans le ßuide.

2. LÕinterface solide/ßuide est dÕŽpaisseur nulle, cÕest seulement une surface de sŽparation

entre les deux milieux.

3. LÕŽrosion est lente face ˆ lÕŽcoulement : les deux phŽnom•nes peuvent •tre dŽcouplŽs.

1.2.2 ModŽlisation des milieux

Reprenant les deux premi•res hypoth•ses ŽnoncŽes dans le paragraphe prŽcŽdent, il sÕagit

dÕŽtablir un mod•le simple qui tienne en compte des deux milieux liŽs par une interface Þne

qui puisse Žvoluer sous lÕe!et de lÕŽrosion. Le principe de base est de considŽrer un domaine

! contenant deux milieux, un ßuide et lÕautre solide, ces deux milieux Žtant non miscibles.

On pourra alors parler du domaine ßuide et du domaine solide, quÕon note respectivement! f

et ! s. On notera " lÕintersection de! f et ! s, Žgalement appelŽe interface solide/ßuide (voir

Þgure1.7). LÕŽcoulement dans la partie ßuide est rŽgit par les Žquations de Navier-Stokes

(qui seront explicitŽes plus tard) et le sol sera considŽrŽ comme immobile (sa vitesseus = 0).

Figure 1.7: SchŽmatisation du domaine dÕŽtude et de lÕinterface ßuide/solide.
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1 ƒtat de lÕart et modŽlisation

1.2.3 La loi dÕŽrosion

LÕŽrodabilitŽ dÕun sol a ŽtŽ dŽÞnie comme une relation entre le ßux de la masse ŽrodŽe

ú� et la vitesse de lÕŽcoulementu proche de la surface eau/sol [54]. Cette dŽÞnition nÕest

pas satisfaisante car la vitesse varie en intensitŽ et en direction dans le champ dÕŽcoulement.

Autrement dit, la vitesse est nulle ˆ lÕinterface ßuide/solide. Une dŽÞnition plus rigoureuse de

lÕŽrosion est la relation entre le taux dÕŽrosion et la contrainte de cisaillement! ˆ lÕinterface

eau/sol. Plusieurs expŽrimentations de laboratoire ont permis de quantiÞer la cinŽtique de

lÕŽrosion et dÕŽtablir des relations entre le taux dÕŽrosion (le ßux de la masse ŽrodŽe) et la

contrainte de cisaillement.

Comme indiquŽ prŽcŽdemment, le Hole Erosion Test (HET), illustrŽ dans Þgure1.8, est

lÕun des dispositifs expŽrimentaux les plus utilisŽs au laboratoire pour reproduire et quanti-

Þer lÕŽrosion de conduit. CÕest un essai qui consiste ˆ rŽaliser un trou millimŽtrique traversant

un Žchantillon de sol, puis de faire circuler un Žcoulement dans ce trou aÞn de provoquer son

Žlargissement par Žrosion.

Figure 1.8: Photo dÕun appareil dÕessai HET et dÕun exemple dÕŽchantillon du sol
avant et apr•s Žrosion (Irstea Aix-en-Provence [9]).

Le but des essais dÕŽrosion, dont le HET fait partie, est de dŽterminer la sensibilitŽ des

sols par des "lois dÕŽrosion" ou des "courbes dÕŽrosion" qui traduisent la relation entre la

contrainte de cisaillement! et le taux dÕŽrosionú� qui reprŽsente la masse du sol ŽrodŽe par

unitŽ de temps et par unitŽ de surface. DÕapr•s les rŽsultats des expŽriences conduites par

C.F. Wan et R. Fell [101,102] et par S. Bonelliet al. [13,14], lÕinitiation de lÕŽrosion dŽpend

dÕune contrainte critique de cisaillement! � et du coe"cient dÕŽrosion� �� qui traduit la

cinŽtique de lÕŽrosion (ou de mani•re Žquivalente le coe"cient dÕŽrosion de Hanson� � [51]).
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1.2 ModŽlisation de lÕŽrosion

Ainsi, il est gŽnŽralement constatŽ une loi dÕŽrosion empirique ˆ seuil reliant linŽairement

la contrainte de cisaillement! et le taux dÕŽrosionúm. Cette loi sÕŽcrit sous la forme suivante :

úm =

!
K er (! ! ! c) si ! > ! c,

0 sinon.
(1.1)

En notant !" n le vecteur normal ˆ lÕinterface" orientŽ dans le sens "ßuide" vers "solide"

(voir Þgure1.7), on peut considŽrer quÕˆ cette interface la contrainte de cisaillement! = #!" ! #

est la norme de la partie tangentielle du vecteur contrainte sur" telle que :

!" ! = 2µ[D( u) á!" n ! (!" n áD( u) á!" n )!" n ], (1.2)

o• µ est la viscositŽ dynamique du ßuide et le tenseurD( u) reprŽsente le gradient symŽtrique

de la vitesse :D( u) = ( $u + $ tu) / 2. Pour illustration, on reprŽsente sur la Þgure ci-dessous

la relation entre les deux grandeurs physiquesúm et ! qui entre en jeu dans la loi dÕŽrosion.

Celle-ci dŽpend de la vitesse du ßuide, ainsi que de la rŽsistance du sol ˆ cette sollicitation.

eau

sol

sol

la contrainte !

tau
dÕŽrosion

úm

Figure 1.9: SchŽma dÕinterface dans le cas dÕŽcoulement avec Žrosion.

La cŽlŽritŽ normale de lÕinterfacev! correspond ˆ la vitesse dÕŽrosion. En notant" s la

masse volumique du sol, on peut exprimerúm de la fa•on suivante : úm = " sv! . Une deuxi•me

expression Žquivalente ˆ (1.1) relie donc la vitesse de lÕinterface ˆ la contrainte tangentielle :

v! =

!
K d(! ! ! c) si ! > ! c,

0 sinon.
(1.3)

Le coe"cient dÕŽrosionK er et le param•tre K d sont liŽs par la relation :K d = K er /" s.

Les essais HET dŽveloppŽs au laboratoire de lÕIrstea par les Žquipes de S. Bonelli ont permis

de rŽaliser des mesures par un ensemble dÕinstruments (cf. Þgure1.8) ˆ partir dÕun conduit

de 3 mm de rayon et dÕen dŽduire la contrainte critique! c et le coe"cient dÕŽrosionK er .

La gamme de valeurs de ces param•tres correspondants ˆ des sols dÕouvrages existants est

larges : de quelques Pa 2̂00Pa pour ! c, de 10!1 s/m ˆ 10!7 s/m pour K er .
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1 ƒtat de lÕart et modŽlisation

La loi dÕŽrosion est schŽmatisŽe par la Þgure1.10. La courbe prŽsentŽe est obtenue par une

rŽgression linŽaire e!ectuŽe sur des rŽsultats expŽrimentaux. Elle permet aussi dÕidentiÞer

une contrainte seuil de lÕordre de0, 085Pa, et un coe" cient dÕŽrosionK er = 2.10!2 s/m.

Contrainte de cisaillement!

Ta
ux

dÕ
Ž

ro
si

on
úm

Figure 1.10:Relation entre le taux dÕŽrosion et la contrainte obtenue sur des essais HET.
RŽsultats de 6 expŽriences sur du sablon de lÕIs•re (R. Beguin [8] ).

Soulignons que S. Bonelliet al. [13,14] ont proposŽ une mŽthode dÕinterprŽtation des essais.

Cette derni•re partant dÕune analyse adimensionnelle en supposant que la loi dÕŽrosion du

type (1.3) repose sur une relation reliant le dŽbit (ou la vitesse moyenne), la di!Žrence de

pression et le rayon du conduit. LÕŽvolution du rayon durant di!Žrents essais est dŽterminŽ

indirectement ˆ partir des mesures de la di!Žrence de pression en fonction du temps. Les

comparaisons entre les rŽsultats expŽrimentaux et les valeurs obtenues par le mod•le qui

repose sur la loi dÕŽrosion, ont permit de valider cette loi.

1.2.4 ModŽlisation numŽrique

Dans le cadre de la simulation numŽrique dÕŽcoulement en prŽsence dÕinterface, on dis-

tingue principalement deux approches : la capture ou le suivi de lÕinterface.

Ð La premi•re, dite approche eulŽrienne, consiste ˆ dŽÞnir les deux milieux (eau et sol)

dans un domaine donnŽ (maillage Þxe) et ˆ en dŽterminer lÕŽvolution.

Ð La seconde, diteapproche lagrangienne, consiste ˆ ne modŽliser que la partie ßuide, puis

ˆ dŽplacer la fronti•re au cours du temps (maillage mobile).

La seconde approche a ŽtŽ utilisŽe par F. Mercieret. al pour la modŽlisation des essais

HET [68] et JET (Jet Erosion Test) [69]. Dans cette Žtude, on travaillera avec la premi•re

approche qui ne nŽcessite pas de faire des remaillages lors de lÕŽvolution de lÕinterface. Dans

ce cas, on utilise pour le domaine entier! = ! f %! s un maillage Þxe et indŽpendant de la

forme de lÕinterface.
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1.2 ModŽlisation de lÕŽrosion

Le comportement du sol et du ßuide, deux milieux cantonnŽs dans un domaine global!,

est ˆ dŽcrire de mani•re ˆ nÕavoir quÕune seule relation reprŽsentant ce comportement. Les

param•tres de cette relation peuvent •tre discontinus sur lÕinterface, mais ils sont liŽs par

la loi dÕŽrosion (1.3). Quand au comportement interne au sol, il est peu important face ˆ

lÕŽcoulement : cÕest la contrainte tangentielle qui pilote lÕŽrosion (voir le paragraphe prŽcŽ-

dent). Dans ce genre de probl•me, les mŽthodes aux domaines Þctifs permettent de trouver

une relation englobant les di!Žrents param•tres de mani•re ˆ sÕa!ranchir du repŽrage des

domaines (et du maillage). Nous utilisons pour cela la mŽthode de pŽnalisation dŽveloppŽe

par Ph. Angot et al. [3,4]. CÕest une mŽthode qui se base sur une formulation simple et

prŽcise pour traiter des interactions ßuide/solide.

Le probl•me que nous traitons est celui dÕun obstacle dans un Žcoulement en charge.

LÕobstacle est prŽsentŽ par un sol dont la vitesse est notŽeus, dans le cas dÕun obstacle

Þxe on auraus = 0. LÕŽcoulement est incompressible et dŽcrit par les Žquations de Navier-

Stokes (voir la Þgure1.7). En notant respectivementu et p le champ de vitesse et la pression

dŽÞnis sur!, on peut Žcrire les Žquations de Navier-Stokes dÕun Žcoulement incompressible

auxquelles on ajoute un terme de pŽnalisation du champ de vitesse dans[0, T] & ! (T > 0) :

"
#$

#%

" (#tu + ( u á $)u) ! µ# u + µ
K s

$sol(u ! us) = !$p + f,

div(u) = 0 ,

(+C.L.) .

(1.4)

Le terme sourcef reprŽsente les forces volumiques agissant sur le syst•me," est la masse

volumique du ßuide etµ sa viscositŽ dynamique. Les conditions aux limites (C.L.) seront

traitŽes plus tard. La fonction $sol est une indicatrice qui vaut1 dans le sol et0 ailleurs.

Pour imposeru = us on choisit le param•tre de pŽnalisationK s ' 1; il est Žquivalent ˆ une

permŽabilitŽ.

Une fois la position de lÕinterface prise en compte, nous choisissons de dŽcrire lÕŽvolution

de cette interface par la mŽthodeLevel Setque nous allons dŽtailler dans le chapitre suivant.

Soit %la distance signŽe ˆ lÕinterface" , telle que % < 0dans ! f , %= 0 sur " et % > 0

dans ! s. Connaissant%, la position de" est donnŽe par :$sol = 1 si % > 0 et 0 si % < 0;

autrement dit $sol = H (%), o• H est la fonction Heaviside. LÕŽvolution sera dŽcrite alors par

lÕŽquation de transport suivante :

#t%+ v á $%= 0, (1.5)

o• v est une vitesse dŽÞnie dans le domaine! telle quÕˆ lÕinterface" : v = v!
!" n , avecv!

vitesse de lÕinterface dŽterminŽe par la loi dÕŽrosion (1.3).

23



1 ƒtat de lÕart et modŽlisation

1.3 Organisation du calcul

Comme il a ŽtŽ ŽvoquŽ prŽcŽdemment, nous nous intŽressons aux cas des phŽnom•nes

dÕŽrosion ayant une cinŽtique lente face ˆ lÕŽcoulement. Avec cette hypoth•se, le couplage

Žcoulement/Žrosion devient tr•s faible et une rŽsolution dŽcouplŽe sŽquentielle est possible.

Le calcul commence par la construction de la gŽomŽtrie initiale, cÕest-ˆ-dire de la fonction

Level Set initiale. Ensuite, on traite lÕŽcoulement et lÕŽrosion en deux Žtapes qui se succ•dent.

Le dŽroulement des calculs est rŽsumŽ dans le schŽma de la Þgure1.11 dont les di!Žrentes

parties seront dŽtaillŽes dans la suite de ce manuscrit.

ƒtape de lÕŽcoulement

& ƒquations de Navier-Stokes pŽnalisŽes

&
" (#tu + ( u á $)u) ! µ# u + µ

K s
H (%)(u! us) = !$ p + f

div(u) = 0

& Calcul du cisaillement

!" ! = 2µ[D( u) á!" n ! (!" n áD( u) á!" n )!" n ]

ƒtape de lÕŽrosion

& Calcul de la vitesse dÕŽrosion

v! =
&

K d(! ! ! c) si ! > ! c

0 sinon

& ƒvolution de lÕinterface

#t%+ v á $%= 0

Figure 1.11:SchŽma dŽcouplŽ sŽquentiel du calcul de lÕŽcoulement et de lÕŽrosion
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1.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons exposŽ dans un premier temps, le contexte gŽnŽral des causes

et des risques liŽs ˆ lÕŽrosion des ouvrages hydrauliques. Nous avons mis en Žvidence les enjeux

dÕune dŽtermination Þable de lÕŽrodibilitŽ des sols. Dans un second temps nous avons exposŽ

le cadre de lÕŽtude pour la modŽlisation dÕŽrosion interfaciale. La modŽlisation dÕinterface Þne

se justiÞe par les matŽriaux employŽs pour le sol, les argiles Žtant constituŽes de particules

tr•s Þnes et ayant un caract•re impermŽable. Avec ce choix de mod•le, lÕŽrosion interfaciale

est dŽcrite par une loi empirique ˆ seuil Žtablie ˆ partir des expŽrimentations ŽlaborŽes et

validŽes par des essais HET. Cette Žrosion est pilotŽe par un Žcoulement incompressible

dŽcrit par les Žquations de Navier-Stokes.

Le mod•le que nous avons proposŽ est basŽ sur une approche eulŽrienne de lÕinterface,

comme dans les travaux de D. Lachouette [60]. Il consiste ˆ considŽrer les deux milieux en

jeux (lÕeau et le sol) dans un domaine discrŽtisŽ par un maillage Þxe et ˆ dŽÞnir lÕinterface

par la mŽthode des domaines Þctifs et ˆ en dŽterminer lÕŽvolution parLevel Set. LÕavantage

de cette approche est de pouvoir considŽrer un maillage indŽpendant des interfaces, celui-

ci nÕa pas besoin de suivre lÕinterface mobile et il peut •tre cartŽsien et Þxe. Ainsi, cette

approche est moins cožteuse. Et avec lÕhypoth•se de faible cinŽtique de lÕŽrosion, les calculs

des deux phŽnom•nes (lÕŽcoulement et lÕŽrosion) peuvent •tre traitŽs de mani•re totalement

dŽcouplŽe.
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Le mod•le numŽrique que nous proposons donne une description de lÕŽrosion qui prend en

considŽration deux milieux, solide et ßuide, sŽparŽs par une interface supposŽe Þne. Dans le

but de rŽaliser des simulations numŽrique des Žrosions interfaciales, on commence par repŽrer

les di!Žrents milieux, puis on calcule lÕŽvolution spatio-temporelle de lÕinterface qui les sŽpare.

Le choix qui a ŽtŽ fait, est de travailler sur des maillages Þxes au cours du calcul. Parmi

les mŽthodes de suivi dÕinterface existantes, nous avons portŽ un intŽr•t particulier pour les

mŽthodes qui sont capables de sÕa!ranchir du maillage et de suivre les forts changements

de topologie interfaciale. Nous avons choisi la mŽthode Level Set pour dŽcrire prŽcisŽment

lÕinterface.

Depuis la mise au point des fondements de la mŽthode ˆ la Þn des annŽes 80 par S. Osher

et J.A. Sethian [74], la littŽrature scientiÞque regorge de travaux qui dŽcrivent la technologie

Levet Set et ses composantes avec des champs dÕapplication larges et variŽs. On peut citer

ici deux ouvrages de rŽfŽrence, qui sont celui de S. Osher et R. Fedkiw [73], ainsi que celui

de J.A. Sethian [86]. Une Žtude compl•te de la mŽthode avec de nombreux cas tests sont

disponibles dans la th•se de P. Vigneaux [97].

Nous consacrons ce chapitre au suivi dÕinterface par Level Set. Tout dÕabord, nous al-

lons exposer bri•vement les principales mŽthodes existantes. Puis, nous allons prŽsenter la

mŽthode Level Set et surtout la mise en Ïuvre et la validation de lÕŽquation de transport

associŽe ˆ la mŽthode qui permet de donner lÕŽvolution de lÕinterface eau/sol, en reprenant

plusieurs cas tests de [97].

2.1 MŽthodes de suivi dÕinterface

Les probl•mes de suivi dÕinterfaces interviennent dans plusieurs domaines tels que la propa-

gation de fronts de ßammes, le couplage ßuide-structure, lÕimagerie mŽdicale, la dynamique

de bulles, etc. On distingue deux grandes familles de ces mŽthodes, les mŽthodes dites la-

grangiennes, et les mŽthodes dites eulŽriennes.

1. Les mŽthodes lagrangiennes sont associŽes aux approches appelŽes "front tracking"

o• lÕinterface est localisŽe par des marqueurs qui subissent une advection locale. Ceci
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2 Suivi dÕinterface par Level Set

permet de rŽaliser un suivi explicite de lÕinterface. Le syst•me des coordonnŽes suit

lÕinterface de fa•on ˆ la reprŽsenter ˆ chaque instant de mani•re prŽcise sans modiÞer

le mod•le.

2. Les mŽthodes eulŽriennes sont associŽes aux approches appelŽes "front capturing", qui

en opposition ˆ la premi•re approche, permettent de capturer lÕinterface implicitement

ˆ lÕaide des lignes de niveaux dÕun champ scalaire. Une inconnue supplŽmentaire, dŽÞnie

dans tout lÕespace, est ajoutŽe ainsi quÕune Žquation dans le mod•le, caractŽrisant le

transport de la fonction correspondante.

Dans premi•re la famille, la prŽcision de la position de lÕinterface permet dÕimposer facile-

ment les conditions aux limites. Mais, le traitement des changements de topologie (ˆ cause du

remaillage ˆ chaque pas de temps) prŽsente un inconvŽnient qui limite le choix du maillage et

qui joue un r™le nŽgatif dans la durŽe des simulations. La seconde famille est caractŽrisŽe par

lÕutilisation des maillages Þxes. Les changements de topologie dans le front dÕŽvolution sont

traitŽs naturellement. En e!et, il su"t de donner la rŽsolution de lÕŽquation de transport

qui rŽgit lÕŽvolution dÕune fonction qui varie de mani•re continue ˆ travers lÕinterface. Ceci

est le cas de mŽthode Level Set qui donne un acc•s rapide ˆ la gŽomŽtrie avec une bonne

prŽcision par une simple formulation mathŽmatique.

2.2 La fonction Level Set

Dans la suite de ce chapitre, lÕŽrosion dÕun sol (domaine! s) par un Žcoulement ßuide (do-

maine ! f ) constituera le cadre cadre sous-jacent de la problŽmatique du suivi de lÕinterface.

2.2.1 DŽÞnition

Soient T > 0 et ! = ! f %! s. On notera t ( [0, T] la variable temps etx la variable

dÕespace. Soit" = ! f ) ! s fronti•re libre entre les deux domaines susceptible dÕŽvoluer au

cours du temps. LÕinterface" est repŽrŽe par le zŽro dÕune fonction rŽguli•re notŽe%. Ce qui

signiÞe plus prŽcisŽment que lorsquÕon passe du domaine ßuide au domaine solide,%change

de signe. Par convention, on prendra% > 0dans le sol et% < 0dans le ßuide. On a :

"
#$

#%

" = {x ( ! | %(x, t ) = 0 },

*x ( ! s : %(x, t ) > 0,

* x ( ! f : %(x, t ) < 0.

(2.1)

LÕinterface est donc implicitement dŽÞnie par la fonction%, appelŽe la fonction Level Set.
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2.2.2 LÕŽquation de transport

Le dŽplacement de lÕinterface" est obtenu en dŽterminant lÕŽvolution spatio-temporelle

de la fonction Level Set%. Dans ce chapitre, lÕinterface est animŽe de mani•re passive par

un champ de vitessev. Plus tard, dans la suite de ce manuscrit, celui-ci sera donnŽ par

un couplage entre la loi dÕŽrosion (voir chapitre prŽcŽdent) et lÕŽquation de Navier-Stokes

dŽcrivant un Žcoulement ßuide incompressible. Si on suppose que les isocontours de%sont

advectŽs de la m•me fa•on, alors on peut utiliser lÕŽquation de transport canonique :

"
$

%
#t%+ v á $% = 0 * (x, t ) ( ! & [0, T],

%(x, t = 0) = %0(x) ,
(2.2)

o• %0 est une condition initiale dont lÕisocontour 0 reprŽsente lÕinterface initiale.

Le formalisme ainsi obtenu sÕinscrit dans le cadre gŽnŽral des syst•mes dÕŽquations aux

dŽrivŽes partielles. Si%0 est de classeC1 et v est rŽgulier, le probl•me ci-dessus admet une

solution unique de classeC1 (cf. les travaux de G.-H. Cottet et E. Maitre [26,27]).

2.2.3 PropriŽtŽs

Dans le but de simuler numŽriquement lÕŽvolution de lÕinterface, il faut garantir une bonne

prŽcision dans la rŽsolution en discret de lÕŽquation de transport (2.2) en gardant les avan-

tages intrins•ques de la mŽthode dans le cas continu. Le gradient de%a un r™le majeur dans

la rŽsolution. On doit pouvoir le calculer prŽcisŽment. Pour atteindre ce but, la communautŽ

Level Set a convergŽ majoritairement vers un choix de%donnŽe par une distance signŽe.

Dans la Þgure suivante, on donne une illustration dÕune fonction Level Set permettant de

localiser une interface" .

Figure 2.1: Level Set et isocontours dŽÞnis par des distances signŽes [28].
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2 Suivi dÕinterface par Level Set

Ë partir de cette premi•re Žbauche, on peut exposer quelques propriŽtŽs intŽressantes :

Ð Le signe de%(x, t ) permet de savoir immŽdiatement dans quel milieu se trouvex ˆ

lÕinstantt. La localisation de lÕinterface est directement connue sans une quelconque

reconstitution prŽalable.

Ð Le vecteur normaln ˆ lÕinterface (voir Þgure2.1) et la courbure moyenne' peuvent

•tre calculŽs aisŽment gr‰ce ˆ la fonction%:

n =
$%

#$%#

' = $ á
'

$%
#$%#

(
= $ á n

Ð La fonction HeavysideH permet dÕutiliser le formalismeH (%) = $, o• $ est une fonction

caractŽristique qui vaut 0 dans un milieu et 1 dans lÕautre milieu.

2.3 RŽsolution numŽrique de lÕŽquation de transport

Deux classes de schŽmas sont largement utilisŽes par la communautŽ Level Set pour rŽ-

soudre lÕŽquation de transport qui sont respectivement, si lÕon suit la chronologie de leurs

dŽveloppement, les classes ENO pour "Essentially Non-Scillatory" [87,88] et WENO pour

"Weighted Essentially Non-Oscillatory" [56,64]. Les schŽmas ENO reposent sur un algo-

rithme prŽdŽÞnissant le stencil o• la solution discr•te est la plus rŽguli•re possible aÞn

dÕŽvaluer au mieux les ßux par des interpolations polyn™miales. Les schŽmas WENO, uti-

lisent plut™t une combinaison convexe des stencils acceptables en les pondŽrant en fonction

de la rŽgularitŽ de la solution, ce qui augmente lÕordre de la mŽthode (jusquÕˆ 5 dans les

zones rŽguli•res) en comparaison ˆ la classe ENO (qui peut atteindre lÕordre 3) .

Bien que ces schŽmas soient dÕordres ŽlevŽs, lÕextension aux maillages non rŽguliers sÕav•re

tr•s fastidieuse. Notre intŽr•t ˆ des simulations sur des maillages non-structurŽs et non-

conformes, nous pousse ˆ choisir un schŽma simple ˆ implŽmenter sur ce type de maillage et

qui peut garantir lÕordre 2 pour les discrŽtisations temporelles et spatiales. Pour avoir plus

de prŽcision, il su"t alors de ra"ner. Les Žtudes menŽes dans le domaine, prŽconisent dÕavoir

au moins lÕordre 2 en espace tandis que lÕordre 1 en temps peut su"re. En e!et, la pratique

des mŽthodes Level Set fait ressortir que ces mŽthodes sont sensibles ˆ la prŽcision de la

discrŽtisation en espace, alors que de faibles ordres de prŽcision en temps a!ectent beaucoup

moins la qualitŽ de la solution numŽrique [97].
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2.3.1 DiscrŽtisations de lÕŽquation

AÞn dÕŽlaborer une discrŽtisation totale de lÕŽquation (2.2) on commence par donner une

discrŽtisation du domaine! quÕon consid•re comme un ouvert polygonal convexe bornŽ de

R3. Soit M une discrŽtisation de! en cellules fermŽesK de centreK (dans la pratique il

sÕagit de parallŽlŽpip•des et pour illustration on utilise des rectangles (Þgure2.2)). On note :

Ð |K | le volume de la celluleK,

Ð |( | la surface de la face( = K/ L intersection des deux cellules voisineK et L ,

Ð V(K ) est lÕensemble des cellules voisines de la celluleK,

Ð nKL la normale ˆ la face( orientŽe deK vers L .

(
L
¥

K
¥

!" n KL

!" n LKL K

Figure 2.2: DŽÞnition des cellulesK (volumes de contr™les) et des normales.

Pour la discrŽtisation temporelle, on consid•re une subdivision(tn)n"N de lÕintervalle[0, T]

et on pose)t n le pas de temps ˆ lÕinstanttn : )t n = tn ! tn!1 .

Ë lÕinstanttn , la valeur discr•te recherchŽe est dŽÞnie au centre de la cellule Kpar :

%n
K + %(xK , yK , zK , tn).

On discrŽtise en temps lÕŽquation (2.1) par une mŽthode dÕEuler explicite et en espace on

la discrŽtise en utilisant un schŽma Upwind [31,75]. La forme totalement discrŽtisŽe est la

suivante :

%n+1
K = %n

K !
)t n+1

|K |

)

L!V (K )
! =K / L

|( |F (%n
K , %n

L ), (2.3)

o• F est le ßux Upwind ou dŽcentrŽ dŽÞni par :

F (%n
K , %n

L ) = max( v ánKL , 0)%n
K + min( v ánLK , 0)%n

L . (2.4)

La discrŽtisation spatiale dans lÕŽquation (2.3) est obtenue par la mŽthode des volumes

Þnis qui repose sur lÕintŽgration de lÕŽquation sur un volume de contr™le (ici les cellulesK).

Par le thŽor•me de Stokes, on peut exprimer les solutions en fonction des ßux aux interfaces

des volumes.
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2 Suivi dÕinterface par Level Set

AÞn dÕassurer la stabilitŽ du schŽma utilisŽ, il est nŽcessaire de vŽriÞer la condition CFL

(Courant-Friedrichs-Lewy) suivante :

)t n #v#max

hmin
= CCFL , (2.5)

o• hmin est le minimum des ratios entre volume dÕune cellule et les surfaces des ces faces :

hmin = min !, K
|K |
|! | . La constante CCFL est un coe"cient CFL tel que 0 < C CFL < 1. Un

crit•re CCFL = 0.9 permettra dÕavancer tr•s vite en temps mais il nÕest pas rare de prendre

CCFL = 0.5.

Remarque 1

La condition (2.5) peut •tre interprŽtŽe comme une condition qui interdit de propager

lÕinformation de plus dÕune maille pendant un pas de temps.

2.3.2 MontŽe en ordre

La discrŽtisation prŽcŽdente (Žquation (2.3)) est dÕordre 1 en temps et en espace. Mais il

est indispensable dÕavoir un ordre supŽrieur. Pour amŽliorer la prŽcision en temps, on utilise

le schŽma Runge-Kutta ˆ deux pas de calcul (RK2) qui sÕŽcrit :

"
######$

######%

%
n+ 1

2
K = %n

K !
)t n+1

2|K |

)

L!V (K )
! =K / L

|( |F (%n
K , %n

L )

%n+1
K = %

n+ 1
2

K !
)t n+1

|K |

)

L!V (K )
! =K / L

|( |F (%
n+ 1

2
K , %

n+ 1
2

L ).
(2.6)

Cette mŽthode consiste ˆ utiliser la mŽthode dÕEuler explicite deux fois : la premi•re pour

trouver une solution intermŽdiaire sur un demi pas de temps ; et la seconde pour actualiser

la solution Þnale sur le du pas de temps complet en utilisant la solution intermŽdiaire.

Par la mŽthode RK2 on obtient lÕordre 2 en temps. Pour obtenir lÕordre 2 en espace, on

propose le schŽma MUSCL (Monotone Upstream-centered Scheme for Conservation Laws)

avec limitation de pentes. CÕest une mŽthode tr•s simple qui a ŽtŽ proposŽ par B. Van

Leer dans [95] pour amŽliorer la prŽcision du schŽma de Godunov. On note que de nombreux

travaux sur ces mŽthodes sont synthŽtisŽs dans le livre de E. Godlewski and P.A. Raviart [46].

T. Bu! ard et S. Clain ont prŽsentŽ des techniques pour lÕutilisation de cette mŽthode dans

des situations plus complexes et sur des maillages non structurŽs dans [19]. On propose une

gŽnŽralisation attribuŽe ˆ T. Barth et dŽtaillŽ dans [47], une mŽthode utilisŽe gŽnŽralement

pour une dimension dÕespace, 2. On sÕappuie sur la mise en Ïuvre faite par P. Helluy et
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F. Golay pour des discrŽtisations volumes Þnis des schŽmas non conservatifs [52]. Pour cela,

on proc•de comme suit :

¥
%L

¥
%K

¥
%!,L %!,K

L K(

Figure 2.3: Construction de nouvelles valeurs aux centres des faces.

1. La prŽdiction du gradient notŽ$%K au barycentre de chaque celluleK peut sÕe!ectuer

par exemple en discrŽtisant la formule de Green :

|K |$%K +
*

K
$%dx =

*

" K
%nd( +

)

L!V (K )
! =K / L

|( |
%K + %L

2
nKL .

2. Le calcul du gradient linŽaire doit •tre limitŽ de fa•on non linŽaire pour que le schŽma

soit exempt dÕoscillations. On pose donc :

÷$%K = * K $%K ,

o• * K ( [0, 1] est un limiteur qui doit •tre le plus grand rŽel compris entre 0 et 1, tel

que pour toute face( = K/ L dont le centre estM! :

min(%K , %L ) - %K + * K $%K á
!!!"
M! K - max(%K , %L ).

3. La reconstruction des valeurs de%sur les faces par interpolation utilisant la nouvelle

pente donne :

%!,K = %K + ÷$%K á
!!!"
M! K.

4. Le nouveau ßux numŽrique utilise les valeurs reconstruites aux faces :

F (%!,K , %!,K ) = max( v ánKL , 0)%!,K + min( v ánLK , 0)%!,L .
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2.4 Tests et validations

AÞn de valider le schŽma numŽrique implŽmentŽ pour le transport de la Level Set, nous

avons rŽalisŽ plusieurs tests. Dans chaque cas nous donnerons les rŽsultats dÕŽtude de conver-

gence en calculant lÕordre de prŽcision. Dans ce but, on Žvalue les erreurs entre la solution

approchŽe%app et la solution analytique %exa pour des maillages dÕespace de plus en plus

Þns. On utilise pour cela les normesL2(! ) et L# (! ) en calculant :

ErrL 2 =
# %app ! %exa #2

# %exa #2
et ErrL # =

# %app ! %exa ##

# %exa ##
.

Les conditions aux bords sont imposŽes par les solutions analytiques du probl•me traitŽ,

sauf pour le dernier cas (disque de Zalesak), o• ces conditions sont donnŽes par des extra-

polations linŽaires.

2.4.1 Translation diagonale dÕun cercle

Le domaine de calcul est un carrŽ unitaire! = [0 , 1]2. On teste le transport dÕun cercle de

rayon r0 = 0.15 et de centre initial (x0, y0) = (0 .25,0.25) qui subit une translation diagonale.

Ð La donnŽe initiale :

%0(x, y, z) =
+

(x ! x0)2 + ( y ! y0)2 ! r 0.

Ð Le champ de vitesse :

v( x, y, z) = (1 , 1, 1).

Ð La solution analytique :

%(x, y, z, t) =
+

(x ! x0 ! t)2 + ( y ! y0 ! t)2 ! r 0.

Dans le tableau2.1nous donnons les rŽsultats de lÕŽtude de convergence apr•s un transport

dÕune durŽes de0.60. Dans la Þgure2.4nous donnons une illustration de quelques isocontours

apr•s des transports durant plusieurs unitŽs de temps.

Maillage ErrL 2 Ordre ErrL # Ordre

40x40 1.947E-03 - 3.313E-03 -

80x80 4.992E-03 1.95 8.023E-04 1.94

160x160 1.260E-04 1.98 2.046E-04 1.96

320x320 3.136E-05 2.01 5.194E-05 1.97

Table 2.1: ƒtude de convergence : translation dÕun cercle.
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2.4 Tests et validations

(a) ˆ t = 0 (b) ˆ t = 0 .30 (c) ˆ t = 0 .60

Figure 2.4: Quelques isocontours dÕun cercle en translation diagonale (isocontour 0 en rouge).

2.4.2 Compression/dŽcompression dÕun cercle

Le domaine est toujours! = [0 , 1]2. On teste le comportement dÕun cercle de centre

(x0, y0) = (0 .5, 0.5) et de rayon r0 = 0.4 qui subit successivement une compression et une

dŽcompression par un champs de vitessev = ( x0 ! x, y0 ! y) puis par son opposŽ. Le but

est de tester la robustesse du transport par des vitesses ˆ divergence loin de zŽro.

Ð La donnŽe initiale :

%i (x, y, z) =
+

(x ! x0)2 + ( y ! y0)2 ! r 0.

Ð La solution analytique apr•s compression ˆ un intrantt1 :

%c(x, y, z, t1) =
+

(x ! x0)2 + ( y ! y0)2 ! (r 0 ! t1).

Ð La solution analytique apr•s dŽcompression ˆ un intrantt2 :

%d(x, y, z, t2) =
+

(x ! x0)2 + ( y ! y0)2 ! (r 0 ! t1 + t2).

Pour le test on prendt1 = t2 = 0.2. Dans le tableau2.2 une Žtude de convergence en

comparant %i et %d est prŽsentŽe. La Þgure2.5 prŽsente des isocontours 0.

Maillage ErrL 2 Ordre ErrL # Ordre

40x40 2.420E-03 - 6.433E-03 -

80x80 6.368E-04 1.90 1.748E-03 1.84

160x160 1.649E-04 1.93 4.624E-04 1.89

320x320 4.230E-04 1.95 1.204E-04 1.92

Table 2.2: ƒtude de convergence : compression puis dŽcompression dÕun cercle.
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2 Suivi dÕinterface par Level Set

(a) isocontour 0 de :! i en vert, ! c en bleu (b) isocontour 0 de :! c en bleu,! d en mauve

Figure 2.5: Compression et dŽcompression dÕun cercle.

2.4.3 Rotation dÕune sph•re

Le domaine de calcul est cube unitaire! = [0 , 1]3. Dans ce cas test, nous allons faire

tourner une sph•re de centre(x0, y0, z0) = (0 .5, 0.75,0.5) et de rayon r0 = 0.15 dans un

champ de vitesse circulaire non dŽformant. Le transport est e!ectuŽ det0 = 0 jusquÕ t̂ = 2+

de telle mani•re que le cercle fasse un tour complet en retrouvant sa position initiale.

Ð La donnŽe initiale :

%(x, y, z) =
+

(x ! x0)2 + ( y ! y0)2 + ( z ! z0)2 ! r 0.

Ð Le champ de vitesse :

v( x, y, z) = ( y0 ! y, x ! x0, 0).

Ð La solution analytique :

%(x, y, z, t) =
+

(x ! xc(t))2 + ( y ! yc(t))2 + ( z ! z0)2 ! r 0.

avec :

xc(t) = x0 ! 0.25 sin(t) et yc(t) = y0 + 0.25 cos(t).

Sur la Þgure2.6, on visualise la rotation de la sph•re ˆ travers les isocontours de%sur

di!Žrentes Žtapes. Le tableau2.3donne une Žtude de convergence faite apr•s un tour complet.
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Maillage ErrL 2 Ordre ErrL # Ordre

40x40 9.532E-03 - 8.666E-03 -

80x80 2.651E-03 1.79 2.3809.532E-03 1.82

160x160 7.268E-04 1.82 6.3999.532E-04 1.86

320x320 1.828E-04 1.98 1.6589.532E-04 1.93

Table 2.3: ƒtude de convergence : sph•re en rotation.

(a) ˆ lÕŽtat initial (b) apr•s un 1/4 de tour

(c) apr•s 1/2 tour (d) apr•s 3/4 de tour

Figure 2.6: Visualisations dÕune sph•re en rotation.
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2 Suivi dÕinterface par Level Set

2.4.4 Disque de Zalesak

Dans ce cas de test, on met en jeu la rotation dÕun disque de Zalesak [104], disque ŽvidŽ

dÕune fente rectangulaire suivant son diam•tre. Cette conÞguration permet dÕidentiÞer les

probl•mes de dispersion et de di!usion du schŽma numŽrique dans les rŽgions o•$% prŽsente

des singularitŽs.

Dans le domaine! = [0 , 100]2, on consid•re un cercle de rayon 15 possŽdant une fente

de largeur 5 et de hauteur de 25 centrŽ au point(x0, y0) = (50 , 75) (voir la Þgure 2.7). Le

champ de vitesse est dŽÞni par :v( x, y) = ( y0 ! y, x ! x0). Le transport est e!ectuŽ jusquÕˆ

t = 2+ de aÞn que le disque se retrouve exactement ˆ sa position initiale.

Figure 2.7: Un exemple du disque de Zalesak.

Le tableau2.4 prŽsente lÕŽtude de convergence en calculant lÕerreur sur une bande autour

de lÕisocontour 0. La Þgure2.8 prŽsente des illustrations du test pour di!Žrents maillages.

Maillage ErrL 2 Ordre ErrL # Ordre

503 3.313E-03 - 5.250E-02 -

1003 9.306E-04 1.78 1.590E-02 1.65

2003 2.423E-04 1.92 4.208E-03 1.89

3003 1.615E-04 2.01 1.073E-03 1.96

Table 2.4: ƒtude de convergence : test de la rotation du disque de Zalesak.
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(a) 50x50 mailles (b) 100x100 mailles

(c) 200x200 mailles (d) 300x300 mailles

Figure 2.8: Cas test du disque de Zalesak pour di!Žrentes tailles de maille. En bleu le disque
ˆ lÕŽtat initial et en rouge le disque apr•s un tour complet.

Nous avons donnŽ ci-dessus quelques rŽsultats graphiques du test de Zalesak o• nous

avons choisi de zoomer sur le disque pour mieux se rendre compte de la convergence vers une

solution exacte. On constate que les plus fortes erreurs se concentrent au niveau des angles

du disque de Zalesak o•$% change brutalement de direction. Mais, on obtient une nette

amŽlioration en comparant la solution sur un maillage grossier (Þgure2.8a) avec la solution

sur un maillage plus Þn (Þgure2.8d). Ce rŽsultat qualitatif conÞrme lÕŽtude de convergence

prŽsentŽe au tableau2.4 o•, comme dans les Žtudes de convergence des tests prŽcŽdents, on

obtient bien lÕordre 2 en espace pour les normesL2 et L# .
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2.5 Application ˆ lÕextension des vitesses

Le champ de vitesse que nous utiliserons pour transporter%provient du calcul du cisaille-

ment au niveau de lÕinterface (voir le chapitre prŽcŽdent). Il faut que la vitesse de transport

soit dŽÞnie et rŽguli•re sur plusieurs mailles autour de lÕinterface, de mani•re ˆ ce que la

rŽsolution de lÕŽquation de transport induise un dŽplacement prŽcis de" . Dans ce cas, on uti-

lise une procŽdure dÕextension de vitesse depuis lÕinterface. Ainsi, pour Žtendre une quantitŽ

scalaire c! selon la direction normale ˆ lÕinterface, il su"t de rŽsoudre une autre Žquation de

transport, ˆ savoir :

#tcext
! + sgn(! %)

$%
# $ %#

á $cext
! = 0. (2.7)

La condition limite est cext
! = c! sur " et sgn est la fonction signe. LÕextension a pour but

de faire Žvoluer toutes les lignes de niveau de fa•on similaire. Elle doit ainsi permettre de

garder %proche dÕune fonction distance signŽe. Donc, nous allons e!ectuer des tests pour

vŽriÞer que lÕŽquation (2.7) permet de rŽaliser une bonne extension m•me si la quantitŽ

initiale c! varie fortement et lÕinterface prŽsente une normale oscillante.

Comme illustrŽ dans la Þgure2.9, on consid•re le domaine! = [0 , 1]2 et on prend une

interface " sous forme dÕun cardio•de dŽformŽ. La quantitŽ initiale c! est donnŽe en coor-

donnŽes polaires(r, , ) par la fonction analytique c! = ( r sin(, ) + 0 .5) sin(10,) sur une bande

o• ! 4h - %- 0 (h est le pas du maillage) ; ailleurs elle est nulle. On e!ectue le transport

dans la direction o• %est nŽgative le long de ses gradients.

% > 0 % < 0

Figure 2.9: La donnŽe c! ˆ lÕŽtat initial et le champ de vitesse pour le transport.
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2.5 Application ˆ lÕextension des vitesses

En rŽsolvant lÕŽquation (2.7) sur plusieurs pŽriodes, on observe que c! a ŽtŽ bien Žtendue.

Dans les deux Þgures qui suivent, on donne des illustrations de ces extensions.

Figure 2.10: cext
! apr•s une extension sur 20 mailles.

Figure 2.11: cext
! apr•s une extension sur 40 mailles.
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2 Suivi dÕinterface par Level Set

Il est par ailleurs intŽressant de dŽterminer les variations de cext
! induites par lÕextension

au cours du temps. Pour cela, on calcule les valeurs minimales et maximales de c! ˆ lÕŽtat

initial et apr•s quelques extensions. Dans les deux tableaux suivants on donne ces valeurs

pour deux tailles de grilles,1002 et 2002, en variant le temps de transport det = 0 (lÕŽtat

initial) ˆ t = 40h :

t

0

10h

20h

30h

40h

Grille de taille 1002

Min Max

-0.601 0.598

-0.625 0.608

-0.633 0.614

-0.636 0.616

-0.637 0.616

Grille de taille 2002

Min Max

-0.581 0.598

-0.592 0.610

-0.592 0.610

-0.592 0.614

-0.592 0.615

Table 2.5: Variations de cext
! lors de lÕextension.

On constate que lÕerreur commise entre les valeurs minimales et maximales ˆ un instantt

en comparant avec les m•mes valeurs ˆ lÕinstant initial est de lÕordre de3% ; ce qui, pour nos

applications dÕextension de la vitesse dÕŽrosion (voir chapitre 5) est tout ˆ fait satisfaisant.

Ainsi, si lÕon consid•re le cas o• lÕon doit Žtendre un champs de vitessev! = c!
$#

%$#% (o• c !

reprŽsentera le cisaillement calculŽ au niveau de lÕinterface" ) dans tout le domaine, il su" t

de rŽsoudre le probl•me (2.7) induit par la donnŽe initiale c! . Une fois lÕŽtat asymptotique

atteint sur le tout domaine de calcul, on dispose dÕun nouveau champ de vitesse Žtenduvext
! .

2.6 Redistanciation

La construction de lÕŽquation de transport de la Level Set a ŽtŽ faite pour que chaque

isocontour soit advectŽ par le champ de vitesse local. Lorsque le champ utilisŽ a un sens

global, comme dans la plupart des simulations numŽriques, les lignes de niveaux de la Level

Set ne restent pas forcement ˆ la m•me distance lÕun de lÕautre puisque le transport va

probablement les compresser ou les Žtirer. Dans ce cas, la propriŽtŽ defonction distance

signŽedonnŽe initialement ˆ%est perdue pendant le transport et cela signiÞe que#$%# .= 1.

En e!et, D.L. Chopp avait mis en Žvidence dans [23] des exemples dÕapparition de zones o•

%prŽsente de forts gradients, ou au contraire dÕautres o• les lignes de niveaux sÕŽcartent. Il

avait proposŽ donc une rŽ-initialisation qui consiste ˆ recalculer pŽriodiquement%pour lui

permettre de redevenir une fonction de distance sans en altŽrer lÕinterface de valeur nulle.

En gardant donc au cours du calcul la propriŽtŽ :

#$%#= 1.
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2.6 Redistanciation

2.6.1 ƒquation de redistanciation

Nous proposons une mŽthode qui permet de corriger la perte de la propriŽtŽ distance

signŽe en e!ectuant des rŽ-initialisationsa posteriori. Nous nous appuyons sur les rŽsultats

E. Rouy et A. Tourin [83], puis M. Sussmanet al. [90], qui ont mis au point un algorithme de

rŽ-initialisation de la Level Set, dit algorithme de redistanciation. Ë partir du seul isocontour

valable, qui est lÕinterface, on corrige les positons des autres isocontours. Il consiste donc ˆ

rŽsoudre sur un temps Þctift& ( [0, T&] (T & > 0) et pour tout x ( ! lÕŽquation suivante :

"
$

%
#t" - + sgn(%(x, t)) (#$- # ! 1) = 0,

- (x, t & = 0) = %(x, t ).
(2.8)

La solution stationnaire de cette Žquation est bien celle que lÕon recherche.- (x, t &) est la

distance signŽe ˆ lÕinterface pour tous les points situŽs ˆ une distance infŽrieure ou Žgale ˆ

T& de " . En posant w = sgn(- ) $$
%$$ %, on peut rŽŽcrire lÕŽquation (2.8) sous la forme dÕune

Žquation de transport ˆ la vitessew et dont le terme source est non nul :

#t" - + w á $- = sgn(- ). (2.9)

Cette formulation montre que lÕinformation se propage de part et dÕautre de lÕinterface,

dans la direction normale avec une vitesse unitaire. Cela emp•che les caractŽristiques de se

croiser. De plus, lÕajout de la fonction signe permet dÕavoir une interface intacte en main-

tenant - = 0 aux points de % = %0. Mais pour que lÕisocontour 0 de- reste inchangŽ

numŽriquement, cette fonction doit •tre lissŽe sur quelques mailles (en gŽnŽral 2 ou 3) tout

en gardant la propriŽtŽ sgn(0) = 0.

Dans lÕapproche ŽlaborŽe par E. Rouy et A. Tourin dans [83], le transport est fait en deux

Žtapes : la premi•re dans les zones o•- > 0, puis la deuxi•me dans celles o• - < 0; il est

donc impŽratif de garder une bande autour de lÕinterface- = 0 dans laquelle la ligne de

niveau 0 reste inchangŽe au cours de la rŽsolution de lÕŽquation (2.9). CÕest dans ce but que

M. Sussmanet al. ont proposŽ dans [90] la fonction signe suivante :

sgn(x) =
x

/
x2 + . 2

, (2.10)

o• . ' 1, et dans la pratique, il est de lÕordre dÕun pas dÕespaceh. La vitesse w Žtant

unitaire, le pas de temps et le pas dÕespace peuvent •tre confondus. On peut donc prendre :

)t & = h/2, ce qui nous permet de rŽaliser 3 itŽrations de redistanciation (ce qui correspond

au meilleur compromis entre la prŽcision et le temps de calcul).

Par les discrŽtisations utilisŽes prŽcŽdemment (voir la section2.3), on rŽsout lÕŽquation

(2.9) en utilisant le param•tres)t & et la fonction signe dŽÞnie en (2.10), puis en (2.11).
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Remarque 2

D. Peng et al. ont proposŽ en [76] une version plus ra! nŽe pour la fonction signe :

sgn(- ) =
-

+
- 2 + #$- #2. 2

. (2.11)

Ce qui permet dÕadapter la rŽgularisation ˆ lÕŽchelle spatiale de- .

2.6.2 Exemple de redistanciation

AÞn de valider la rŽsolution numŽrique de lÕŽquation de redistanciation, nous prŽsentons

un test fait par G. Russo et P. Smereka dans [84], qui met en lumi•re les e!ets de la re-

distanciation dans un cas tr•s rude. Le domaine de calcul est le carrŽ! = [0 , 10]2 et la

donnŽe initiale est une ellipse perturbŽe (voir Þgure2.12o• lÕisocontour 0 est en noir) dont

lÕŽquation est :

%0(x, y) = / (x, y)

, -
(x ! 5)2

a2
+

(y ! 5)2

b2
! 1

.

o• : / (x, y) = . + ( x ! x0)2 + ( y ! y0)2, avec : . = 0.1, x0 = 1.5, y0 = 3, a = 4 et b= 2.

%0 prŽsente des zones de forts et faibles gradients au voisinage de%0 = 0.

Figure 2.12:Lignes de niveau de la donnŽe initiale elliptique perturbŽe.
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2.6 Redistanciation

Le rŽsultat du 800•me itŽrŽ de la redistanciation est donnŽ dans la Þgure2.13. Contraire-

ment au premier tracŽ qui prŽsente des perturbations, sur le deuxi•me, on aper•oit quÕil nÕy a

pas de di!Žrence discernable de la position de lÕisocontour 0 alors que les autres iso-contours

de la Level Set sont positionnŽs correctement des deux cotŽs de lÕinterface. Ceci permet de

valider le schŽma et rendre compte de lÕinßuence de la rŽgularisation de la fonction signe.

Figure 2.13:Lignes de niveau apr•s redistanciation de la donnŽe initiale (maillage2002).
La premi•re avec la fonction signe (2.10), la seconde avec la fonction (2.11).
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2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons prŽsentŽ la mŽthode Level Set assortie dÕun ensemble dÕou-

tils qui nous permettront le suivi dÕinterface dans le cadre des simulations numŽriques de

lÕŽrosion. DÕabord, nous avons montrŽ quÕon peut repŽrer explicitement et avec prŽcision

la position de chaque milieu et de lÕinterface et obtenir Žgalement le champ de normales ˆ

cette derni•re. Puis, nous avons considŽrŽ lÕŽquation de transport qui traite lÕŽvolution de la

Level Set. Par une sŽrie de tests, on a prouvŽ que le schŽma implŽmentŽ pour cette Žqua-

tion convenait pour notre Žtude. Nous avons montrŽ aussi que ce schŽma peut •tre appliquŽ

parfaitement ˆ lÕextension des vitesses, outil tr•s important dans le cas de lÕŽrosion (voir

chapitre 5). Finalement, nous avons traitŽ le cas de la redistanciation, ce qui pourrait •tre

nŽcessaire pour corriger des ßuctuations au niveau de lÕinterface au cours du transport.

46



3 SchŽmas et maillages DDFV

Dans ce chapitre, nous dŽcrivons les maillages et les principaux rŽsultats de la mŽthode

de volumes Þnis, appelŽe DDFV acronyme de "Discrete Duality Finite Volume". Avec ces

schŽmas, nous faisons les discrŽtisations spatiales des Žquations de Stokes et de Navier-

Stokes dŽcrivant des Žcoulements dÕun ßuide incompressible sur des maillages conformes

et non conformes. Le principe consiste ˆ construire des opŽrateurs gradient, divergence et

rotationnel discrets, puis de remplacer les opŽrateurs qui interviennent dans les EDP par

leurs Žquivalents discrets. Ces opŽrateurs agissent sur des maillages quelconques par un

choix judicieux des inconnues.

Les mŽthodes DDFV sont une gŽnŽralisation des schŽmas MAC. Elles ont ŽtŽ introduites et

ŽtudiŽes par F. Hermeline dans [53] et depuis, plusieurs versions ont vu le jour [32], [34], [17].

LÕidŽe gŽnŽrale de ces mŽthodes est de combiner deux maillages Volumes Finis distincts

en les superposant : le maillage primal et le maillage dual o• les cellules sont construites

autour des sommets du maillage primal. Un troisi•me maillage, appelŽ maillage diamant est

nŽcessaire pour la construction dÕun gradient consistant. Ceux-ci conservent la structure du

probl•me continu, si bien quÕil est possible dÕŽcrire une formule de Green discr•te qui donne

un Žquivalent de la formule continue. Les opŽrateurs ainsi construits sont en dualitŽ discr•te,

ce qui donne le nom ˆ la mŽthode.

Le premier schŽma que nous avons ŽtudiŽ est basŽ sur la mŽthode proposŽe par Y. Coudi•re

et F. Hubert [30], puis dŽtaillŽe par S. Krellet al. [58,59]. Dans ce schŽma, les inconnues

sont localisŽes aux centres des cellules, aux sommets et aux faces, et Žgalement aux milieux

des ar•tes, dÕo• lÕappellation CeVeFE-DDFV (Cell/Vertex/Face/Edge). De cette fa•on, on

doit tenir compte dÕun autre maillage dit "faces-ar•tes". Le second schŽma auquel nous

nous sommes intŽressŽ et qui est adaptŽe dans ce travail, repose sur une mŽthode appelŽe

CeVe-DDFV. Contrairement au premier schŽma, les inconnues ne sont pas positionnŽes aux

milieux des ar•tes. Cette mŽthode a ŽtŽ introduite par C. Pierre [78] et utilisŽe Žgalement

par Y. Coudi•re et al. [29]. La mŽthode que nous avons dŽveloppŽe est basŽe sur la variante

ŽtudiŽe par B. Andreianovet al. [1,2]. La particularitŽ de ce schŽma est que le maillage

primal et le maillage dual recouvrent chacun exactement une fois le domaine. NŽanmoins,

les relations de dualitŽ discr•tes restent conservŽes.
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3.1 DŽÞnitions et notations

3.1.1 Construction du maillage

Soit ! un ouvert polygonal convexe bornŽ deRd (d = 2, 3). On dŽÞnit un maillage DDFV

par une discrŽtisation du domaine! constituŽe dÕun coupletM = ( T , D) tel que :

Ð T est lÕensemble composŽ par des cellules et des sommets.

Ð D est lÕensemble relatif aux interfaces.

Le maillageM est dŽÞni par deux ensembles complŽmentaires, le domaine est ainsi recou-

vert deux fois et peut •tre discrŽtiser par deux maillagesT et D.

Le maillage T

Le maillageT est composŽ dÕun ensemble des mailles primales et duales relatives respec-

tivement aux cellulesK et aux sommetsV.

Ð Les mailles primalesK sont des polygones disjoints auxquels on associe les pointsK , en

gŽnŽral le centre de gravitŽ de la celluleK. Ces points sont appelŽs nÏuds du maillage

primal. Ils vŽriÞent les deux relations suivantes o•L est une autre cellule :

/

K" T

K = ! et K ) L = 0 si K .= L .

Ð Pour toutes les mailles primales voisinesK et L , on suppose que#K ) #L est une face

et on la note( = K|L (voir Þgure 3.1a). LÕensemble des faces, notŽF , est tel que :

/

! "F

( =
/

K" T

#K.

Ð Les noeuds du maillage dualV sont les sommets du maillage primal (voir Þgure3.1b).

Ce maillage est donc formŽ par les sommetsA des faces( .

L¥

K¥
(

(a) Cellules K et L

¥A
¥
C

B¥

(b) SommetsA, B et C

Figure 3.1: Exemple de mailles primales et duales.
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3.1 DŽÞnitions et notations

Le maillage D

Ë chaque face( ( F , on associe la cellule diamant� ! ( D de la mani•re suivante :

Ð Pour une face( interne, dont on note lÕensemble parF ��� , on consid•re les deux cellules

voisinesK et L telle ( = K|L. Le diamant � ! est dŽÞni comme lÕintŽrieur de lÕenveloppe

convexe deK %( %L (voir Þgure 3.2a).

Ð Pour une face( du bord, dont on note lÕensemble parF � , on consid•re une celluleK telle

que ( = #K ) #!. Le diamant � ! est dŽÞni comme lÕintŽrieur de lÕenveloppe convexe

de ( %K (voir Þgure 3.2b).

�
¥

�
¥

¥�

�¥

(

(a) Diamant interne : " ( F ���

� ¥

¥�

� ¥

(

(b) Diamant au bord : " ( F �

Figure 3.2: Exemples de diamant� ! .

En considŽrant une face( et sa cellule de centre� on peut construire un demi-diamant

� ! �� . Ainsi, un diamant � ! �� est la rŽunion de deux demi-diamants� ! �� et � ! �� . Les

demi-diamants sont 2 ˆ 2 disjoints et couvrent enti•rement le domaine!, de sorte que :

/

� !�
! !" �

� ! �� = !�

Remarque 3

Ð Tout diamant du bord � ! peut •tre rŽduit au demi-diamants� ! �� . Dans ce cas, les

points � se confondent avec les points� centre de des faces( , autrement dit :

si ( ( F � alors � = ��

Ð On associe ˆ chaque demi-diamant� ! �� une unique face( et une unique celluleK.

Nous traitons par la suite deux exemples concrets et importants de maillage DDFV en

dimension 2 puis en dimension 3 adaptŽs respectivement pour les domaines quadrilat•res et

parallŽlŽpipŽdiques et leurs unions.
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3 SchŽmas et maillages DDFV

Maillage 2D DDFV

En dimension 2, les faces sont des segments de droite non rŽduits ˆ un point. Les cellules

sont sous forme triangulaire (voir les Þgures prŽcŽdentes) ou quadrilat•re (voir la Þgure

3.3). Gr‰ce aux mailles primales et duales, on dŽÞnit les mailles diamants qui composent le

maillage D comme illustrŽ dans Þgure3.4. En pratique on remarque que ces diamants sont

une rŽunion de triangles disjoints.

(a) Maillage T (b) Maillage D

Figure 3.3: Maillage cartŽsien 2D conforme.

Le maillage peut •tre non conforme comme illustrŽ dans la Þgure3.4.

(a) Maillage T (b) Maillage D

Figure 3.4: Maillage cartŽsien 2D non conforme.

Maillage 3D DDFV

En dimension 3, les faces sont des polygones ; en pratiques ce sont des triangles ou des

quadrilat•res. Pour simpliÞer les notations et pour donner des illustrations, nous prenons un

parallŽlŽpip•de rectangle, comme illustrŽ dans la Þgure3.5 partitionnŽ de fa•on uniforme (ˆ

noter que ni la forme cubique, ni lÕuniformitŽ des mailles nÕest importante ; la construction

se gŽnŽralise aux maillages cartŽsiens non conformes).
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3.1 DŽÞnitions et notations

¥

¥

¥

¥

¥

¥
¥

¥

¥

¥

¥

¥
¥

¥

¥

¥

¥

¥
¥

¥

¥

¥

¥

¥
¥ ¥ ¥

¥ ¥ ¥

Figure 3.5: MaillageT dÕun cube.

Dans cette Žtude, on travaille avec des faces( ( F sous forme quadrilatŽrale. Notons F

le centre de( . Les diamants ont la forme dÕocta•dres construits ˆ partir des centres� et �

des deux cubes primairesK, L et des faces( = K|L quÕils partagent. Ainsi, comme illustrŽ

dans la Þgure3.6, les diamants� ! sont formŽs donc par les six points suivants :

Ð �, � , � et � : les sommets qui constituent la face( ;

Ð � et � : les centres de deux cellules voisines partageant la m•me face( .

¥

¥

¥ ¥

¥¥

¥

L

K

A B

D C

F
(

� ! ��

� ! ��

Figure 3.6: Maille diamant 3D.

Le maillageT est constituŽ par les nÏuds sommets et cellules (� et � ) et le maillageD

par les centres des faces (�). Sur le bord du domaine, comme vu prŽcŽdemment, les diamants

sont rŽduits aux demi diamants� ! �� et les points� = � .

Remarque 4

LÕorientation des points�� �� �� � est choisie de telle fa•on ˆ avoir��� (
!"
���

!!"
���

!!"
� � ) � 0.
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3 SchŽmas et maillages DDFV

3.1.2 Volumes de contr™le

Chaque ŽlŽment du maillage DDFV a un volume de contr™le. Il sÕagit dÕune mesure que

lÕon associe ˆ cet ŽlŽment. On note|� | la mesure dÕun objet gŽomŽtrique X. Les grandeurs

|� | et |�| dŽsignent respectivement les mesures dans� � dÕune cellule primale de centre�

et dÕune cellule duale dont le centre est le sommet A. Pour une interface( , |( | dŽsigne sa

mesure en dimension� ! 1 (sa longueur si� = 2 ou son aire si� = 3).

AÞn de calculer les volumes de contr™le de ces ŽlŽments, on introduit tout dÕabord une

dŽcomposition de chaque demi diamant� ! �� en simplexe. Les diamants formant une parti-

tion du domaine, cette dŽcomposition aboutit ˆ une partition du domaine en simplexe. En

dimension 2 ces simplexes sont des triangles indexŽs sur les sommets de( , en dimension 3,

ce sont des tŽtra•dres indexŽs sur les ar•tes de( (voir Þgure 3.7 et 3.10).

Ð En 2D :

Soient A et B les sommets dÕune face( de centre F. On dŽÞnit deux triangles� �
! �� et

� �
! �� comme :

� �
! �� = ��� � � �

! �� = ����

¥

¥

¥

¥ K

A

B

F

(

� �
! ��

� �
! ��

Figure 3.7: DŽcomposition en simplexe dÕun demi diamant 2D.

Les volumes de contr™le sont :

|� | =
)

�!" �
! #�

|� �
! �� | � |�| =

)

� !" �
! #�

|� �
! �� |�

|� ! �� | = |� �
! �� | + |� �

! �� | � |� ! | = |� ! �� | + |� ! �� |�

LÕaire du triangle� �
! �� constitue lÕŽlŽment de base avec lequel nous assemblons les vo-

lumes de contr™le des maillagesT et D. Dans les Þgures3.8 et 3.9a, on illustre les

volumes de contr™les dÕun nÏud� (ˆ lÕintŽrieur et au bord du domaine), dÕune cellule

de centre K et dÕun diamant de centre� .
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3.1 DŽÞnitions et notations

¥
�

(a) � ˆ lÕintŽrieur du domaine

� ¥

(b) � au bord du domaine

Figure 3.8: Volumes de contr™le dÕune cellule duale dont le sommet est�.

�¥

(a) Cellule : volume de contr™le|� |

¥�

(b) Diamant : volume de contr™le|� ! |

Figure 3.9: Volume de contr™le dÕune cellule primale et dÕun diamant.

Ð En 3D :

On rappelle que dans cette Žtude, en 3D, on travaille avec des faces quadrilatŽrales.

Soient �� �� � et � les sommets dÕune face( . On consid•re le sommet� (les autres

sommets sont interchangeables) ; Soient� � et � � les milieux respectifs des ar•tes[�� � ]

et [�� � ] et soit � le centre de( .

On dŽÞnit deux tŽtra•dres� � �
! �� et � � �

! �� comme (voir Þgure3.10) :

� � �
! �� = ��� � � � � � �

! �� = ��� � � �

Les volumes de contr™les sont :

|� | =
)

� � !" �
! #� �

|� � �
! �� | � |�| =

)

� !" �
! #� �

|� � �
! �� |�

|� ! �� | =
)

� � "" � '!

|� � �
! �� |�

|� ! | = |� ! �� | + |� ! �� |�
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3 SchŽmas et maillages DDFV

¥

¥

¥

¥

¥

K

A � �

� � F

B

D C

(

� � �
! ��� � �

! ��

Figure 3.10: DŽcomposition en simplexe dÕun demi diamant 3D.

Dans le cas cartŽsien on a :

Ð Le volume du tŽtra•dre� � �
! �� est :

|� � �
! �� | :=

1
6

|���(
!"
�� �

!!"
�� � �

!!"
�� )|�

Ð Le volume dÕun demi diamant� ! �� est :

|� ! �� | :=
1
6

|��� (
!"
���

!!"
���

!!"
� � )|�

3.1.3 Normales extŽrieures aux volumes

Ë partir des volumes de contr™le dŽÞnis autour de chaque ŽlŽment du maillageT , nous

obtenons les surfaces du bord de chaque volumeK et V notŽes respectivement#K et #V.

Ces surfaces sont portŽes par les vecteurs normaux aux bordsN !
� et N !

� .

�
¥

�
¥

�
¥

�
¥

�
¥

�
¥

�
¥

�
¥

�
¥¥

¥

¥

�¥

�¥� ¥

�¥

¥¥¥¥

¥¥¥

N !
� N !

�

Figure 3.11: Vecteurs normaux aux cellules primales et duales (internes et aux bord).
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3.1 DŽÞnitions et notations

Chaque vecteur normal extŽrieur ˆ un volume de contr™le dÕun ŽlŽment� peut •tre associŽ

ˆ une face ( tel que � ( � ! (voir Þgure 3.11 o• ( = [ �� � ]). Pour dŽterminer les vecteurs

normaux on utilise la dŽcomposition en simplexe des diamants� ! �� .

En 2D :

Ð Cas dÕune cellule primaleK : soient � le centre de cette cellule et( = [ �� � ] une de ses

ar•tes, comme illustrŽ dans la Þgure3.12, on peut donner lÕexpression du vecteurN !
�

sous la forme :

N !
� =

!"
�� ( +

!!"
� � ( �

Les deux parties du vecteurN !
� correspondent aux vecteurs normaux aux interfaces

formŽes par lÕintersection du volumeV et les deux triangles� �
! �� et � �

! �� qui composent

le demi diamants� ! �� .

�
¥

� ¥ �¥
�
¥ (¥¥¥

¥¥¥

¥¥¥ ¥¥ ¥¥¥

¥¥¥¥

¥¥¥

¥¥

¥¥

¥

!"
�� ( !!"

� � (

K

� ! ��

Figure 3.12: Vecteurs normaux aux cellules primales et au demi diamant (en hachurŽ).

Ð Cas dÕune cellule dualeV : soient � le centre dÕune cellule primale telle que� ( #V,

� le centre de sa cellule voisine et� le centre de( = K|L (on rappelle que� = �

si ( ( F � ) ; en utilisant de la m•me mani•re les triangles issus de la dŽcomposition en

simplexe du diamant� ! �� et leurs intersections avec le volume de contr™le deV, on

peut donner lÕexpression du vecteurN !
� sous la forme (voir les cellules duales internes

et aux bord dans la Þgure3.11) :

si ( ( F ��� : N !
� =

!!"
� � ( +

!"
�� ( �

si ( ( F � : N !
� =

!!"
� � ( +

!"
�� ( �

Le dŽcoupage des vecteursN !
� et N !

� comme indiquŽ ci-dessus nous permet de mieux dŽcrire

les volumes du bord et les volumes dans le cas des maillages non conformes. Dans la Þgure

3.13on donne une illustration dans le cas non conforme.
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3 SchŽmas et maillages DDFV

A ¥A ¥¥¥

A
¥¥¥¥¥¥

Figure 3.13: mailles non conformes : vecteurs normaux aux cellules dualesA.

En 3D

Soient � le centre dÕune cellule et( une des faces constituŽe par les sommets�� �� � et

� , telles que( 1 #K. Comme dans le cas 2D, on utilise la dŽcomposition du diamant� ! en

simplexe. On consid•re le sommet�, en 3D il sÕagit des deux tŽtra•dres� � �
! �� et � � �

! �� avec

� � et � � les milieux respectifs des ar•tes[�� � ] et [�� � ] (voir la Þgure3.14).

On peut donner lÕexpression des vecteursN !
� et N !

� sous la forme :

N !
� =

)

�!" �
�!!

N !
� �

N !
� =

)

� !" �
�!! $�

N !
� + . !

� N !
� �

avec :. !
� = 1 si ( 1 F � ) V et . !

� = 0 sinon.

Le calcul des composantesN !
� et N !

� sÕe!ectue ˆ partir des faces externes des tŽtra•dres

� � �
! �� et � � �

! �� comme illustrŽ dans la Þgure3.14. On trouve :

N !
� =

1
2

!"
� � 2

!!"
� � � !

1
2

!"
� � 2

!!"
� � �

=
1
4

!"
� � 2

!!"
���

et

N !
� =

1
2

!!"
� � 2

!!"
� � � !

1
2

!!"
� � 2

!!"
� � �

=
1
4

!!"
� � 2

!!"
���
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Figure 3.14: Vecteurs normaux : composantesN !
� et N !

� .

Les calculs des normales extŽrieures font intervenir une face, donc un diamant� ! , et un

volume de contr™leK ou V. Comme chaque diamant est constituŽ par les points�� �� �� �� �

et � , on peut exhiber ˆ lÕintŽrieur du domaine les expressions deN !
� et N !

� pour chaque

ŽlŽment du sextuplet(�� �� �� �� �� � ).

Ð Pour � et �, le calcul de N !
� permet dÕobtenir deux vecteurs :

N � =
1
2

!"
�� 2

!!"
�� et N � =

1
2

!!"
�� 2

!"
���

Ð Pour �� �� � et � le calcul deN !
� permet dÕobtenir les vecteurs suivants :

N � =
1
4

!!"
�� 2

!!"
��� N � =

1
4

!"
�� 2

!!"
��� N � =

1
4

!!"
�� 2

!!"
�� et N � =

1
4

!"
�� 2

!!"
���

Par des raisons de symŽtrie, on observe queN � = ! N � , N � = ! N � et N � = ! N � . Donc,

pour allŽger les notations, on peut introduire trois vecteursN �� � N �� et N �� tels que :

N �� =
1
2

!"
�� 2

!!"
���

N �� =
1
4

!!"
�� 2

!!"
���

N �� =
1
4

!"
�� 2

!!"
���

Remarque 5

Si � est un sommet appartenant ˆ une face du bord, alors la contribution de la normale

ˆ cette face en intersection avec le volume de� sera prise en compte et dans ce cas on a :

� � = � �� +
1
4

� �� �
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3 SchŽmas et maillages DDFV

3.2 Espaces discrets

DŽsormais, on ne traite que le schŽma DDFV en dimension 3. Dans cette partie nous

dŽÞnissons les espaces dÕapproximation et les inconnues discr•tes. Les calculs 2D seront

rŽalisŽs avec une seule cellule selon la profondeur et les conditions de symŽtrie.

DŽÞnition 1

Ð On introduit lÕespace dÕapproximationRT du maillageT . Ainsi une inconnue discr•te

uT ( RT . est dŽÞnie de la mani•re suivante :

uT = (( uK ) , (uA ))K,A "T .

Ð LÕespace(R3)T est lÕespace des champs de vecteurs discrets dŽÞnis sur le maillageT .

Ainsi, un vecteur discretuT ( (R3)T est dŽÞni de la mani•re suivante :

uT =

0

1
2

uT
1

uT
2

uT
3

3

4
5 , avec :uT

1 , uT
2 , uT

3 ( RT .

Ð On dŽÞnit lÕespaceR" T 1 RT comme lÕensemble des inconnues du bord#T .

DŽÞnition 2

Ð On introduit lÕespace dÕapproximationRD du maillageD. Ainsi une inconnue discr•te

qD ( RD est dŽÞnie de la mani•re suivante :

qD = ( q! )D ! "D .

Ð LÕespace(R3)D des champs de vecteurs discrets dŽÞnis pour des fonctions constantes

sur chaque diamant deD et ˆ valeurs dansR3. Ainsi, un vecteur discretqD ( (R3)D

est dŽÞni de la mani•re suivante :

qD =

0

1
2

qD
1

qD
2

qD
3

3

4
5 , avec :qD

1 , qD
2 , qD

3 ( RD .

Ð On dŽÞnit lÕespaceR" D 1 RD comme lÕensemble des inconnues du bord#D.

Les inconnues discr•tesuT ( RT et qD ( RD peuvent aussi •tre Žcrites sous la forme :

uT =
)

K,A "T

(uK 1K + uA 1V) et qD =
)

D ! "D

q! 1D ! .
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3.2 Espaces discrets

Le but de la construction des ces espaces est de dŽÞnir les opŽrateurs gradient et divergence

discrets opŽrant ainsi :

RT (R3)D

$ D

divT

Les espacesRT et RD sont munis des produits scalaires suivants qui permettent de les

identiÞer ˆ des sous espaces deL2(! ).

DŽÞnition 3

Ð Pour tout couple (uT , vT ) dansRT , on dŽÞnit le produit scalaire :

6
uT , vT

7
T

=
1
3

)

K "T

|K |uK vK +
2
3

)

A"T

|A|uA vA .

Ð Pour tout couple (pD , qD ) dansRD , on dŽÞnit le produit scalaire :

6
pD , qD

7
D

=
)

D ! "D

|D! |p! q! .

Ð Pour tout couple (pD , qD ) dans lÕespace du bordR" D , on dŽÞnit le produit scalaire :

6
pD , qD

7
" D

=
)

! "" D

|( |p! q! .

Aux produits scalaires dŽÞnis prŽcŽdemment, on associe les normes suivantes :

#uT #T =
6
uT , uT

71
2
T

, * uT ( RT .

#qD #D =
6
qT , qT

71
2
D

, * qD ( RD .

Remarque 6

Dans le produit scalaire surRT les coe!cients 1
3 et 2

3 peuvent •tre interprŽtŽs comme

les contributions respectives des inconnues sur les cellules primales et duales. Notons que

dans la variante du schŽma 3D dŽveloppŽ par Y. Coudi•reet al. dans [29] et [78] ces deux

coe!cient valent 1
3 car le le domaine est recouvert une 1 fois par les cellules primales et 2

fois par les cellules duales. Nous nÕavons pas besoin de pondŽrer le produit scalaire. On a :

31, 14T =
1
3

)

K "T

|K | +
2
3

)

A"T

|A| = |!| .
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3 SchŽmas et maillages DDFV

3.3 OpŽrateurs discrets

Dans cette section nous allons commencer par construire les opŽrateurs gradient et diver-

gence discr•te,$ D et divT , illustrŽs dans le diagramme de la section (3.2).

3.3.1 Le gradient discret
DŽÞnition 4

Le gradient discret,$ D , est dŽÞni pour uT ( RT de la mani•re suivante :

$ D : RT !"
8
R3

9D

$ D uT = ( $ D ! uT )D ! "D , avec pour D! = ( K, L, A, B, C, D ) :

$ D ! uT =
1

3|D! |
((uL ! uK )N KL + 2( uC ! uA )N AC + 2( uD ! uB )N BD )

Notons que ce gradient discret est ŽvaluŽ en utilisant les di!Žrences Þnies entre les incon-

nuesuK et uL aux deux cellules primaires voisinesK et L et deux di! Žrences Þnies entre les

inconnuesuA et uC puis entre les inconnuesuB et uD sur lÕinterface( = K|L contenant les

sommetsA, B, C et D.

3.3.2 La divergence discr•te

DŽÞnition 5

La divergence discr•te,divT , est dŽÞnie pour qD ( (R3)D de la mani•re suivante :

divT : (R3)D !" RT

divT (qD ) =
8
divK (qD ), divA (qD )

9
K,A "T

, avec pour K, A ( T on a :

divK (qD ) =
1

|K |

)

D ! "D

q! áN K

divA (qD ) =
1

|A|

)

D ! "D

q! áN A

Remarque 7

Si L ( #T alors, comme la celluleL de centreL = F ( F b nÕa aucun volume de contr™le,

on pose :* qD ( D , divL (qD ) = 0 .
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3.3 OpŽrateurs discrets

Les expressions de la divergence discr•te correspondent aux formulations de la discrŽti-

sation par volumes Þnis appliquŽes ˆ chaque partieK et V du maillageT . Cette dŽÞnition

est Žquivalente ˆ la divergence continue obtenue pour une fonction vectorielle rŽguli•reu de

! calculŽe par la formule de la divergence, o•K est une partie de! et n! est sa normale

extŽrieure : *

K
div(u)dx =

)

! ""K

*

!
u án! ds.

Remarque 8

La construction dŽcrite ci-dessus permet dÕavoir une approximation consistante de lÕopŽ-

rateur divergence discr•te.

3.3.3 OpŽrateur de trace discr•te

Comme mentionnŽ prŽcŽdemment, les opŽrateurs gradient et divergence discrets sont liŽs

par des relations de Green discr•tes qui seront annoncŽes plus loin. Pour obtenir des formu-

lations compl•tes de ces relations nous dŽÞnissons un opŽrateur de trace discr•te.

DŽÞnition 6

La trace discr•te, 0D , est dŽÞnie de R" T dansR" D pour uT ( R" T de la mani•re suivante :

0D (uT ) =
1
3

uF +
1
6

)

A"" T

uA

o• : uT = ( uF , uA ), avec F, K ( #T .

Notons que la trace discr•te dÕune fonction constante vaut la m•me constante. Mais quÕune

trace nulle dÕune fonction nÕassure pas la nullitŽ de cette fonction.

3.3.4 Assemblage des opŽrateurs discrets

Gr‰ce aux opŽrateurs gradient et divergence discrets dŽÞnis prŽcŽdemment nous obtenons

les autres opŽrateurs discrets suivants :

$ D : RT !" (R3)D

uT 5!" $ D uT

divT : (R3)D !" RT

qD 5!" divT (qD )

rotD : (R3)T !" (R3)D

uT 5!" $ D 2 uT

$ T : RD !" (R3)T

qD 5!" divT (qD I d)

divD : (R3)T !" RD

uT 5!" tr( $ D uT )

rotT : (R3)D !" (R3)T

qD 5!" $ T 2 qD

La validation de lÕapproximation numŽrique de ces opŽrateurs sera rŽalisŽe dans la section

3.5.
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3 SchŽmas et maillages DDFV

3.4 Formules de Green discr•tes

Les opŽrateurs gradient et divergence discrets,$ D et divT , prŽsentent une relation de

dualitŽ analogue ˆ la formule de Green dans le cas continu. Cette formule a ŽtŽ Žtablie par

F. Hemeline [53] et par K. Omn•s et al. [34] pour les maillages en dimension 2. Puis, en

dimension 3, par Y. Coudi•reet al. [29], F. Hubert et al. [30] et B. Martin [66].

Nous annon•ons ici deux versions : une semblable ˆ celle ŽtudiŽe par les auteurs citŽs, qui

lie divT et $ D et une nouvelle qui lie les opŽrateursdivD et $ T .

ThŽor•me 1

Pour tout qD ( (R3)D et uT ( RT on a :

6
divT qD , uT

7
T

= !
6
qD , $ D uT

7
D

+
6
qD án, 0D (uT )

7
" D

Preuve : Soient qD ( (R3)D et uT ( RT , On a :

6
divT qD , uT

7
T

=
1
3

)

K "T

|K | divK (qD )uK +
2
3

)

A"T

|A| divA (qD )uA

=
1
3

)

K "T

)

D ! )K

q! áN K uK

: ;< =
=S 1

+
2
3

)

A"T

)

D ! )A

q! áN A uA

: ;< =
=S 2

.

On peut Žcrire les deux sommesS1 et S2 sous la forme :

S1 =
)

K "T

)

D ! )K

q! áN K uK

=
)

D ! "D

q! á
)

K "D !

N K uK =
)

D ! "D

q! á(uK N K + uL N L )

=
)

D ! !D
! !F int

q! á(uK ! uL )N KL +
)

D ! !D
! !F b

q! áN KL uF .

S2 =
)

A"T

)

D ! )A

q! áN A uA =
)

D ! "D

q! á
)

A"D !

N A uA

=
)

D ! !D
! !F int

q! á(uA N A + uB N B + uCN C + uD N D ) +
)

D ! !D
! !F b

q! á
)

A"D !

1
4

N KL uA

=
)

D ! "D

q! á((uA ! uC)N AC + ( uB ! uD )N BD ) +
1
4

)

D ! !D
! !F b

q! áN KL

)

A"D !

uA ;
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Par consŽquences :

6
divT qD , uT

7
T

=
1
3

S1 +
2
3

S2

=
)

D ! !D
! !F int

q! á(uK ! uL )N KL +
)

D ! !D
! !F int

2q! á((uA ! uC)N AC + ( uB ! uD )N BD )

+
)

D ! !D
! !F b

q! áN KL uF +
1
6

)

D ! !D
! !F b

q! áN KL

)

A"D !

uA

=
)

D ! !D
! !F int

q! á((uK ! uL )N KL + 2( uA ! uC)N AC + 2( uB ! uD )N BD )

+
)

D ! !D
! !F b

q! áN KL (uF +
1
6

)

A"D !

uA )

= !
)

D ! !D
! !F b

|D! |q! á $D (uT ) +
)

D ! !D
! !F b

q! áN KL 0D (uT )

= !
)

D ! "D

|D! |q! á $D (uT ) +
)

D ! !D
! !F b

q! án|( |0D (uT )

= !
6
qD , $ D uT

7
D

+
6
qD án, 0D (uT )

7
" D

.

Finalement :

6
divT qD , uT

7
T

= !
6
qD , $ D uT

7
D

+
6
qD án, 0D (uT )

7
" D

.

La nouvelle formule de Green qui lie les opŽrateursdivD et $ T :

ThŽor•me 2

Pour uT ( (R3)T et qD ( RD :

6
divD uT , qD

7
D

= !
6
uT , $ T qD

7
T

+
6
qD , 0D (uT án)

7
" D

Preuve :

Soient uT ( (R3)T et qD ( RD . On note par (e1, e2, e3) la base orthonormale deR3 et on

pose :uT
i = uT áei et $ T

i qD = $ T qD áei pour i = 1, 2, 3.

Donc on peut Žcrire :
6
uT , $ T qD

7
T

=
3)

i =1

6
uT

i , $ T
i qD

7
T

.
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3 SchŽmas et maillages DDFV

En utilisant les dŽÞnitions donnŽes dans la section3.3.4, on trouve :

3)

i =1

6
ui

T , $ T
i qD

7
T

=
3)

i =1

6
ui

T , divD (qD ei )
7

T
.

Par la 1re formule de Green et la linŽaritŽ de la trace on obtient :

3)

i =1

6
ui

T , divD (qD ei )
7

T
=

3)

i =1

!
6
qD ei , $ D uT

i

7
D

+
6
qD ei án, 0D (uT

i )
7

" D

=
3)

i =1

!
6
qD , $ D uT

i áei
7

D
+

6
qD , 0D (uT

i ei án)
7

" D

= !

>

qD ,
3)

i =1

($ D uT
i áei )

?

D

+

>

qD ,
3)

i =1

(0D (uT
i ei án))

?

" D

.

Or, on a :

3)

i =1

($ D uT
i áei ) = tr( $ D uT ) = div D uT et

3)

i =1

(0D (uT
i ei án)) = 0D (uT án) .

Donc :

3)

i =1

6
ui

T , divD (qD ei )
7

T
= !

6
qD , divD uT

7
D

+
6
qD , 0D (uT án)

7
" D

.

Finalement :

6
uT , $ T qD

7
T

= !
6
qD , divD uT

7
D

+
6
qD , 0D (uT án)

7
" D

.

3.5 Validations numŽriques

Nous prŽsentons, quelques tests numŽriques pour lÕŽtude de la convergence des opŽrateurs

prŽsentŽs dans le paragraphe3.3.4. Le domaine considŽrŽ est le cube unitaire! = [0 , 1]3 .

Soit N ( N&, dans un premier temps nous utilisons un maillage CartŽsien conforme constituŽ

de N 3 cubes de cotŽh = 1
N . Puis, dans un second temps nous utilisons un maillage cartŽsien

non conforme obtenu en ra"nant la moitiŽ du domaine avec des cubes scindŽs en quatre

cubes ŽlŽmentaires de cotŽh2 (voir Þgure 3.15).

On se donne un jeu de fonctions analytiques et on applique un opŽrateur ˆ chaque fonction,

puis on Žvalue pour divers pas de maillage lÕerreur relative que nous dŽÞnissons par la suite.
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(a) Mesh 1 (b) Mesh 2

Figure 3.15: Maillages 3D DDFV conforme et non conforme.

Si la solution ˆ Žvaluer est dansRD (resp. RT ), on note qD
e (resp. qT

e ) la solution exacte et

qD
n (resp. qT

n ) la solution approchŽe.

La norme L2 de lÕerreur entre les deux solutions surRD et RT est mesurŽe en utilisant

respectivement le produit scalaire3., .4D et 3., .4T :

ErrL 2(D) :=
# qD

n ! qD
e #D

# qD
e #D

et ErrL 2(T ) :=
# uT

n ! uT
e #T

# uT
e #T

.

Les tableaux prŽsentŽs dans les sections qui suivront prŽsentent les erreurs dans le cas dÕun

maillage conforme et un maillage non conforme (voir Þgure3.15) en fonction deN , nombre

de maille dans chaque direction.

3.5.1 Gradients et divergences

Nous prŽsentons quelques rŽsultats pour illustrer lÕordre de convergence des opŽrateurs

gradient et divergence.

! Gradient $ D :

On consid•re la fonctionuT = ln(1 + x) + 2
/

1 + y + z2, la solution estqD
e = $ D uT avec :

qD
e =

0

1
2

1
1+x

1
1+y

2z

3

4
5

Mesh 1 Mesh 2

N ErrL 2 Ordre ErrL 2 Ordre

5 5.35E-02 - 3.68E-02 -

10 1.35E-02 1.97 9.46E-03 1.94

20 3.40E-03 1.98 2.42E-03 1.95

40 8.25E-04 2.02 6.14E-04 1.98
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3 SchŽmas et maillages DDFV

! Gradient $ T :

On consid•re la fonctionqD = !1
% (cos(+x)+cos(+y)+cos(+z)), la solution estuT

e = $ T qD

avec :

uT
e =

0

1
2

sin(+x)

sin(+y)

sin(+z)

3

4
5

Mesh 1 Mesh 2

N ErrL 2 Ordre ErrL 2 Ordre

5 1.63E-02 - 0.18E+00 -

10 4.15E-03 1.96 4.91E-01 1.83

20 1.04E-03 1.98 1.28E-01 1.89

40 2.56E-04 2.00 3.27E-02 1.96

! Divergence divD :

On consid•re la fonctionuT =

0

1
2

ln 1 + x

2
/

1 + y)

z2

3

4
5 la solution estqD

e = div D uT avec :

qD
e = 1

1+x + 1
1+y + 2z

Mesh 1 Mesh 2

N ErrL 2 Ordre ErrL 2 Ordre

5 7.00E-04 - 5.10E-03 -

10 1.82E-04 1.92 1.44E-03 1.77

20 4.65E-05 1.95 3.79E-04 1.90

40 1.17E-05 1.98 9.81E-05 1.93

! Divergence divT :

On consid•re la fonctionqD =

0

1
2

cos(+x) sin(+y) sin(+z)

sin(+x) cos(+y) sin(+z)

sin(+x) sin(+y) cos(+z)

3

4
5 , la solution estuT

e = div D qD

avec :

uT
e = ! 3+ sin(+x) sin(+y) sin(+z)

Mesh 1 Mesh 2

N ErrL 2 Ordre ErrL 2 Ordre

5 5.54E-02 - 0.22E+00 -

10 1.42E-02 1.95 6.07E-01 1.81

20 3.62E-03 1.96 1.59E-01 1.90

40 9.09E-04 1.99 4.11E-02 1.94

Plusieurs tests ont ŽtŽ e!ectuŽs, et comme illustrŽ dans les tableaux prŽcŽdents, on trouve

que ces opŽrateurs sont dÕordre 2 pour les normesL2(D) et L2(T ).

Remarque 9

Pour tous ces exemples, on trouve que lÕordre de convergence en norme discr•teH 1 est de

lÕordre de 1.
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3.5.2 Rotationnels

Pour valider les deux opŽrateursrot T et rot D , on proc•de comme dans le paragraphe

prŽcŽdent en utilisant respectivement la normeL2(T ) et L2(D) en Žvaluant lÕerreur entre

des solutions exactes et des solutions approchŽes.

! Rotationnel rot T :

On consid•re la fonctionqD =

0

1
2

zysin(+x)

xz sin(+y)

yx sin(+z)

3

4
5 , la solution estuT

e = rot T qD avec :

uT
e =

0

1
2

x(sin(+z) ! sin(+y))

y(sin(+x) ! sin(+z))

z(sin(+y) ! sin(+x))

3

4
5

Mesh 1 Mesh 2

N ErrL 2 Ordre ErrL 2 Ordre

5 3.80E-02 - 0.16E+00 -

10 9.69E-03 1.96 4.25E-02 1.88

20 2.43E-03 1.99 1.10E-02 1.92

40 6.05E-04 2.01 2.88E-03 1.92

! Rotationnel rot D :

On consid•re la fonctionuT =

0

1
2

sin(+y) sin(+z)

sin(+x) sin(+z)

sin(+y) sin(+x)

3

4
5 , la solution estqD

e = rot D uT avec :

qD
e = +

0

1
2

sin(+x)(cos(+y) ! cos(+z))

sin(+y)(cos(+z) ! cos(+x))

sin(+z)(cos(+x) ! cos(+y))

3

4
5

Mesh 1 Mesh 2

N ErrL 2 Ordre ErrL 2 Ordre

5 3.16E-02 - 9.66E-01 -

10 8.18E-03 1.93 2.61E-01 1.85

20 2.07E-03 1.97 6.68E-02 1.90

40 5.52E-04 1.99 1.77E-02 1.93

Remarque 10

On a e"ectuŽ des tests avec des fonctions analytiquesu ˆ divergence nulle car elles per-

mettent dÕavoir la dŽcomposition suivante :

(u á $)u = ! u 2 rotu + $
u2

2

Une dŽcomposition quÕon utilisera dans la rŽsolution de lÕŽquation de Navier-Stokes (voir

chapitre 4). Pour cela on vŽriÞe quÕon au 2 rotu .= 0, aÞn de valider un cas non trivial.
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3.5.3 Laplaciens

Deux Laplaciens discrets,# T et # D , opŽrant sur des fonctions dŽÞnies respectivement sur

les espaces liŽs aux maillagesT et D, peuvent •tre obtenus par composition des opŽrateurs

gradients et divergences dŽÞnis prŽcŽdemment, tels que :

# T : RT !" RT

uT 5!" divT ($ D uT )
et

# D : RD !" RD

qD 5!" divD ($ T qD ).

Pour les valider, on Žtudie pour chacun des deux, lÕapproximation du probl•me de Laplace

suivant, o• f est une fonction rŽguli•re :

! 6 u = f dans ! +C.L. sur #!, (3.1)

o• (C.L.) dŽsigne les conditions aux limites considŽrŽes et qui permettent de fermer le sys-

t•me. Ici, on traite deux types : les conditions de Dirichlet et les conditions de Neumann.

Elles seront exposŽes dans les paragraphes qui suivront.

! Laplacien # T :

La discrŽtisation de lÕŽquation du probl•me (3.1) en utilisant lÕopŽrateur# T donne le

schŽma discret suivant :

! # T uT = ! divT ($ D uT ) = f T sur RT . (3.2)

AÞn de donner un sens ˆ ce probl•me, on proc•de au passage ˆ une formulation variation-

nelle sur lÕŽquation (3.2) en la multipliant par une fonction rŽguli•revT ( RT et en intŽgrant

le produit obtenu sur le domaine!. On utilise le produit scalaire 3., .4T puis on applique la

1•re formule de Green discr•te :

6
f T , vT

7
T

= !
6
divT ($ D uT ), vT

7
T

=
6
$ D uT , $ D vT

7
D

+
6
$ D uT án, 0D (vT )

7
" D: ;< =

B 1

.

On peut traiter le terme au bord B1 selon les conditions limites et trouver par la suite les

espaces dans lesquels on peut bien dŽÞnir le schŽma (3.2).

1. La condition de Dirichlet

Dans ce cas, en imposantvT = 0 sur le bord#T , on aura0D (vT ) = 0 et donc B1 = 0.

Dans la pratique, nous pŽnalisons lÕopŽrateur elliptique par lÕajout de1
&uT , avec . ' 1,

(voir les dŽtails de la pŽnalisation dans le chapitre suivant).
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2. La condition de Neumann

Dans ce cas, pour avoirB1 = 0 il faut imposer $ D uT án sur le bord#T . Pour cela on

prend vT = ( vK , vF , vA , vB , vC , vD ) un ŽlŽment dÕun diamant du bordD! et on calcule :

$ D uT án =
1

3|D! |
((uF ! uK )N KL án + 2( uC ! uA )N AC án + 2( uD ! uB )N BD án) ,

commeN KL án = |( | et N AC án = N BD án = 0, on trouve que :

$ D uT án =
|( |

3|D! |
(uF ! uK ).

Donc, en prenantuF = uK sur les faces du bords, on obtient$ D uT án = 0.

Finalement, dans les deux cas on obtient, pour toute fonction testvT de lÕespace adaptŽ :

6
$ D uT , $ D vT

7
D

=
6
f T , vT

7
T

. (3.3)

Avant de passer aux validations numŽriques, on annonce deux propositions pour dŽmontrer

lÕexistence et lÕunicitŽ de la solution de lÕŽquation (3.2) avec les deux conditions limites.

Proposition 1

Il existe une solution uniqueuT ( RT du schŽma :

!
! divT ($ D uT ) = f T dans !

uT = 0 sur #!
(3.4)

Preuve :

Le schŽma (3.4) sÕŽcrit sous forme dÕun syst•me linŽaire carrŽ, il y a autant dÕinconnues

que dÕŽquations. Il su"t de montrer lÕunicitŽ pour avoir le rŽsultat ŽnoncŽ. SoientuT
1 et uT

2

deux solutions, on poseuT = uT
1 ! uT

2 . LÕinconnue uT sÕannule sur#! et vŽriÞe :

! divT ($ D uT ) = 0 .

Par lÕutilisation de la formulation variationnelle (3.3) en prenantvT = uT , on obtient :

6
$ D uT , $ D uT

7
D

= 0.

Donc :$ D uT = 0 ce qui implique que :* D! ( D , $ D ! uT = 0, il existe ainsi deux constantes

c1 et c2 telles que :* K, A ( T , uK = c1 et uA = c2. Or, uT = 0 sur #!, donc c 1 = c2 = 0.

DÕo• :uT = 0.
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Proposition 2

Il existe une solution uniqueuT ( RT du schŽma :

!
! divT ($ D uT ) = f T dans !

$ D uT án = 0 sur #!
(3.5)

telle que : )

K "T

|K |uK =
)

A"T

|A|uA = 0. (3.6)

Preuve :

La condition (3.6) est la formulation en DDFV par discrŽtisation sur le maillageT de la

condition dans le cas continu, qui est nŽcessaire pour lÕunicitŽ :

*

"
u(x)dx = 0.

On note card(RT ) = N . On a un syst•me linŽaire sous la formeAT uT = bT avec :

AT : RN !" V =

!

f K , f A ( RT ,
)

K "T

|K |f K =
)

A"T

|A|f A = 0

@

.

Comme dim(V) =N, il su " t de montrer queAT est injective.

Soient uT
1 et uT

2 deux solutions, on poseuT = uT
1 ! uT

2 . Elle vŽriÞe :! divT ($ D uT ) = 0 .

Par lÕutilisation de la formulation variationnelle (3.3) en prenant vT = uT , on obtient :

6
$ D uT , $ D uT

7
D

= 0.

Donc : $ D uT = 0 ce qui implique que :* D! ( D , $ D ! uT = 0.

Il existe ainsi deux constantesc1 et c2 telles que :*K, A ( T , uK = c1 et uA = c2.

Or la condition (3.6) impose les deux constantes. En e!et, on a :

)

K "T

|K |c1 =
)

A"T

|A|c2 = 0.

Donc c1 = c2 = 0. DÕo• :uT = 0.

Remarque 11

LÕextension aux conditions de Dirichlet ou de Neumann inhomog•nes est seulement tech-

nique et identique au Žtapes dŽcrites pour la mise en Ïuvre des conditions de Dirichlet et

de Neumann homog•nes.
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Pour la validation numŽrique de lÕopŽrateur# T , on utilise la conÞguration dŽcrite au dŽbut

de cette section, ˆ savoir le domaine de travail! = [0 , 1]3 avec les deux types de maillages qui

ont ŽtŽ prŽsentŽs prŽcŽdemment (la Þgure3.15). Pour di!Žrents pas de maillage, on calcule

lÕerreur en normeL2 et norme L# entre une solution analytique et la solution approchŽe

du probl•me (3.1) dans chaque cas selon les conditions aux limites. Les tableaux prŽsentŽs

donnent les rŽsultats de lÕordre de convergence en fonction deN , nombre de mailles dans

chaque direction.

1. Le cas avec la condition limite de Dirichlet homog•ne : on consid•re la solution exacte

uT
e = sin( +x) sin(+y) sin(+z) et f T = ! 3+2 sin(+x) sin(+y) sin(+z) le second membre

correspondant.

Mesh 1 Mesh 2

N ErrL 2 Ordre ErrL # Ordre ErrL 2 Ordre ErrL # Ordre

5 1.22E-01 - 1.04E-01 - 9.53E-02 - 6.13E-02 -

10 3.35E-02 1.82 2.79E-02 1.88 2.59E-02 1.84 1.64E-02 1.87

20 8.26E-03 2.02 6.85E-03 2.03 6.47E-03 2.00 4.33E-02 1.89

40 2.05E-04 2.01 1.70E-03 2.01 1.62E-03 1.99 1.12E-03 1.93

80 5.14E-04 1.99 4.26E-04 1.99 4.02E-04 2.01 2.85E-04 1.96

2. Le cas avec la condition limite Neumann homog•ne : on consid•re la solution exacte

uT
e = cos(+x) cos(+y) cos(+z) et f T = ! 3+2 cos(+x) cos(+y) cos(+z) le second membre

correspondant.

Mesh 1 Mesh 2

N ErrL 2 Ordre ErrL # Ordre ErrL 2 Ordre ErrL # Ordre

5 1.01E-01 - 9.71E-01 - 9.04E-02 - 6.14E-02 -

10 2.88E-02 1.75 2.67E-02 1.81 2.52E-02 1.80 1.63E-02 1.88

20 7.96E-03 1.80 6.96E-03 1.92 9.45E-03 1.89 4.28E0-3 1.90

40 2.03E-03 1.96 1.74E-03 2.00 2.38E-03 1.98 1.07E0-3 1.99

80 5.12E-04 1.98 4.31E-04 2.01 5.90E-04 1.98 2.66E-04 2.01

On observe quÕon trouve "une superconvergence" dÕordre 2 pour les deux normesL2(! )

et L# (! ). Des rŽsultats qui correspondent ˆ ceux obtenus par B. Andreianov dans [1] et

par Y. Coudi•re et F. Hubert dans [30] pour des probl•mes de di!usion anisotrope de type

! div ' $u = f discrŽtisŽs avec le schŽma DDFV.
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3 SchŽmas et maillages DDFV

! Laplacien # D :

On proc•de comme pour lÕopŽrateur# T en discrŽtisant cette fois lÕŽquation du probl•me

(3.1) par lÕutilisation de lÕopŽrateur# D , ce qui donne le schŽma discret suivant :

! # D pD = ! divD ($ T pD ) = f D sur RD . (3.7)

La formulation variationnelle de lÕŽquation (3.7) donne :

6
f D , qD

7
D

= !
6
divD ($ T pD ), qD

7
D

=
6
$ T pD , $ T qD

7
T

+
6
qD , 0D ($ T pD án)

7
" D: ;< =

B 2

.

Ici, on a multipliŽ lÕŽquation par une fonction rŽguli•reqD ( RD et on a intŽgrŽ ces deux

parties sur le domaine! en utilisant le produit scalaire 3., .4D , puis on a appliquŽ la2•me

formule de Green discr•te. Le terme au bordB2 obtenu peut •tre annulŽ en appliquant les

conditions aux limites.

1. La condition de Dirichlet

Dans ce cas, en imposantqD = 0 sur le bord#D, on aura directementB2 = 0.

Dans la pratique, comme pour# T , nous pŽnalisons lÕopŽrateur elliptique par lÕajout

de 1
&uT , avec . ' 1.

2. La condition de Neumann

Dans ce cas, pour avoirB2 = 0 il su"t dÕavoir 0D ($ T pD án) = 0 sur le bord #D.

Cherchons comment imposer cette condition.

Soit uT = ( uK , uF , uA , uB , uC, uD ) un ŽlŽment dÕun diamant du bord tel que :

uT = $ T pD án = div T (pD n) .

Ce qui implique pourA ( #T :

uA = div A (pD n)

=
1

|A|

)

!,A "!

(p! n áN AC: ;< =
=0

+
1
4

p! n áN KL: ;< =
=|! |

)

=
1

4|A|

)

!,A "!

|( |p! .

Donc, pour avoir : 0D (uT ) = 1
3uF + 1

6(uA + uB + uC + uD ) = 0 .

Il su"t de prendre : uF = ! 1
2(uA + uB + uC + uD ).
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Ce qui revient ˆ imposer une valeur non nulle ˆdivT (pD n) sur les points du bord

L = F et qui vaut :

divF (pD n) = !
1
8

(
)

A

1
|A|

)

!,A "!

|( |p! ).

Dans les deux cas on obtient :

6
$ T pD , $ T qD

7
T

=
6
f D , qD

7
D

. (3.8)

Finalement, comme pour lÕŽquation du Laplacien concernant# T , on peut obtenir des

rŽsultats dÕexistence et dÕunicitŽ de lÕŽquation (3.7) avec les deux conditions aux limites

exposŽes ci-dessus.

Pour valider lÕopŽrateur# D , on utilise la m•me conÞguration et la m•me procŽdure dŽcrite

pour la validation de # T .

1. Le cas avec la condition de Dirichlet homog•ne : on consid•re la solution exacte

pD
e = sin( +x) sin(+y) sin(+z) et f D = ! 3+2 sin(+x) sin(+y) sin(+z) le second membre

correspondant. Le tableau suivant donne des rŽsultats de lÕordre de convergence.

Mesh 1 Mesh 2

N ErrL 2 Ordre ErrL # Ordre ErrL 2 Ordre ErrL # Ordre

5 2.96E-02 - 9.02E-02 - 5.73E-01 - 3.49E-01 -

10 2.35E-02 1.97 2.33E-02 1.93 1.57E-01 1.82 9.38E-02 1.86

20 6.04E-03 1.98 5.98E-03 1.94 4.22E-02 1.86 2.46E-02 1.90

40 1.52E-03 1.98 1.51E-03 1.98 1.08E-02 1.94 6.32E-03 1.95

80 3.84E-04 1.99 3.82E-04 1.98 2.76E-03 1.95 1.60E-03 1.96

2. Le cas avec la condition de Neumann homog•ne : on consid•re la solution exacte

pD
e = cos(+x) cos(+y) cos(+z) et f D = ! 3+2 cos(+x) cos(+y) cos(+z) le second membre

correspondant. Le tableau suivant donne des rŽsultats de lÕordre de convergence.

Mesh 1 Mesh 2

N ErrL 2 Ordre ErrL # Ordre ErrL 2 Ordre ErrL # Ordre

5 9.39E-02 - 1.03E-01 - 2.75E-01 - 1.88E-01 -

10 2.43E-02 1.93 2.49E-02 2.06 7.51E-01 1.83 5.02E-02 1.87

20 6.14E-03 1.97 6.18E-03 2.01 2.01E-02 1.86 1.34E-02 1.87

40 1.54E-03 1.99 1.54E-03 2.00 5.31E-03 1.90 9.60E-03 1.92

80 3.85E-04 2.00 3.84E-03 2.01 1.39E-03 1.91 2.46E-03 1.93

On obtient aussi une convergence dÕordre de 2 pour les deux normesL2(! ) et L# ((! )).
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3 SchŽmas et maillages DDFV

3.5.4 Visualisations

Pour illustrer notre propos, on prŽsente quelques visualisations des rŽsultats du probl•me

de Laplace, sur des maillages conformes, puis sur des maillages non conformes, en utilisant

la discrŽtisation donnŽe dans lÕŽquation (3.3) avec les conditions aux limites de Dirichlet

homog•nes, puis avec les conditions aux limites de Neumann homog•nes.

¥ On consid•re le probl•me sur! = [0 , 1]3 avec la condition de Dirichlet aux bords :

! # T uT = f T dans ! et uT = 0 sur #!, (3.9)

o• f T = 3+2 sin(+x) sin(+y) sin(+z).

La solution exacte est :uT = sin( +x) sin(+y) sin(+z).

On a" che sur la Þgure ci-dessous la solution approchŽe du probl•me sur un maillage

conforme, selon la coupez = 0.5.

Figure 3.16:Solution du probl•me 3.9 sur un maillage conforme.

Dans les deux Þgures qui suivent, on a"che la solution approchŽe du probl•me , selon la

m•me coupez = 0.5, sur deux maillages non conformes : le premier avec un seul niveau

de ra"nement et le second avec deux niveaux de ra"nement.
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3.5 Validations numŽriques

Figure 3.17:Solution du probl•me 3.9 sur le 1er maillage non conforme.

Figure 3.18:Solution du probl•me 3.9 sur le 2nd maillage non conforme.
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3 SchŽmas et maillages DDFV

¥ On consid•re le probl•me sur! = [0 , 1]3 avec la condition de Neumann aux bords :

! # T uT = f T dans ! et $ D uT án = 0 sur #!, (3.10)

o• f T = 3+2 cos(+x) cos(+y) cos(+z). La solution exacte est :uT = cos(+x) cos(+y) cos(+z).

On a" che dans les deux Þgures suivantes une solution approchŽe du probl•me sur un

maillage conforme puis sur un maillage non conforme.

Figure 3.19:Solution du probl•me 3.10sur un maillage conforme.

Figure 3.20:Solution du probl•me 3.10sur un maillage non conforme.
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3.6 Conclusion

On a prŽsentŽ dans ce chapitre un schŽma DDFV et les notations associŽes que nous

utiliserons tout le long de ce manuscrit. Ce schŽma est composŽ de deux maillagesT et D

qui vont servir par la suite pour discrŽtiser respectivement le champs de vitesseuT et la

pressionpD . On a dŽÞnit sur ces maillages les opŽrateurs divergence et gradient discrets,

divT et $ D , qui sont en dualitŽ (voir la1•re formule de Green discr•te). Par un jeu dÕŽcriture

on a construit deux autres opŽrateurs divergence et gradient discrets,divD et $ T qui sont

aussi en dualitŽ (voir la2•me formule de Green discr•te). Dans les deux cas, on peut faire

des compositions de la divergence et du gradient pour obtenir deux opŽrateurs Laplaciens,

# T = div D $ T et # D = div T $ D , des opŽrateurs consistants et dÕordre 2 en normeL2.

NumŽriquement, pour le probl•me de Laplace utilisant un des deux opŽrateurs, on a m•me

obtenu une super-convergence en normeL2 en faisant varier les conditions limites, cependant

la preuve de lÕestimation thŽorique est encore un probl•me ouvert.

77





4 ƒcoulements ßuides incompressibles

Comme nous lÕavons introduit au premier chapitre lors de la prŽsentation du mod•le,

lÕŽcoulement que nous considŽrons est constituŽ dÕun ßuide incompressible gouvernŽ par les

Žquations de Navier-Stokes. Nous disposons ˆ prŽsent, avec les schŽmas DDFV, des outils nu-

mŽriques qui permettent de discrŽtiser des probl•mes elliptiques sur des maillages conformes

et non conformes. Dans ce chapitre, nous nous intŽressons ˆ la rŽsolution numŽrique des Žqua-

tions de Navier-Stokes pour un ßuide incompressible en utilisant les discrŽtisations DDFV.

En considŽrant le domaine dÕŽtude!, un ouvert bornŽ rŽgulier de R3, on rappelle que ces

Žquations peuvent sÕŽcrire dans le cas continu sous la forme suivante :

"
$

%
" (#tu + ( u á $)u) ! µ# u + $p = f

div(u) = 0
+ (C.L.), (4.1)

o• u et p sont respectivement le champ de vitesse et la pression dŽÞnis sur!. Le terme source

f reprŽsente les forces volumiques agissant sur le syst•me," est la masse volumique du ßuide

et µ sa viscositŽ dynamique. Les conditions aux limites (C.L.) ne sont pas donnŽes ici, mais

elles sont nŽcessaires pour fermer le syst•me. Nous verrons plus tard dans ce chapitre les

di!Žrents types de conditions que nous allons employer.

Une di"cultŽ majeure dans la recherche dÕune solution discr•te ˆ ce syst•me est le cou-

plage entre la vitesse et la pression au travers de la condition dÕincompressibilitŽdiv(u) = 0 .

Pour tenir compte de cette condition nous utilisons une mŽthode de projection qui, par

un procŽdŽ itŽratif de type "prŽdiction-correction", donne un dŽcouplage vitesse/pression

conduisant ˆ la rŽsolution de deux Žquations en deux Žtapes successives. La premi•re Žtape

revient ˆ chercher une prŽdiction de la vitesse quia priori ne vŽriÞe pas la contrainte dÕincom-

pressibilitŽ, puis par une correction de la pression, la deuxi•me Žtape aboutit ˆ convergence,

ˆ la vŽriÞcation de la contrainte. Ces techniques font parties de lÕensemble des mŽthodes

de projection qui sont largement employŽes et dŽveloppŽes depuis les travaux originaux de

A.J. Chorin [24] et R. Temam [91]. Les mŽthodes qui proposent des rŽsolutions directes sous

forme couplŽe ˆ lÕinstar des mŽthodes de matrice dÕinßuence [57] et des mŽthodes basŽes sur

lÕalgorithme dÕUzawa [79], se rŽv•lent complexes ou trop cožteuses surtout en dimension 3.
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4 ƒcoulements ßuides incompressibles

Dans ce cadre, lÕintŽr•t dÕutiliser une mŽthode de projection est le dŽcouplage qui permet

une simplicitŽ pratique de mise en Ïuvre et de souplesse dÕutilisation ˆ moindre cožt. En

e!et, les mŽthodes de projection sÕarticulent autour de la dŽcomposition de Hodge [24] dont

le thŽor•me stipule quÕun champ vectorielu ( L2(! ) peut •tre dŽcomposŽ en un champ ˆ

divergence nulleu& et en un gradient dÕune fonction scalaire$q tel que u = u& + $q. On

peut ainsi dŽÞnir un opŽrateur de projection orthogonale PH tel que :

u& = PHu et $q = u ! PHu.

LÕopŽrateur PH projette les vitesses dans un espace de vitesse ˆ divergence nulle avec des

conditions aux limites appropriŽes. En appliquant cet opŽrateur de projection ˆ chaque pas

de temps, la condition dÕincompressibilitŽ sera respectŽe, associŽe ˆ un correcteur en pression.

Les algorithmes que nous avons ŽtudiŽs ont ŽtŽ proposŽs par J.L. Guermondet al. dans

[49,50]. Nous nous sommes intŽressŽs aussi aux mŽthodes dites de projection vectorielles.

Elles ont ŽtŽ utilisŽes par C. RomŽ [82] pour la rŽsolution des Žquations de Navier-Stokes

avec une mŽthode de raccordement de maillages non-conformes. Une variante plus rapide

utilisant la pŽnalisation a ŽtŽ proposŽe et dŽveloppŽe rŽcemment par Ph. Angotet al. [5,6].

4.1 ƒquation de Stokes

Nous commen•ons par le traitement de lÕŽquation de Stokes instationnaire en mettant de

cotŽ le terme de convection non linŽaire(u á $)u de lÕŽquation de Navier-Stokes. Ce qui

revient ˆ modŽliser lÕŽcoulement dÕun ßuide visqueux incompressible ˆ faible Reynolds. En

imposant des conditions dÕadhŽrence, on peut complŽter lÕŽquation (4.1) sous la forme :

"
#$

#%

"# tu ! µ# u + $p = f dans ]0, T[&!,

div(u) = 0 dans ]0, T[&!,

u = 0 sur ]0, T[&#!.

(4.2)

La fonction f et la donnŽe initialeu( t = 0, x) sont supposŽes su"samment rŽguli•res pour

assurer lÕexistence et lÕunicitŽ dÕune solution dans un bon cadre fonctionnel [63], [92].

4.1.1 DiscrŽtisation temporelle

On sÕintŽresse par la suite ˆ lÕapproximation de la solution de (4.2) sur lÕintervalle[0, T].

Introduisons une partition de lÕintervalle de temps :tn = n) t ()t dŽsigne le pas de temps).

On note par un et pn respectivement le champs de vitesse et la pression ˆ lÕinstanttn .
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La discrŽtisation par un schŽma implicite de la1•re Žquation du syst•me (4.2) donne :

"
)t

(un+1 ! un) ! µ# un+1 + $p n+1 = f.

En posant r = "/)t et fn = f + run on obtient la discrŽtisation temporelle suivante, o•

un+1 rŽsout un probl•me elliptique :

"
#$

#%

run+1 ! µ# un+1 + $p n+1 = fn dans !,

div(un+1 ) = 0 dans !,

un+1 = 0 sur #!.

(4.3)

4.1.2 Algorithme de rŽsolution

Nous avons fait le choix, tel que nous lÕavons mentionnŽ dans lÕintroduction de ce chapitre,

dÕutiliser une mŽthode de projection pour la rŽsolution des Žquations de Stokes et de Navier-

Stokes dŽcrivant lÕŽcoulement dÕun ßuide incompressible. LÕalgorithme que nous prŽsentons

ici et que nous avons implŽmentŽ est basŽ sur une variante des mŽthodes de projection

inspirŽe par les travaux de J.L. Guermondet al. [49].

LÕalgorithme consiste ˆ construire une suite dÕapproximation de la vitesse(uk) et une

autre de la pression(pk). En premier lieu, on dŽtermine le champ de vitesseuk prŽdiction

de u, qualiÞŽe de vitesse intermŽdiaire, avant de le projeter et de le rendre ˆ divergence

nulle suivant la dŽcomposition de Helmholtz-Hodge en introduisant une correction sur la

pressionpk. Initiatilement, on dispose dÕune vitesse donnŽeu0 et dÕune pressionp0 que lÕon

peut prendre arbitraire. ƒtant donnŽe une solution ˆ lÕitŽrationk, on cherche la solution ˆ

lÕitŽrationk + 1 ; et Þnalement on constitue un couple(uk, pk) destinŽ ˆ converger vers(u, p)

solution du syst•me (4.3) selon lÕalgorithme suivant :

¥ ƒtape 1 : prŽdiction de la vitesse

!
ruk+1 ! µ# uk+1 = !$ pk + f dans !,

uk+1 = 0 sur #!.
(4.4)

¥ ƒtape 2 : solution en pression

!
µ
r q ! # q = ! div(uk+1 ) dans !,

#nq = 0 sur #!.
(4.5)

¥ ƒtape 3 : correction de la pression

pk+1 = pk + *q. (4.6)
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4 ƒcoulements ßuides incompressibles

Dans les deux premi•re Žtapes, on obtient deux Žquations elliptiques dŽcouplŽes vis ˆ vis

du couple vitesse/pression ˆ rŽsoudre successivement. Dans la troisi•me Žtape, on introduit

un cÏ "cient * pour corriger la pression. Il dŽpend dÕautres param•tres du probl•me et,

par son contr™le, on assure la convergence de lÕalgorithme dont le rŽsultat est ŽnoncŽ dans

thŽor•me qui suit :

ThŽor•me 3

Soient u, uk ( (H 1
0(! ))3 et p, pk ( L2(! )/R tels que(u, p) et (uk, pk) sont les solutions

respectives de(4.3) et (4.4) ! (4.5) ! (4.6).

Si * - 2r , alors : "
#$

#%

uk !" u dansH 1
0(! )

div uk !" 0 dansL2(! )

pk !" p dansL2(! )/R.

DŽmonstration :

On prend qk = pk ! p et vk = uk ! u, et on choisit p0 quelconque dansL2(! ))/ R.

Connaissantqk dansL2(! ), on trouve vk+1 ( (H 1
0(! ))3 tel que :

r vk+1 ! µ# vk+1 + $q k = 0. (4.7)

On dŽÞnitqk+1 tel que :

1
r

(qk+1 ! qk) ! #(q k+1 ! qk) + * div (v k+1 ) = 0 , (4.8)

o• * est un param•tre rŽel positif.

On pose :qk+1 ! qk = q.

On dŽsigne par3., .4indi!Žremment le produit scalaire surL2(! ) et sur (L2(! ))3. La norme

associŽe ˆ ce produit scalaire (indi!Žremment dans les deux cas) est dŽsignŽe par#.#).

1. VŽriÞons que :

µ
r

(#qk+1 #2 ! # qk#2) + #$q k+1 #2 ! #$q k#2 + * 3div vk+1 , qk+1 ! qk + 2qk4= 0 (4.9)

On a :

#$qk+1 #2 = #$qk + $q #2 = #$qk#2 + #$q#2 + 2 3$qk, $q 4.
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4.1 ƒquation de Stokes

Par la formule de Green et en utilisant lÕŽquation (4.8), on a :

#$q#2 = 3$q,$q 4L 2

= ! 3 # q, q4+
*

" "

#q
#n

qd(

=
A

!
µ
r

q ! * div (v k+1 ), q
B

(
#q
#n

= 0 sur #!)

= ! * 3div (v k+1 ), q4 !
µ
r

#q#2.

De la m•me mani•re, on trouve que :

3$qk, $q 4= ! 3 # q, qk4+
*

" "

#q
#n

qkd(

= !
A

* div (v k+1 ) +
µ
r

q, qk

B
.

Ainsi :

#$qk+1 #2 ! #$ qk#2 = ! * 3div (v k+1 ), q4 !
µ
r

#q#2 ! 3 2* div (v k+1 ) ! 2q, qk4

= ! * 3div (v k+1 ), q+ 2qk4 !
µ
r

(2 3q, qk4+ #q#2).

Or :

#q#2 + 2 3q, pk4= 3qk+1 ! qk, qk+1 + qk4= #qk+1 #2 ! # qk#2.

Alors :

µ
r

(#qk+1 #2 ! # pk#2) + #$q k+1 #2 ! #$ qk#2 + * 3div (v k+1 ), qk+1 ! qk + 2qk4= 0.

2. Montrons que :

r#vk+1 #2 + µ#$v k+1 #2 = ! 3$ qk, vk+1 4H %1,H 1 =
*

"
div(vk+1 )qkdx (4.10)

En multipliant lÕŽquation (4.7) par vk+1 et en utilisant le produit scalaire3., .4, on a :

3r vk+1 ! µ# vk+1 , vk+1 4= ! 3$ qk, vk+1 4H %1,H 1 .

Ainsi, on trouve que :

r#vk+1 #2 ! µ 3# vk+1 , vk+1 4= ! 3$ qk, vk+1 4H %1,H 1 .
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4 ƒcoulements ßuides incompressibles

Par la formule de Green et lÕŽquation (4.7), on a :

3# vk+1 , vk+1 4= ! 3$ vk+1 , $v k+1 4+
*

" "

#vk+1

#n
ávk+1 d(

= !#$v k+1 #2 (vk+1 = 0 sur #!) .

Donc :

r#vk+1 #2 + µ#$v k+1 #2 = ! 3$ qk, vk+1 4.

DÕautre part, en utilisant une intŽgration par partie et le fait quevk+1 = 0 sur #!,

on trouve que :

! 3$ qk, vk+1 4= 3div vk+1 , qk4 !
*

" "
vk+1 ánqkd( =

*

"
div(vk+1 )qkdx.

Finalement :

r #vk+1 #2 + µ#$v k+1 #2 = ! 3$ qk, vk+1 4=
*

"
div(vk+1 )qkdx.

3. Montrons que :

! *
*

"
div(vk+1 )(qk+1 ! qk)dx =

µ
r

#qk+1 ! qk#2 + #$( qk+1 ! qk)#2 (4.11)

On a :

! * div (v k+1 ) =
µ
r

(qk+1 ! qk) ! #(q k+1 ! qk).

Donc :

! 3 * div (v k+1 ), qk+1 ! qk4=
Aµ

r
(qk+1 ! qk) ! #(q k+1 ! qk), qk+1 ! qk

B

=
µ
r

#qk+1 ! qk#2 ! 3 #(q k+1 ! qk), qk+1 ! qk4.

En utilisant la formule de Green et (4.5), on trouve :

3!#(q k+1 ! qk), qk+1 ! qk4= 3$(qk+1 ! qk), $( qk+1 ! qk)4

= #$( qk+1 ! qk)#2.

Finalement :

! *
*

"
div(vk+1 )(qk+1 ! qk)dx =

µ
r

#qk+1 ! qk#2 + #$( qk+1 ! qk)#2.
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4. Montrons lÕinŽgalitŽ :

µ
r

#qk+1 ! qk#2 + #$( qk+1 ! qk)#2 - * 2#vk+1 #2 (4.12)

En utilisant la formule de Green et le fait quevk+1 = 0 sur #!, on a :

! *
*

"
div (v k+1 )qkdx = * 3$qk, vk+1 4

! *
*

"
div (v k+1 )qk+1 dx = * 3$qk+1 , vk+1 4.

Donc :

! *
*

"
div vk+1 (qk+1 ! qk)dx = * 3$(qk+1 ! qk), vk+1 4. (4.13)

Par lÕinŽgalitŽ de Cauchy-Schwarz on a :

| 3$ (qk+1 ! qk), vk+1 4 | - # vk+1 ##$( qk+1 ! qk)#.

Et en utilisant lÕŽquation (4.10) on dŽduit que :

µ
r

#qk+1 ! qk#2 + #$( qk+1 ! qk)#2 - * #vk+1 ##$( qk+1 ! qk)#. (4.14)

DÕautre part, on a :

#$( qk+1 ! qk)#2 -
µ
r

#qk+1 ! qk#2 + #$( qk+1 ! qk)#2.

En utilisant (4.13) et (4.11), on trouve que :

#$( qk+1 ! qk)#2 - * 3$(qk+1 ! qk), vk+1 4.

Par lÕinŽgalitŽ de Cauchy-Schwarz, on a :

#$( qk+1 ! qk)#2 - * #vk+1 ##$( qk+1 ! qk)#.

Ce qui donne :

#$( qk+1 ! qk)# - * #vk+1 #.

Finalement, en utilisant (4.14) :

µ
r

#qk+1 ! qk#2 + #$( qk+1 ! qk)#2 - * 2#vk+1 #2.
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4 ƒcoulements ßuides incompressibles

5. VŽriÞons que :
*

"
div vk+1 (qk+1 ! qk + 2qk)dx , (2r ! * )#vk+1 #2 + 2µ#$v k+1 #2 (4.15)

En utilisant (4.11) et (4.12), on trouve :

! *
*

"
div(vk+1 )(qk+1 ! qk)dx =

µ
r

#qk+1 ! qk#2 + #$( qk+1 ! qk)#2 - * 2#vk+1 #2.

Donc : *

"
div(vk+1 )(qk+1 ! qk)dx , ! * #vk+1 #2.

DÕautre part, selon (4.10) :

*

"
div(vk+1 )qkdx = r#vk+1 #2 + µ#$v k+1 #2.

Finalement :
*

"
div vk+1 (qk+1 ! qk + 2qk)dx , (2r ! * )#vk+1 #2 + 2µ#$v k+1 #2.

6. On pose :

r k =
µ
r

#qk#2 + #$qk#2.

En utilisant (4.9), on trouve que :

r k+1 ! r k = ! *
*

"
div vk+1 (qk+1 ! qk + 2qk)dx.

Et en utilisant (4.15), on a :

r k+1 ! r k - * (* ! 2r )#vk+1 #2 ! 2*µ #$v k+1 #2.

Comme* , 0, pour que la suite(r k)k soit dŽcroissante, il su"t dÕavoir :

* - 2r.

Sous cette condition, en prenantC1 = min( * (2r ! * ), 2*µ ) on a :

r k+1 ! r k - ! C1(#vk+1 #2 + #$v k+1 #2)

= ! C1#vk+1 #2
H 1 .
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4.1 ƒquation de Stokes

La suite (r k)k est dŽcroissante positive, alors elle converge et donc :

lim
k*#

(r k+1 ! r k) = 0 .

Alors, selon lÕinŽgalitŽ prŽcŽdente on a :

lim
k*#

#vk+1 #H 1 = 0.

Ainsi, on obtient la convergence pour la vitesse et sa divergence :

!
uk !" u dansH 1

0(! ) fortement.

div uk !" div u = 0 dansL2(! ) fortement.

DÕautre part, selon (4.7) on trouve que :

$q k = ! r vk+1 + µ# vk+1 !!!"
k*#

0 dansH !1 (! ).

En e!et, en utilisant la formule de Green et quevk+1 sur #!, on a * %( H 1
0(! ) :

3$qk, %4H %1,H 1 = ! r
*

"
vk+1 %dx ! µ

*

"
$v k+1 $%dx.

Ce qui implique :

| 3$qk, %4H %1,H 1 | - max(r, µ )| 3vk+1 , %4H %1,H 1 |.

Et par lÕinŽgalitŽ de Schwartz, avec(C2 = max( r, µ )), on a :

| 3$qk, %4H %1,H 1 | - C2#vk+1 #H %1 #%#H 1 .

Donc : #$qk#H %1 - C2#vk+1 #H %1 .

Or, on sait par lÕinŽgalitŽ Ne#as [72] quÕil existe C3 > 0 tel que :

#qk !
*

"
qk# - C 3#$qk#H %1 .

Donc : limk*# #qk !
C

"
qk# = 0, et Þnalement :

pk !" p dansL2(! )/R.
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4 ƒcoulements ßuides incompressibles

Remarque 12

On peut formuler un algorithme plus gŽnŽral, qui donne un schŽma hybride entre la

mŽthode du Lagrangien AugmentŽ [38] et la mŽthode de projection. Dans ce cas, les

Žquations de prŽdiction/correction peuvent •tre Žcrites sous la forme suivante :

!
r uk+1 ! µ# uk+1 ! 2$ div uk+1 = !$ pk + f dans !,

uk+1 = 0 sur #!.
!

0q! ) # q = ! div(uk+1 ) dans !,

#nq = 0 sur #!.

pk+1 = pk + *q + / div uk+1 .

Les di"Žrents param•tres permettent de combiner les deux mŽthodes tels que,

Ð pour le Lagrangien AugmentŽ :

0 = 1, ) = * = 0 =7 / est limitŽ par 2 +
µ
2

;

Ð pour la projection itŽrative :

) = 1, 2 = 0 = / = 0 =7 * est limitŽ par r.

4.1.3 DiscrŽtisation spatiale

Dans ce paragraphe, nous allons prŽsenter la discrŽtisation spatiale de lÕŽquation de Stokes

et rŽŽcrire lÕalgorithme de projection par le schŽma DDFV. Comme ŽvoquŽ en dŽtail au cha-

pitre prŽcŽdent, lÕintŽr•t principal de ce schŽma, outre son application sur presque tous les

maillages (non-structurŽs et non-conformes), rŽside dans les relations de dualitŽs discr•tes

quÕil prŽsente. En e!et, ces relations seront nŽcessaires, comme dans le cas continu, pour

lÕapplication de la mŽthode de projection dans le cas discret du fait du dŽcouplage pres-

sion/vitesse et les conditions aux limites qui en dŽcoulent.

Nous cherchons lÕapproximation de la vitesseu sur les centres des cellules et sur les som-

mets (maillageT ) et lÕapproximation de la pressionp sur les cellules diamants (maillageD).

La discrŽtisation sur le maillage DDFV de lÕŽquation (4.3) donne :

"
#$

#%

ruT ! µ # T uT + $ T pD = f T dans !,

divD (uT ) = 0 dans !,

uT = 0 sur #!.

(4.16)
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4.1 ƒquation de Stokes

Comme dans le cas continu, on construit deux suites(uT
k ) et (pD

k ) respectivement pour la

vitesse et la pression discr•tes. La suite(uT
k ) est initialisŽe par une donnŽeuT

0 connue (nulle

par exemple) et la suite(pD
k ) initialisŽe en prenant une pressionpD

0 quelconque.

LÕalgorithme de projection peut sÕŽcrire dans le cas discret comme suit :

¥ ƒtape 1 : prŽdiction de la vitesse:

!
r uT

k+1 ! µ # T uT
k+1 = ! $ T pD

k + f T dans !,

uT
k+1 = 0 sur #!.

(4.17)

¥ ƒtape 2 : solution en pression:

!
µ
r qD ! # D qD = ! divD uT

k+1 dans !,

$ T qD án = 0 sur #!.
(4.18)

¥ ƒtape 3 : correction de pression:

pD
k+1 = pD

k + *q D . (4.19)

On remarque que le formalisme des schŽmas DDFV nous permet de transposer tous les

opŽrateurs Žcrits dans le cas continu en leurs Žquivalents dans le cas discret sans aucun

probl•me. Dans lÕalgorithme prŽcŽdent, les deux premi•res Žtapes correspondent ˆ deux

Žquations elliptiques discrŽtisŽes respectivement sur le maillageT et D. Notons que dans le

chapitre prŽcŽdent on avait testŽ et validŽ sur ces deux maillages la rŽsolution du probl•me

de Poissons avec deux types de conditions aux limites, Dirichlet et Neumann.

Comme dans le cas continu, le param•tre* est choisi en fonction der aÞn de garantir

la convergence de la mŽthode o• le couple(uT
k , pD

k ) est destinŽ ˆ converger vers(uT , pD )

solution du syst•me (4.16). Le rŽsultat est annoncŽ dans le thŽor•me suivant :

ThŽor•me 4

Soient uT , uT
k ( (RT )3 et pD , pD

k ( RD tels que(uT , pD ) et (uT
k , pD

k ) sont les solutions

respectives de(4.16) et (4.17) ! (4.18) ! (4.19).

Si : * - 2r , alors : "
#$

#%

uT
k !" uT dans(RT )3

divD uT
k !" 0 dansRD

pD
k !" pD dansRD
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4 ƒcoulements ßuides incompressibles

DŽmonstration :

On prend qD
k = pD

k ! pD et vT
k = uT

k ! uT , et on choisit pD
0 quelconque dansRD .

ConnaissantqD
k , on trouve vT

k+1 ( (RT )3 tel que :

r vT
k+1 ! µ # T vT

k+1 + $ T qD
k = 0. (4.20)

On dŽÞnitqD
k+1 tel que (* un param•tre rŽel positif) :

µ
r

(qD
k+1 ! qD

k ) ! # D (qD
k+1 ! qD

k ) + * divD (vT
k+1 ) = 0 . (4.21)

On pose :qD
k+1 ! qD

k = qD .

On dŽsigne par#.# indi!Žremment la norme de(RT )3 et de RD .

1. VŽriÞons que :

µ
r

(#qD
k+1 #2 ! # qD

k #2) + # $ D qD
k+1 #2 ! # $ D qD

k #2 + *
6
divD vT

k+1 , qD
k+1 ! qD

k + 2qD
k

7
D

= 0.

(4.22)

On a :

# $ T qD
k+1 #2 = # $ T qD

k + $ T qD #2

= # $ T qD
k #2 + # $ T qD #2 + 2

6
$ T qD

k , $ T qD
7

T
.

Par la premi•re formule de Green discr•te on a :

# $ T qD #2 =
6
$ T qD , $ T qD

7
T

= !
6
divD $ T qD , qD

7
D

+
6
qD , 0D ($ T qD án)

7
" "

.

Comme :0D ($ T qD án) = 0 , car $ T qD án = 0 sur #!, on trouve :

# $ T qD #2 =
6
! # D qD , qD

7
D

.

En utilisant lÕŽquation (4.8), on obtient :

# $ T qD #2 =
A

!
µ
r

qD ! * divD (vT
k+1 ), qD

B

D

= ! *
6
divD (vT

k+1 ), qD
7

D
!

µ
r

#qD #2.
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4.1 ƒquation de Stokes

De la m•me mani•re on obtient :

6
$ T qD

k , $ T qD
7

T
= !

6
divD $ T qD , qD

k

7
D

+
6
qk

D , 0D ($ T qD án)
7

" "

= !
A

* divD (vT
k+1 ) +

µ
r

pD , qD
k

B

D
.

Ainsi, on a :

# $ T qD
k+1 #2 ! # $ T qD

k #2 = ! *
6
divD (vT

k+1 ), qD
7

D
!

µ
r

#qD #2

! 2
6
* divD (vT

k+1 ) ! qD , qD
k

7
D

= ! *
6
divD (vT

k+1 ), qD + 2qD
k

7
D

!
µ
r

(2
6
qD , qD

k

7
D

+ #qD #2).

Comme :

#qD #2 + 2
6
qD , qD

k

7
D

=
6
qD

k+1 ! qD
k , qD

k+1 + qD
k

7
D

= #qD
k+1 #2 ! # qD

k #2.

Alors, on obtient :

µ
r

(#qD
k+1 #2 !# qD

k #2)+( # $ D qD
k+1 #2 !# $ D qD

k #2)+*
6
divD vT

k+1 , qD
k+1 ! qD

k + 2qD
k

7
D

= 0.

2. Montrons que :

r#vT
k+1 #2 + µ# $ D vT

k+1 #2 = !
6
$ T qD

k , vT
k+1

7
T

=
6
divD vT

k+1 , qD
k

7
D

(4.23)

En multipliant lÕŽquation (4.20) par vTk+1 et en intŽgrant surT , on a :

6
rvT

k+1 ! µ # T vT
k+1 , vT

k+1

7
T

= !
6
$ T qD

k , vT
k+1

7
T

.

Donc :

r#vT
k+1 #2 ! µ

6
divT ($ D vT

k+1 ), vT
k+1

7
T: ;< =

=A

= !
6
$ T qD

k , vT
k+1

7
T: ;< =

=B

.

Par la la premi•re formule de Green discr•te, on a :

A =
3)

i =1

6
divT ($ D vT

i,k +1 ), vT
i,k +1

7
T

(avec :vT
k+1 = ( vT

i,k +1 )3
i =1 )

=
3)

i =1

(!
6
$ D vT

i,k +1 , $ D vT
i,k +1

73

D
+

6
$ D vT

i,k +1 án, 0D (vT
i,k +1 )

7
" "

).
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4 ƒcoulements ßuides incompressibles

Comme :vT
k+1 = 0 sur #!, alors : 0D (vT

i,k +1 ) = 0 et donc :

A =
3)

i =1

(!
6
$ D vT

i,k +1 , $ D vT
i,k +1

73

D
= !# $ D vT

k+1 #2.

Par la seconde formule de Green discr•te, on a

B =
6
$ T qD

k , vT
k+1

7
T

= !
6
divD vT

k+1 , qD
k

7
D

+
6
qD

k+1 , 0D (vT
k+1 án)

7
" "

.

Or, 0D (vT
k+1 án) car vT

k+1 = 0 sur #! et donc : B = !
6
divD vT

k+1 , qD
k

7
D

.

Ainsi, on obtient :

r #vT
k+1 #2 + µ# $ D vT

k+1 #2 = !
6
$ T qD

k , vT
k+1

7
T

=
6
divD vT

k+1 , qD
k

7
D

.

3. Montrons que :

! *
6
divD (vT

k+1 ), (qD
k+1 ! qD

k )
7

D
=

µ
r

#qD
k+1 ! qD

k #2 + # $ T (qD
k+1 ! qD

k )#2. (4.24)

En multipliant (4.21) par qD
k+1 ! qD

k et en intŽgrant surD, on a :

6
! * divD (vT

k+1 ), qD
k+1 ! qD

k

7
D

=
Aµ

r
(qD

k+1 ! qD
k ) ! # D (qD

k+1 ! qD
k ), qD

k+1 ! qD
k

B

D

=
µ
r

#qD
k+1 ! qD

k #2 !
6
divD ($ T (qD

k+1 ! qD
k )), qD

k+1 ! qD
k

7
D

.

En utilisant la deuxi•me formule de Green discr•te , on trouve :

6
divD ($ T (qD

k+1 ! qD
k )), qD

k+1 ! qD
k

7
D

= !
6
$ T qD

k+1 ! qD
k ), $ T qD

k+1 ! qD
k )

7
T

+
6
$ T (qD

k+1 ! qD
k ), $ T (qD

k+1 ! qD
k ) án

7
" D

.

Or, on a 0D ($ T (qD
k+1 ! qD

k ) án) = 0 car $ T (qD
k+1 ! qD

k ) án = 0 sur #! et donc

6
divD ($ T (qD

k+1 ! qD
k )), qD

k+1 ! qD
k

7
D

= !
6
$ T qD

k+1 ! qD
k ), $ T qD

k+1 ! qD
k )

7
T

= # $ T qD
k+1 ! qD

k #2.

Finalement, on obtient :

! *
6
divD (vT

k+1 ), (qD
k+1 ! qD

k )
7

D
=

µ
r

#qD
k+1 ! qD

k #2 + # $ T (qD
k+1 ! qD

k )#2.

4. Montrons lÕinŽgalitŽ :

92



4.1 ƒquation de Stokes

µ
r

#qD
k+1 ! qD

k #2 + # $ T qD
k+1 ! qD

k #2 - * 2#vT
k+1 #2 (4.25)

En utilisant la deuxi•me formule de Green et quevT
k+1 = 0 sur #!, on trouve :

!
6
divD (vT

k+1 ), qD
k

7
D

=
6
$ T qD

k , vT
k+1

7
T

+
6
qD

k ), 0D (vT
k+1 án)

7
" D

=
6
$ T qD

k , vT
k+1

7
T

et

!
6
divD (vT

k+1 ), qD
k+1

7
D

=
6
$ T qD

k+1 , vT
k+1

7
T

+
6
qD

k+1 , 0D (vT
k+1 án)

7
" D

=
6
$ T qD

k+1 , vT
k+1

7
T

.

Donc :

! *
6
divD (vT

k+1 ), qD
k+1 ! qD

k

7
D

= *
6
$ T (qD

k+1 ! qD
k ), vT

k+1

7
T

. (4.26)

Par lÕinŽgalitŽ de Cauchy-Schwarz on a :

|
6
$ T (qD

k+1 ! qD
k ), vT

k+1

7
T

| - # $ T (qD
k+1 ! qD

k )##vT
k+1 #.

Et en utilisant lÕŽquation (4.23) on dŽduit que :

µ
r

#qD
k+1 ! qD

k #2 + # $ T (qD
k+1 ! qD

k )#2 - * # $ T (qD
k+1 ! qD

k )##vT
k+1 #. (4.27)

DÕautre part, on a :

# $ T (qD
k+1 ! qD

k )#2 -
µ
r

#qD
k+1 ! qD

k #2 + # $ T qD
k+1 ! qD

k #2.

En utilisant (4.24) et (4.26), on trouve que :

# $ T (qD
k+1 ! qD

k )#2 - *
6
$ T (qD

k+1 ! qD
k ), vT

k+1

7
T

.

Or, lÕinŽgalitŽ de Cauchy-Schwarz implique :

6
$ T (qD

k+1 ! qD
k ), vT

k+1

7
T

- # $ T (qD
k+1 ! qD

k )##vT
k+1 #.

Ce qui donne :

# $ T (qD
k+1 ! qD

k )#2 - * # $ T (qD
k+1 ! qD

k )##vT
k+1 #.
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Autrement dit :

# $ T (qD
k+1 ! qD

k )# - * #vT
k+1 #.

Finalement, en utilisant (4.27), on trouve que :

µ
r

#qD
k+1 ! qD

k #2 + # $ T qD
k+1 ! qD

k #2 - * 2#vT
k+1 #2.

5. VŽriÞons que :

6
divD vT

k+1 , qD
k+1 ! qD

k + 2qD
k

7
D

, (2r ! * )#vT
k+1 #2 + 2µ# $ D vT

k+1 #2 (4.28)

En utilisant (4.24) et (4.25), on trouve que :

! *
6
divD vT

k+1 , qD
k+1 ! qD

k

7
D

=
µ
r

#qD
k+1 ! qD

k #2 + # $ T qD
k+1 ! qD

k #2 - * 2#vT
k+1 #2.

Donc :
6
divD vT

k+1 , qD
k+1 ! qD

k

7
D

, ! * #vT
k+1 #2.

DÕautre part, selon (4.23) on a :

6
divD vT

k+1 , qD
k

7
D

= r#vT
k+1 #2 + µ# $ D vT

k+1 #2.

Finalement, on trouve que :

6
divD vT

k+1 , qD
k+1 ! qD

k + 2qD
k

7
D

, (2r ! * )#vT
k+1 #2 + 2µ# $ D vT

k+1 #2.

6. On pose :

r k =
µ
r

#qD
k #2 + # $ T qD

k #2.

En utilisant (4.22), on a :

r k+1 ! r k = ! *
6
divD vT

k+1 , qD
k+1 ! qD

k + 2qD
k

7
D

.

En utilisant (4.28), on trouve que :

r k+1 ! r k - * (* ! 2r )#vT
k+1 #2 ! 2*µ # $ D vT

k+1 #2.

Comme* , 0, pour que la suite(r k)k"N soit dŽcroissante, il su"t dÕavoir :

* - 2r.
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4.1 ƒquation de Stokes

Sous cette condition, en prenantC1 = min( * (2r ! * ), 2*µ ), on a :

r k+1 ! r k - ! C1(#vT
k+1 #2 + # $ D vT

k+1 #2) = ! C1#vT
k+1 #2

H 1 . (4.29)

La suite (r k) est dŽcroissante positive, alors elle converge et donclim
k*#

(r k+1 ! r k) = 0

Ainsi, selon lÕinŽgalitŽ (4.29) on obtient limk*# #vT
k+1 #H 1 = 0, dÕo• :

uT
k !" uT dans(RT )3.

CommedivD uT
k = tr ( $ D uT

k ) est combinaison linaire dÕŽlŽments deuT , on dŽduit :

divD uT
k !" divD uT = 0 dansRD .

EnÞn, comme on ne peut pas dŽmontrer en DDFV une inŽgalitŽ Žquivalente ˆ celle de

Ne#ac on sÕarr•te au niveau de la convergence du gradient de pression.

En prenant lÕŽquation (4.20) :$ T qD
k = ! r vT

k+1 + µ # T vT
k+1 ,

et en la multipliant par %T ( (RT )3, on trouve et en utilisant la 1•re formule de Green :

6
$ T qD

k , %T
7

T
= ! r

6
vT

k+1 , %T
7

T
! µ

6
$ D vT

k+1 , $ D %T
7

D
.

Ce qui implique :

|
6
$ T qD

k , %T
7

T
| - max(r, µ )|

6
vT

k+1 , %T
7

H %1,H 1 | - max(r, µ )#vT
k+1 #H 1 #%T #H 1 .

En considŽrant la norme duale discr•te :#uT #H %1 = sup%#T %+1
3u T ,#T 4

T
%#T %

LÕinŽgalitŽ prŽcŽdente peut •tre Žcrite sous la forme (avecC2 = max( r, µ )) :

# $ T qD
k #H %1 - C2#vT

k+1 #H 1 .

Or on a : lim
k*#

#vT
k+1 #H 1 = 0, donc on conclu que :

# $ T (pD
k+1 ! pD

k )#H %1 !" 0.

Remarque 13

Notons que les normes discr•tes des quantitŽs utilisŽes dans la dŽmonstration prŽcŽdente

sont bornŽes par rapport au pas de maillage. Les rŽsultats de convergence (quandk " + 8)

sont donc uniformes par rapport ˆ la taille du maillage.
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4 ƒcoulements ßuides incompressibles

MŽthode de projection vectorielle

Ë notre algorithme, on peut adapter la mŽthode de projection vectorielle [5,6] que nous

avons ŽvoquŽe ˆ lÕintroduction de ce chapitre. La premi•re Žtape de prŽdiction de vitesse est

la m•me. Dans la deuxi•me, on rŽsout une Žquation elliptique dont lÕopŽrateur est un$ div ;

la solution obtenue est un pur gradient qui sert ˆ faire, ˆ la troisi•me Žtape, une correction

en gradient de pression. Avec la discrŽtisation DDFV, lÕalgorithme peut sÕŽcrire comme suit :

¥ ƒtape 1 : prŽdiction de la vitesse:

!
r uT

k+1 ! µ # T uT
k+1 = ! $ T pD

k + f T dans !,

uT
k+1 = 0 sur #!.

¥ ƒtape 2 : solution en "gradient de pression":

!
qT

k+1 ! 1
& $ T divD qT

k+1 = 1
& $ T divD uT

k+1 dans !,

qT
k+1 án = 0 sur #!.

¥ ƒtape 2 : Correction de gradient de pression:

$ T pD
k+1 = $ T pD

k + * qT
k+1 .

Selon Ph. Angot [5], parmi les mŽthodes de projection cette variante est la plus rapide.

Mais, on nÕa pas constatŽ de di!Žrence entre cette mŽthode et celle que nous avons prŽsentŽe

prŽcŽdemment, car on utilise un solveur BiCGStab avec un prŽconditionneur de Jacobi (cf.

patrie 4.5 de ce chapitre), tandis que Angot utilise un prŽconditionneur de type ILU.

4.2 ƒquation de Navier-Stokes

Le probl•me de Stokes ŽtudiŽ dans la section prŽcŽdente est un mod•le simpliÞŽ dÕun

Žcoulement de ßuide visqueux incompressible. On reprend ˆ prŽsent lÕŽquation de Navier-

Stokes (4.1) o• la partie convective(u á $)u nÕest plus nŽgligeable, ce qui permet de tenir

compte de lÕinertie du ßuide. Puisque lÕŽcoulement est incompressible, ce terme dÕadvection

peut se dŽcomposer de la mani•re suivante :

(u á $)u =
1
2

$#u# 2 ! u 2 rotu.

Ë cette formulation rotationnelle, nous associons la pression de BernoulliP = p + " %u%2

2

qui sera considŽrŽe dans la suite comme la pression du syst•me.

Ainsi, en imposant des conditions dÕadhŽrence aux parois, le probl•me (4.1) peut •tre Žcrit
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4.2 ƒquation de Navier-Stokes

comme suit :

"
#$

#%

" (#tu ! u 2 rotu) ! µ# u + $P = f dans ]0, T[&!,

div(u) = 0 dans ]0, T[&!,

u = 0 sur ]0, T[&#!.

(4.30)

La donnŽe initialeu( t = 0, x) et la fonction f sont supposŽes su"samment rŽguli•res pour

assurer lÕexistence des solutions faibles de ce probl•me dans la cade du thŽor•me de J. Leray ;

dont lÕŽtude compl•te est reprise et dŽtaillŽe par F. Boyer et P. Fabrie dans [16, chapitre 4].

NB. Dans la suite de ce travail, le syst•me (4.30) sera le formalisme que nous allons utiliser

pour dŽcrire les Žquations de Navier-Stokes de lÕŽcoulement dÕun ßuide incompressible.

4.2.1 DiscrŽtisations

DiscrŽtisation temporelle

Comme dans le cas de lÕŽquation de Stokes, nous introduisons une partition de lÕintervalle

de temps[0, T] : tn = n) t. On note par un et Pn respectivement le champs de vitesse et

la pression ˆ lÕinstanttn et on poser = "/)t . La discrŽtisation temporelle par un schŽma

semi-implicite de (4.30) donne :

"
#$

#%

run+1 ! "u n+1 2 rotu n ! µ# un+1 + $P n+1 = f + run dans !,

div(un+1 ) = 0 dans !,

un+1 = 0 sur #!.

(4.31)

ƒtude de la stabilitŽ L2

Pour cela nous allons chercher comment contr™ler la solutionun par la donnŽe initialeu0.

On prend la 1•re Žquation du syst•me (4.31) et on la multiplie par un+1 puis on int•gre sur

le domaine! :

6
run+1 ! "u n+1 2 rotu n ! µ# un+1 + $P n+1 , un+1

7
L 2 =

6
f, un+1

7
H %1,H 1 + r

6
un, un+1

7
L 2 .

En utilisant les formules de Green avecun+1 = 0 sur #! on trouve :

r#un+1 #2
L 2 ! "

6
un+1 2 rotu n, un+1

7
L 2: ;< =

= 0

+ µ
6
$u n+1 , $u n+1

7
L 2 !

6
Pn+1 , div un+1

7
L 2: ;< =

= 0

=
6
f, un+1

7
H %1,H 1 + r

6
un, un+1

7
L 2 .

97



4 ƒcoulements ßuides incompressibles

Selon lÕinŽgalitŽ de PoincarŽ9c > 0 tel que :c#un+1 #2
L 2 - µ#$u n+1 #2

L 2 ,

donc :

(r + c)#un+1 #2
L 2 - r #un+1 #2

L 2 + µ#$u n+1 #2
L 2 .

Ainsi :

(r + c)#un+1 #2
L 2 -

6
f, un+1

7
H %1,H 1 + r

6
un, un+1

7
L 2 .

En utilisant lÕinŽgalitŽ de Cauchy-Schwarz puis celle de Young, on a :

6
f, un+1

7
H %1,H 1 - # f#H %1 #un+1 #H 1 -

1
2c

#f#2
H %1 +

c
2

#un+1 #2
L 2

et
6
un, un+1

7
L 2 - # un#L 2 #un+1 #L 2 -

1
2

#un#2
L 2 +

1
2

#un+1 #2
L 2 .

Donc :

(r + c)#un+1 #2
L 2 -

1
2c

#f#2
H %1 +

c
2

#un+1 #2
L 2 +

r
2

#un#2
L 2 +

r
2

#un+1 #2
L 2 .

Finalement, en posanta = 1
c(r +c) #f#2

H %1 , on trouve que :

#un+1 #2
L 2 - a +

r
r + c

#un#2
L 2 . (4.32)

On consid•re la suite arithmŽtico-gŽomŽtrique suivante :

yn+1 = a +
r

r + c
yn.

En posant b= a(r +c)
c (c .= 0), on peut Žcrire le terme gŽnŽral de cette suite sous la forme :

yn = (
r

r + c
)n(y0 ! b) + b.

En appliquant ce rŽsultat ˆ lÕinŽgalitŽ (4.32) (dont les suites sont> 0), on trouve que :

#un+1 #2
L 2 - (

r
r + c

)n(#u0#2
L 2 ! b) + b.

Finalement, puisque r
r +c < 1 et b= 1

c2 #f#2
H %1 , on trouve que :

#un+1 #2
L 2 - | (#u0#2

L 2 !
1
c2

#f#2
H %1 )| +

1
c2

#f#2
H %1 .
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4.2 ƒquation de Navier-Stokes

DiscrŽtisation spatiale

On utilise le m•me procŽdŽ que celui appliquŽ ˆ lÕŽquation de Stokes (4.16) pour discrŽtiser

en DDFV lÕŽquation de Navier-Stokes. Les approximations de la vitesse et de la pression sont

faites respectivement sur les maillagesT et D. La discrŽtisation spatiale de (4.31) donne :

"
#$

#%

run+1 T ! "u n+1 T 2 rot T un D ! µ # T un+1 T + $ T Pn+1 D = f n T dans !,

divD (un+1 T ) = 0 dans !,

un+1 T = 0 sur #!.

(4.33)

Notons que, dans la premi•re Žquation de ce syst•me, lÕapplication de lÕopŽrateurrot T ˆ

la vitesse nŽcessite de lÕŽvaluer sur le maillageD. Pour cela on utilise la moyenne de la vitesse

uT = ( uK , uA )K,A "T sur chaque diamantD! = ( K, A )K,A "T pour calculeruD = ( u! )D ! "D .

On peut Žgalement utiliser lÕopŽrateurrot D que lÕon applique directement ˆ la vitesse

uT . On obtient dans ce cas un vecteurwD = rot D uT . Pour la discrŽtisation de la partie

convective, on cherchewT sur chaque ŽlŽmentK et A de T , pour cela on utilise les moyen-

nisations des valeurs prises sur les diamants auxquels appartiennent chaque ŽlŽmentsK et A.

Pour la stabilitŽ, on peut appliquer la m•me dŽmonstration en suivant les m•me Žtapes

que dans le cas continu en utilisant la normeL2(T ).

4.2.2 Algorithme de rŽsolution

En prenant fn = f + run, on peut Žcrire lÕŽquation (4.31) sous la forme suivante :

"
#$

#%

run+1 ! "u n+1 2 rotu n + " ! µ# un+1 + $P n+1 = fn dans !,

div(u n+1 ) = 0 dans !,

un+1 = 0 sur #!.

(4.34)

Gr‰ce ˆ lÕasymŽtrie du termeun+1 2 rotu n, lÕapplication de lÕalgorithme de projection ˆ

cette Žquation se dŽroulera de la m•me mani•re comme pour lÕŽquation de Stokes (4.3). En

e!et, ce terme sera ŽliminŽ en le multipliant parun+1 ; et donc, on peut appliquer exactement

les m•mes dŽmonstrations de la convergence de lÕalgorithme dŽcrites prŽcŽdemment dans le

cas continu et discret.
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4 ƒcoulements ßuides incompressibles

4.3 Les conditions aux bords

AÞn de traiter e"cacement des conditions aux limites de type Dirichlet pour imposer

une vitesseu = ub, on utilise la mŽthode de pŽnalisation dŽcrite dans le premier chapitre

(pour imposer une vitesse nulle au sol). Pour cela, on ajoute le terme de pŽnalisation dans

lÕŽquation de la prŽdiction de vitesse au niveau des ŽlŽments de#!. Cette Žquation devient :

r un+1 ! "u n+1 2 rotu n ! µ# un+1 + $P n+1 +
µ

K s
$" " (un+1 ! ub) = fn .

Dans le cas discret cette Žquation sÕŽcrit sous la forme suivante :

run+1 T
! "u n+1 T

2 rot T un D ! µ # T un+1 T
+ $ T Pn+1 D

+
µ

K s
$" T (un+1 T

! uT
b ) = f n T .

La fonction $E est une indicatrice qui vaut1 sur lÕensembleE et 0 ailleurs. On choisit

le param•tre de pŽnalisationK s ' 1; il est Žquivalent ˆ une permŽabilitŽ. LÕavantage de

cette mŽthode est quÕelle nŽcessite simplement de conna”tre le champs de vitesse ˆ imposer

au bord du domaine, ce qui rend son implŽmentation aisŽe.

Remarque 14

Le traitement des conditions de Neumann se fait en imposant aux opŽrateursdivT et

$ D , au niveau des faces du bord, des valeurs issues des calculs de la trace. Au chapitre

prŽcŽdent, ces calculs sont dŽtaillŽs lors de lÕŽtude des Laplaciens# T et # D (cf. ¤ 3.5.3).

4.4 Tests et validations numŽriques

On prŽsente des rŽsultats obtenus sur le domaine! = [0 , 1]d (d=2 ou d=3) de quelques

tests numŽriques pour valider lÕalgorithme implŽmentŽ dans le cas de lÕŽquation de Stokes,

puis dans celui de lÕŽquation de Navier-Stokes.

4.4.1 Solutions polyn™miales

On commence par le test de lÕŽquation de Stokes stationnaire avec des conditions aux bords

de type Dirichlet homog•nes. Le domaine de calcul est le carrŽ! = [0 , 1]2 et les donnŽes et

conditions aux limites sont choisies de telle sorte que la solution exacte soit donnŽe par :

ue =

,
2000x2(1 ! x)2y(1 ! y)(1 ! 2y)

! 2000y2(1 ! y)2x(1 ! x)(1 ! 2x)

.

et pe = x2 + y2 !
2
3

.
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Nous nous sommes intŽressŽs ˆ la convergence de la vitesseu et de la pressionp. Pour

cela, on calcule les normesL2 et L# de lÕerreur respectivement entre les solutions exactes et

les solutions approchŽes de la vitesse et de la pression, pour di!Žrentes tailles du maillage.

Les rŽsultats accompagnŽs des taux de convergence associŽs sont regroupŽs dans le tableau

suivant :

La vitesse La pression

Maillage ErrL 2 Ordre ErrL # Ordre ErrL 2 Ordre ErrL # Ordre

202 2.61E-01 - 1.21E-01 - 1.30E-01 - 1.19E-01 -

402 6.76E-02 1.93 3.20E-02 1.89 3.44E-02 1.89 3.18E-02 1.87

802 1.73E-02 1.95 8.264E-03 1.94 8.95E-03 1.92 8.28E-03 1.92

1602 4.38E-03 1.98 2.119E-03 1.95 2.28E-03 1.96 2.15E-03 1.93

Table 4.1: Solutions polyn™miales : convergence de la vitesse et de la pression.

De ces rŽsultats, on dŽduit que lÕalgorithme que nous avons implŽmentŽ pour la rŽsolution

des Žquations de Stokes incompressibles avec les conditions de Dirichlet poss•de donc un

ordre de convergence de 2.

Dans les deux Þgures qui suivent, nous donnons une illustration du champ de la vitesse et

de la pression produites.

(a) Le champ de vitesse (b) La pression

Figure 4.1: ƒquation de Stokes - Solution polyn™miale.
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4 ƒcoulements ßuides incompressibles

4.4.2 Tourbillons de Green-Taylor

On reprend le domaine de calcul! = [0 , 1]2 et on utilise la solution exacte donnŽe par le

couple vitesse/pression suivant :

ue =

,
cos(2+x) sin(2+y)

! sin(2+x) cos(2+y)

.

et pe =
1
4

(cos(4+x) + cos(4+y)).

De la m•me mani•re que dans le cas test prŽcŽdent, on calcule les normesL2 et L# de

lÕerreur entre les solutions exactes et les solutions approchŽes de la vitesse et la pression en

fonction de la taille du maillage. Les rŽsultats accompagnŽs des taux de convergence associŽs

sont regroupŽs dans le tableau4.2 o• on observe une convergence dÕordre 2 en normeL2.

La vitesse La pression

Maillage ErrL 2 Ordre ErrL # Ordre ErrL 2 Ordre ErrL # Ordre

202 5.30E-01 - 1.59E-01 - 2.18E-01 - 2.02E-01 -

402 1.49E-01 1.77 4.54E-02 1.75 6.08E-02 1.79 5.70E-02 1.77

802 3.03E-02 1.86 1.25E-02 1.81 1.68E-02 1.81 1.58E-02 1.80

1602 8.03E-03 1.89 3.37E-03 1.86 4.52E-03 1.86 4.35E-03 1.82

Table 4.2: Tourbillons de Green-Taylor : convergence de la vitesse et de la pression.

Dans les deux Þgures qui suivent, nous donnons une illustration du champ de la vitesse et

de la vorticitŽ associŽe.

(a) Le champ de vitesse (b) La vorticitŽ

Figure 4.2: Tourbillons de Green-Taylor.
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Dans les deux cas tests prŽcŽdents, on observe une super convergence en normeL2 pour la

vitesse ce qui correspond aux m•mes ordres de convergence que ceux obtenus par S. Krell [58]

pour la rŽsolution du probl•me de Stokes standard par un un schŽma DDFV stabilisŽ et un

algorithme couplŽ. On remarque que nos ordres de convergence sont plus grand que les

ordres thŽoriques, m•me constat dans [58] et [33]. EnÞn, dans les campagnes de tests que

nous avons e!ectuŽes, on a remarquŽ Žgalement que lÕordre de convergence nÕest pas sensible

ˆ la prŽsence de mailles localement ra" nŽes non-conformes.

4.4.3 Translation de tourbillons

Dans ce test, on simule la translation de vortex. On consid•re le domaine! = [0 , 1]2, la

solution visqueuse des Žquations de Navier-Stokes en Žcoulement incompressible traduit la

translation diagonale de tourbillons. La solution initiale et les conditions aux limites sont

choisies en fonction de la solution analytique suivante :

"
#$

#%

u(x, y, t) = 1 + 2 cos(2+(x ! t)) sin(2+(y ! t)) e!8% 2't

v(x, y, t) = 1 ! 2 sin(2+(x ! t)) cos(2+(y ! t)) e!8% 2't

p(x, y, t) = ! (cos(4+(x ! t)) + cos(4+(y ! t))) e!16% 2't

La translation sÕaccompagne dÕun amortissement exponentiel de lÕintensitŽ des tourbillons

sous lÕe!et de la dissipation visqueuse portŽe par la viscositŽ cinŽmatique1 = µ
( = 0.01.

Dans les Þgures qui suivent, on donne les reprŽsentations de la solution (u,p) ˆ lÕinstant

initial puis ˆ lÕinstant t = 1.125s.

Figure 4.3: Solution (u,p) ˆ lÕinstant initial.
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4 ƒcoulements ßuides incompressibles

Figure 4.4: Solution (u,p) ˆ lÕinstant t = 1.125s.

Comme pour les tests prŽcŽdents, connaissant la solution exacte, on calcule les taux de

convergence en normeL2 pour la vitesse et la pression. On trouve des ordres qui valent 2.

4.4.4 CavitŽ entrainŽe

On consid•re un Žcoulement dans une cavitŽ carrŽ[0,1]2 o• la paroi supŽrieurey = 1

est entrainŽe ˆ une vitesse constante horizontaleu = (1 , 0), les autres Žtant immobiles. Les

Þgures ci-dessous reprŽsentent quelques lignes de courant du champ de vitesse :

(a) avec Stokes (b) avec Navier-Stokes (Re = 1000)

Figure 4.5: Lignes de courant du champ de vitesse dÕune cavitŽ entrainŽe.
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On refait le m•me test de la cavitŽ entrainŽe en dimension 3. Le domaine de calcul est

le cube [0,1]3. La paroi supŽrieurez = 1 est entrainŽe ˆ la vitesse constante horizontale

u = (1 , 0, 0), les autres Žtant immobiles. La Þgure suivante donne quelques lignes de courant

du champ de vitesse issu de lÕŽquation de Navier-Stokes.

Figure 4.6: Lignes de courant dÕune cavitŽ entrainŽe en3D.

On ne conna”t pas la solution analytique de ce probl•me, mais en observant les proÞls de

vitesse, on constate que les lignes de niveaux issues de lÕŽquation de Stokes sont symŽtriques

tandis que celles issues de lÕŽquation de Navier-Stokes sont dissymŽtriques par lÕe!et dÕinertie,

ces rŽsultats sont en accord avec [103].

4.4.5 Champs tournant

Dans ce test, on sÕintŽresse au comportement de la divergence de la vitesse en fonction des

itŽrations de la mŽthode de projection. On consid•re lÕŽquation de Stokes dans le domaine

! = [0 , 1]3 en imposant le terme source :

f = ( y ! 0.5, 0.5 ! x, 0) .

Dans la Þgure,4.7 on prŽsente quelques lignes de courant et le champ de vitesse rŽsultat de

lÕalgorithme au bout dÕun nombre dÕitŽrations o• la divergence devient de lÕordre de O(h2)

o• h est le pas de maillage.
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Figure 4.7: ProÞl de la vitesse dÕun champ tournant.

Ë chaque itŽration, on calcule#div(u)#2 pour di!Žrents pas de maillageh. On obtient

les graphes suivants qui donnent la dŽcroissance de la quantitŽ%div( u)%2

%u%2
(en Žchelle logarith-

mique) en fonction du nombre dÕitŽrationsiter , ce qui correspond aux rŽsultats attendus :

Figure 4.8: Divergence de la vitesse en normeL2 pour di!Žrents pas de maillage.

Ces courbent ne gardent pas une dŽcroissance linŽaire ˆ cause des dŽfauts de la divergence

le long des ar•tes du bord. Mais ceci nÕest pas en contradiction avec les rŽsultats thŽoriques.
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4.5 ParallŽlisation

Les approximations des Žquations de Stokes ou de Navier-Stokes dŽcrivant un ßuide in-

compressible rŽsolues avec lÕalgorithme de projection que nous avons exposŽ dans ce chapitre

reposent sur la rŽsolution de deux Žquations elliptiques. La premi•re est pour la prŽdiction

de la vitesse et la second seconde pour la solution de la pression. Ceci revient ˆ rŽsoudre ˆ

chaque Žtape des syst•mes dÕŽquations linŽaires de type :

Ax = b (4.35)

avec A une matrice carrŽe donnŽe dŽÞnie positive non singuli•re etb un vecteur donnŽ.

LÕinconnuex peut reprŽsenter soit la vitesse soit la pression.

Nous utilisons, pour la rŽsolution de ce syst•me, le schŽma itŽratif Bi-CGStab (Bi-Gradient

ConjuguŽ StabilisŽ) [89,94]. Pour rŽduire le temps de calcul, nous avons eu recours ˆ la

parallŽlisation des solveurs en utilisant ce schŽma ˆ lÕaide la biblioth•que OpenMP1.

4.5.1 Le schŽma

LÕalgorithme sŽquentiel du schŽma classique Bi-CGStab, o•xk est lÕapproximation dex ˆ

lÕitŽrationk, peut sÕŽcrire sous la forme suivante :

r 0 = b! Ax 0

* 0 = / 0 = w0 = 1
v0 = q0 = 0
for k = 1 ... n do

* k = r T
0 r k!1

0 = ) k
) k %1

* k
wk %1

qk = rk!1 + 0(qk!1 ! wk!1 wk)
vk = Aqk

/ k = ) k
r T

0 vk

sk = rk!1 ! / kvk

tk = Ask

wk = r T
k sk

tT
k tk

xk = xk!1 + / kqk + wksk

if #rk# , . then
exit

end
rk = sk ! wktk

end

1. Open Multi-Processing :http://openmp.org/wp/openmp-specifications.
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4 ƒcoulements ßuides incompressibles

Dans cet algorithme, les matrices traitŽes sont creuses et elles ont une indexation qui

facilite les calculs. AÞn dÕamŽliorer la convergence, nous allons conditionner la matriceA

par une matrice P inversible. Pour cela on rŽsout ˆ la place du syst•me (4.35) le syst•me

suivant :

P!1 Ax = P!1 b (4.36)

Par souci de simplicitŽ, nous choisissons le prŽconditionneur de Jacobi. La matriceP est

choisie comme Žtant la diagonale de la matriceA du syst•me :P = diag(A) .

4.5.2 Mise en Ïuvre avec OpenMP

La biblioth•que OpenMP est une interface de programmation contenant un ensemble de

directives pour parallŽliser un code sur une architecture ˆ mŽmoire partagŽe. Ces directives

permettent de faire les calculs plus rapidement en utilisant plusieurs processeurs. En e!et,

chaque processeur exŽcute un bout de programme avec un unique jeu de variables et les

directives OpenMP dŽÞnissent les zones parall•les et les attribuent ˆ des di!Žrents threads.

Chaque threads exŽcute des t‰ches en parall•le sur un processeur ou cÏur (core) indŽpendant.

T‰ches parall•les

Programme principal

Figure 4.9: Programme principal et t‰ches parall•les.

Dans les rŽgions parallŽlisŽes, le programme principal via unmaster thread lance des

threads (dont le nombre a ŽtŽ prŽcisŽ auparavant par lÕutilisateur) pour rŽpartir la charge de

calcul. Chaque thread exŽcute un ensemble dÕinstructions puis se met en attente jusquÕˆ la

Þn de toutes les t‰ches. Apr•s synchronisation, lemaster threadreprend la main (cf. Þgure

4.9). Les variables partagŽes sont utilisŽes par tous les threads sur la m•me zone mŽmoire

tandis que chaque copie des variables privŽes utilise une zone mŽmoire accessible uniquement

par le thread concernŽ. Cette forme de parallŽlisation permet de dŽvelopper rapidement en

restant proche du code sŽquentiel sans avoir ˆ tout reconstruire.
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Dans le cas qui nous intŽresse, on peut par exemple rŽpartir une bouclefor i = 1 : n sur

plusieurs threads avec une boucle de taillen+, dŽÞnie pour chaque thread tel que
D

n+ = n.

Ceci nous permet donc de diminuer le temps dÕexŽcution de la boucle en question en le

divisant au mieux par le nombre de processeurs. Sur la Þgure suivante, nous prŽsentons un

exemple dÕexŽcution de la boucle avecm processeurs partageant deux mŽmoires comme sur

notre cluster2.

1 n+ ... n

...core1 core2 corem

mŽmoire1 mŽmoire2

Figure 4.10: Exemple dÕexŽcution parall•le surm processeurs.

Pour ne pas avoir des conßits par rapport ˆ la mŽmoire partagŽe, il est nŽcessaire dÕini-

tialiser les variables utilisŽes dans la zones parallŽlisŽes. Dans notre code, les variables qui

sont utiles seulement ˆ lÕitŽration sont dŽclarŽes privŽes. Les indices des boucles (internes

ˆ la zone parall•le), les indices dans les tableaux et toutes leurs correspondances locales ou

globales sont aussi privŽs puisquÕils sont propres aux itŽrations de la boucle parallŽlisŽe.

4.5.3 Tests de performance

La parallŽlisation doit permette de rŽduire le temps de calcul lors des appels du solveur

algŽbrique. Ainsi, pour mesurer les performances de lÕalgorithme parallŽlisŽ, on consid•re sur

le domaine! = [0 , 1]3 le probl•me de Poisson suivant :

!
! # u = f dans !,

u = 0 sur #!.
(4.37)

On prend pour le second membre la fonctionf = sin( +x) sin(+y) sin(+z) et on utilise la dis-

crŽditation DDFV en appliquant lÕopŽrateur# T (cf. la section3.5.3du chapitre prŽcŽdent).

On rŽsout ce probl•me sur deux maillages di!Žrentes qui correspondent ˆ :

Ð Cas 1 : taille de grille de803, soit 1.081.841 inconnues.

Ð Cas 2 : taille de grille de503, soit 272.651 inconnues.

2. Cluster UTLN : http://mejean.univ-tln.fr.
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4 ƒcoulements ßuides incompressibles

Dans les deux cas, on lance plusieurs tests en exŽcutant le programme sur la m•me machine

CPU du cluster. On commence par un premier test sans parallŽlisation, ce qui nous donne

un temps dÕexŽcutionT0. Puis on lance une sŽrie de tests en utilisant la parallŽlisation avec

2, 4, 6, ... jusquÕˆ20 cÏurs et ˆ chaque fois on calcule le temps dÕexŽcutionTp. Ceci nous

permet de calculer pour chaque test lÕaccŽlŽration du programme, le speedup :T0/T p. Il

sÕagit donc du ratio du temps de calcul en sŽquentiel (sur 1 cÏur) sur le temps de calcul en

parall•le sur p cÏurs. Plus ce ratio se rapproche du nombre des cÏurs utilisŽs pour le calcul

parall•le, plus lÕe"cacitŽ parall•le du code est bonne.

Figure 4.11: Calcul de la scalabilitŽ du solveur Bi-CGStab utilisant OpenMP.

Sur la Þgure ci-dessus on donne des courbes a" chant le speedup en fonction du nombre

de cÏurs sur lequel est lancŽ le calcul dans les deux cas prŽsentŽs prŽcŽdemment. On peut

voir, par exemple, que pour 10 cÏurs, quelque soit la taille du probl•me, le speed up est

tr•s bon puisquÕil est tr•s proche de 10. On remarque aussi que la scalabilitŽ dans les deux

cas reste assez bonne et demeure croissante mais elle sÕa!aiblit et elle dŽpend de la taille du

probl•me. Tout cela justiÞe le recours ˆ la parallŽlisation en OpenMP.

EnÞn, pour avoir une bonne optimisation (surtout en terme de mŽmoire), on pourrait

utiliser une autre biblioth•que telle que MPI3. Mais son implŽmentation reste tr•s technique

et nŽcessite une refonte dÕune grande partie du code. Pour nos besoins, la parallŽlisation en

OpenMP est su"sante.

3. Message Passing Interface :http://www.mcs.anl.gov/research/projects/mpi
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4.6 Conclusion

Nous avons proposŽ dans ce chapitre un algorithme de rŽsolution de lÕŽquation de Navier-

Stokes dŽcrivant lÕŽcoulement dÕun ßuide incompressible. Cet algorithme sÕappuie sur une

mŽthode de projection qui permet dÕapprocher les solutions de lÕŽquation en plusieurs Žtapes.

Chaque Žtape consiste en une procŽdure de prŽdiction-correction entre les champs de vitesse

et de pression qui conduit ˆ un dŽcouplage vitesse-pression. Cette procŽdure sert ˆ imposer

la divergence nulle de la vitesse et ˆ faire appara”tre explicitement la pression. Les discrŽti-

sations spatiales sont basŽes sur les schŽmas DDFV ŽtudiŽs dans le 3•me chapitre. Comme

prŽsentŽ prŽcŽdemment, les schŽmas DDFV peuvent traiter des maillages gŽnŽraux et non

conformes et fournissent un formalisme adŽquat qui conserve la convergence de lÕalgorithme

et qui permet son implŽmentation.

De nombreux tests de validation ont ŽtŽ e!ectuŽs dans le cas des Žquations de Stokes et

des Žquations de Navier-Stokes et ceci en dimension 2, puis en dimension 3. DÕautres tests

ont ŽtŽ rŽalisŽs aÞn dÕŽtudier le cožt itŽratif de lÕalgorithme et de quantiÞer, dans certains

cas, le nombre dÕitŽrations maximales ˆ partir duquel on peut observer la convergence de la

mŽthode. Pour la rŽsolution des syst•mes linŽaires, nous avons utilisŽ un solveur itŽratif de

type bi-gradient conjuguŽ stabilisŽ Bi-CGStab. Pour rŽduire les cožts de calcul nous avons

eu recours ˆ des techniques de parallŽlisation basŽe sur lÕAPI OpenMP.
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5 Applications ˆ lÕŽrosion

Les mŽthodes numŽriques implŽmentŽes tout au long de cette th•se sont assemblŽes pour

simuler lÕŽrosion interfaciale dÕun sol sous lÕe!et dÕun Žcoulement ßuide incompressible. La

modŽlisation dŽcrite prŽcŽdemment sera appliquŽe ˆ lÕŽrosion dÕun sol cohŽsif par des Žcou-

lements ˆ faible nombre de Reynolds ou modŽrŽ. Rappelons que dans le mod•le numŽrique

que nous avons prŽsentŽ dans le premier chapitre, les calculs se dŽroulent en deux Žtapes :

1. LÕŽtape de lÕŽcoulement dans laquelle une mŽthode de pŽnalisation est utilisŽe pour

calculer les Žquations de Navier-Stokes autour dÕun obstacle avec une mŽthode aux

domaines Þctifs pour sÕa!ranchir dÕun maillage dŽpendant de la gŽomŽtrie.

2. LÕŽtape de lÕŽrosion, o• lÕinterface eau/sol est dŽcrite par une fonction Level Set couplŽe

ˆ une loi dÕŽrosion empirique ˆ seuil. Cette loi est une relation linŽaire entre la vitesse

dÕŽrosion et la contrainte de cisaillement exercŽe par le ßuide sur le solide.

LÕobjectif ici est de simuler le dŽplacement de lÕinterface ßuide/solide durant lÕŽrosion.

LÕŽvolution de cette interface est pilotŽe par la vitesse dÕŽrosion qui dŽpend de la contrainte

de cisaillement tangentiel du ßuide. ƒtant donnŽ que lÕon sÕattend ˆ une discontinuitŽ du

gradient de la vitesse de lÕŽcoulement ˆ travers lÕinterface, des probl•mes se poseront pour le

calcul de la contrainte de cisaillement. La di"cultŽ est de calculer dÕune mani•re consistante

la contrainte de ce probl•me. Nous mettrons en Žvidence cette di"cultŽ et nous proposerons

par la suite des solutions pour dŽterminer la contrainte qui doit •tre estimŽe correctement

au niveau de lÕinterface. Cette di"cultŽ est rencontrŽe pour les probl•mes ˆ fronti•re libre

rŽsolus sur grille Þxe comme les probl•mes de Stefan [25,45] et de Hele-Shaw [7,22]. EnÞn, la

validation du mod•le numŽrique et la pertinence des solutions proposŽes seront conÞrmŽes

par plusieurs rŽsultats de simulation.

5.1 ƒquations du mod•le

Pour commencer, nous rŽŽcrivons dÕabord les di!Žrentes Žquations qui dŽcrivent les deux

Žtapes ŽnoncŽes dans le mod•le, ˆ savoir : lÕŽcoulement incompressible et lÕŽrosion interfaciale.

Les milieux en jeux sont le ßuide et le solide, qui occupent respectivement deux domaines

notŽs! f et ! s et sŽparŽs par une interface" = ! f ) ! f , isocontour 0 dÕune Level Set%.
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5 Applications ˆ lÕŽrosion

En choisissant une approche EulŽrienne sur maillage Þxe avec des domaines Þctifs, toutes

les Žquations sont discrŽtisŽes dans le domaine global! = ! f %! f . Ainsi, le dŽroulement

des calculs peut •tre e!ectuŽ selon le schŽma suivant :

Le calcul de lÕŽcoulement :

Le syst•me dÕŽquations de Navier-Stokes dŽcrivant lÕŽcoulement incompressible que nous

utilisons est le suivant (cf. chapitre 4) :

"
#$

#%

" (#tu ! u 2 rotu) ! µ# u + µ
K s

H (%)(u! us) = !$ p + f dans ]0, T[&!,

div(u) = 0 dans ]0, T[&!,

(+C.L.) sur ]0, T[&#!,

(5.1)

o• u est le champ de vitesse dŽÞni sur!, tout comme la pression p, la densitŽ" et la

viscositŽ dynamiqueµ. Les conditions aux limites (C.L.) permettent de fermer le syst•me et

elles seront dŽÞnies plus tard selon le cas ŽtudiŽ. La fonction Level Set est dŽÞnie sur! telle

que : "
#$

#%

% < 0 dans le ßuide! f ,

% = 0 sur lÕinterface" ,

% > 0 dans le solide! s.

(5.2)

Le param•tre de pŽnalisationK s reprŽsentant une permŽabilitŽ est choisi tel queK s ' 1.

Ceci permet dÕimposer la vitesseus dans le sol! s, caractŽrisŽ par% > 0, en utilisant la

fonction Heaviside :

H (x) =

!
1 si x > 0

0 si x - 0.
(5.3)

Le calcul de la contrainte :

Le calcul de lÕŽrosion commence par lÕestimation de la composante tangentielle du vecteur

contrainte du ßuide ˆ lÕinterface" :

!" ! = 2µ[D( u) á!" n ! (!" n áD( u) á!" n )!" n ], (5.4)

o• le tenseur D( u) reprŽsente le gradient symŽtrique de la vitesse dÕŽcoulement :

D( u) =
1
2

($u + $ T u) , (5.5)

et !" n la normale orientŽe dans le sens "ßuide" vers "solide" et naturellement donnŽe par :

!" n =
$%

#$%#
. (5.6)

114



5.2 Gestion du probl•me ˆ fronti•re libre

Le calcul de la vitesse dÕŽrosion :

LÕŽrosion est pilotŽe par la cŽlŽritŽ normale de lÕinterfacev! . La loi dÕŽrosion reliant cette

vitesse ˆ la composante tangentielle ˆ lÕinterface" est la suivante :

v! =

!
K d(! ! ! c) si ! > ! c,

0 sinon.
(5.7)

O• le coe" cient K d est un param•tre dŽcrivant la cinŽtique de lÕŽrosion et le seuil! c est la

contrainte critique.

La vitesse reprŽsentant lÕŽrosion doit •tre Žtendu dans tout le domaine! pour faire Žvoluer

toutes les lignes de niveau de la Level Set%de la m•me mani•re. Pour cela, on utilise la

technique dÕextension des vitesses ŽtudiŽe et validŽe dans le chapitre 2. Ainsi, la vitesse

Žtenduevext
! est la solution de lÕŽquation de transport suivante :

!
#tvext

! + sgn(%) $#
%$#%á $vext

! = 0,

vext
! (t = 0, x) = v! .

(5.8)

EnÞn, lÕŽvolution de lÕinterface" est dŽcrite par lÕŽquation de transport de la Level Set%:

!
#t%+ vext

!
$#

%$#%á $% = 0,

%(t = 0, x) = %0.
(5.9)

Le calcul de lÕŽcoulement incompressible, lÕextension de la vitesse et le transport de la

Level Set ont ŽtŽ ŽtudiŽs et testŽs sŽparŽment. Le processus complet de lÕŽrosion nŽcessite

lÕassemblage de ces calculs. LÕestimation de la contrainte reprŽsente le chainon important re-

liant le calcul de lÕŽcoulement et de lÕŽrosion. Comme nous lÕavons ŽvoquŽ dans lÕintroduction

de ce chapitre, avoir une bonne estimation pour la contrainte pose une grande di"cultŽ Žtant

donnŽ que nous utilisons une approche eulŽrienne sur maillage Þxe avec pŽnalisation. Puis

nous mettrons en Žvidence ce probl•me, dans le cas HET, avant de proposer des solutions.

5.2 Gestion du probl•me ˆ fronti•re libre

Le probl•me qui nous concerne est classiquement rencontrŽ dans les probl•mes ˆ fronti•res

libres, comme par exemple ceux posŽs par les Žcoulements dans des gŽomŽtries Žlastiques qui

obligent ˆ rŽsoudre des Žquations elliptiques sur des domaines en mouvement. Faire intervenir

des maillagesbody-Þtted[93] qui collent ˆ la gŽomŽtrie oblige ˆ remailler les domaines au cours

des itŽrations dÕŽvolution en temps. Une solution tr•s cožteuse en remaillage. En utilisant

des maillages Þxes, comme dans notre cas, les Žquations elliptiques peuvent •tre rŽsolues sur

un domaine approchŽ. LÕerreur de la solution est alors inconsistante pour les gradients au
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voisinage de lÕinterface sur le bord du domaine approchŽ. On retrouve par exemple ce type

dÕinconsistance dans le probl•me de Hele-Shaw [7,22] et dans le probl•me de Stefan [25,45]

dŽcrivant la fonte des glaces par le transfert de chaleur dans un milieu homog•ne qui subit

un changement de phase. Ces probl•mes ont ŽtŽ rŽsolus par exemple ˆ lÕaide des mŽthodes

IIM (Immersed Interface Method) proposŽes par R.J. LeVeque et A.L. Li [62]. Dans ce cas, la

continuitŽ des propriŽtŽs ˆ lÕinterface de discontinuitŽ est assurŽe gr‰ce ˆ des prolongements

de Taylor de la solution de chaque cotŽ de lÕinterface. Mais pour garder la mŽthode de

pŽnalisation sur un maillage Þxe, des traitements spŽciÞques doivent •tre apportŽs.

domaine ßuide
(% < 0)

domaine solide(% > 0)
u = 0

interface rŽelle

interface discr•te du domaine{%- 0}

Figure 5.1: ReprŽsentation dÕune interface avec des grilles non body-Þtted.

La Þgure ci-dessus illustre lÕorigine du probl•me de lÕinconsistance dans notre cas o• lÕin-

terface approchŽe entre les deux domaines ne "colle" pas aux grilles du maillage Þxe.

5.3 Calcul de la contrainte

5.3.1 DiscrŽtisation DDFV

Par le schŽma DDFV, le tenseur symŽtriqueD( u) est discrŽtisŽ sous la forme suivante :

D D (uT ) =
1
2

($ D uT + $ D T
uT ).

Comme dans la section3.5, nous avons bien vŽriÞŽ que cet opŽrateur est dÕordre 2 en normes

L2(! ) et L# (! ). Avec la m•me discrŽtisation, le vecteur normal peut •tre Žcrit comme suit :

nT =
$ T %D

# $ T %D #
.

Il en rŽsulte que la contrainte de cisaillement est discrŽtisŽe sur le maillageT .
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5.3.2 Calcul du cisaillement brut

Pour un premier calcul de la contrainte, on prend lÕexemple dÕun Žcoulement de poiseuille

cylindrique. CÕest un cas simulant lÕessai HET o• le cylindre reprŽsente un tube totalement

Žrodable. Ci-dessous, on illustre ce cas test ˆ lÕŽtat initial. Le long du tube, on rŽsout un

Žcoulement de Stokes de vitesseu. LÕextŽrieur du cylindre reprŽsente le milieu contenant le

sol ˆ Žroder. Par la pŽnalisation, on impose dans cette zone une vitesse nulleu = 0.

Figure 5.2: ƒtat initial de la simulation de lÕŽcoulement de conduit avec Žrosion.

Le domaine du calcul est le parallŽlŽpip•de rectangle! = [0 , 2] & [0.1]2, (!" ex , !" ey , !" ez ) est la

base orthonormŽe associŽe. Le rayon initial du cylindre estr0 = 0.2. Initialement, lÕinterface

" est reprŽsentŽe par lÕisocontour 0 de la fonction Level Set suivante :

%0 =
+

(y ! y0)2 + ( z ! z0)2 ! r 0,

o• y0 = z0 = 0.5. LÕŽcoulement obtenu est cisaillŽ dans la direction(O, x) et sa vitesse est

sous la forme suivante :

u = u(r )!" ex , avec r =
+

(y ! y0)2 + ( z ! z0)2.

La solution analytiqueu(r ) et la norme! de la contrainte tangentielle du cisaillement associŽ

sont :
u(r ) = ! (r 2 ! r 2

0)/ 4µ,

! = r
2.
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Dans la Þgure suivante, on a"che le rŽsultat numŽrique du calcul de la contrainte de

cisaillement reprŽsentŽe sur une coupe du cylindre selon lÕaxe de lÕŽcoulement. Ë lÕintŽrieur,

on constate que la solution est parfaitement radiale et quÕil sÕagit bien dÕune suite de cercles

de rayon r
2 correspondant ˆ la solution exacte. Mais, au voisinage de lÕinterface%0 = 0, la

solution est fausse et on remarque lÕexistence dÕune couche limite dÕinconsistance.

Figure 5.3: ReprŽsentation du cisaillement dans le cas du poiseuille cylindrique.

Un zoom sur une partie de la rŽgion en question donne le rŽsultat suivant :

Figure 5.4: Zoom autour de la couche limite dÕinconsistance.

Ce rŽsultat est attendu car notre gŽomŽtrie, comme nous lÕavons ŽvoquŽ prŽcŽdemment,

ne se raccorde pas aux grilles du maillage. Dans la partie solide, la vitesseu sÕannule le long

dÕune ligne brisŽe qui nÕapproche pas le cercle. Le calcul du gradient de vitesse ˆ lÕinterface

est totalement erronŽ.

118



5.3 Calcul de la contrainte

Pour avoir une idŽe plus prŽcise sur le comportement de la norme de la composante

tangentielle,! dans la couche limite dÕinconsistance (la zone autour de%= 0), on trace !

en fonction du rayonr en superposant toutes les solutions prises dans la direction radiale.

Dans la Þgure ci-dessous, on donne un tracŽ contenant les superpositions de la contrainte en

projection dans la m•me direction.

rayon r

%= 0
! (r )

ci
sa

ill
em

en
t!

Figure 5.5: TracŽ de la contrainte de cisaillement en fonction du rayon.

On constate que la solution est parfaitement linŽaire ˆ lÕintŽrieur du domaine ßuide, ce qui

correspond ˆ la solution exacte! = r
2. Ë quelques mailles de lÕinterface, la solution devient

erronŽe. On trouve que cette inconsistance est limitŽe ˆ environ 4 mailles de lÕinterface. En

notant h le pas du maillage, il est donc pertinent de calculer la contrainte de cisaillement

quand %= ! 3h.

5.3.3 Correction de la contrainte

Ë partir des rŽsultats prŽcŽdents, o• nous avons constatŽ quÕil su" t de se placer dans la

zone qui correspond %̂- ! 3h pour trouver des valeurs consistantes de la contrainte, nous

proposons une premi•re solution pour corriger la contrainte au niveau de lÕinterface. Pour

cela, on reconstitue la valeur de la contrainte sur lÕinterface%= 0 par une extrapolation

directe ˆ partir de la valeur obtenue au niveau%= ! 3h.
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En notant ! & la valeur calculŽe par extrapolation linŽaire, ˆ partir du cisaillement initial

! et ŽvaluŽe en tout point pour le reprŽsenter ˆ lÕinterface. On peut Žcrire :

! & = ! ! %$! á
$%

#$%#
. (5.10)

Pour dŽterminer la vitesse dÕŽrosion ˆ partir de la nouvelle estimation du cisaillement,

on calcule la vitesse de lÕinterface" en utilisant la contrainte corrigŽe! & (Žvaluant ! ˆ

lÕinterface). Par la loi dÕŽrosion (cf. chapitre 1) on peut Žcrire :

v&
! =

!
K d(! & ! ! c) si ! > ! c,

0 sinon.
(5.11)

La vitesse Žtenduev&
! est alors la solution de lÕŽquation de transport suivante :

!
#tvext

! + sgn(%+ 3h) $#
%$#%á $vext

! = 0,

vext
! (t = 0, x) = v&

! .
(5.12)

LÕextension se fait donc ˆ partir de lÕinterface%= ! 3h, lˆ o• ! & sera le plus pertinent.

Finalement, lÕŽvolution de lÕinterface" est dŽcrite par le transport de la Level Set%:

!
#t%+ vext

!
$#

%$#%á $% = 0,

%(t = 0, x) = %0.
(5.13)

Ce transport est e!ectuŽ sur une seule maille en respectant la condition CFL (cf.chapitre 2).

Apr•s avoir obtenu une nouvelle interface donnŽe par la position de la fonction%transportŽe,

on it•re alors les calculs de lÕŽcoulement et ceux de lÕŽrosion.

5.3.4 Validation de la correction

Pour les validations qui suivent, on utilise les param•tresK d = 10!7 cm3/N.s et ! c = 0 Pa.

5.3.4.1 Simulation HET

AÞn de valider la correction que nous venons de proposer, on reprend le test prŽcŽdent

dÕŽrosion du tube avec lÕŽcoulement de poiseuille cylindrique. On utilise donc le cisaillement

! & donnŽ par lÕŽquation (5.10) et la vitesse de lÕinterfacev&
! calculŽe par la loi dÕŽrosion (5.11).

LÕextension de la vitesse dÕŽrosion est faite depuis lÕisocontour%= ! 3h par lÕŽquation (5.12).

On proc•de ˆ un processus dÕŽrosion qui fait Žlargir le cylindre du rayon initialr 0 = 0.2 au

rayon Þnalr1 = 0.4. On reprŽsente dans la Þgure ci-apr•s deux Žtapes dÕŽrosion, la premi•re

correspond ˆ une situation intermŽdiaire et la seconde ˆ la situation Þnale. Le cylindre interne

reprŽsente lÕŽtat initial (voir la Þgure5.2) et lÕexterne reprŽsente le cylindre apr•s Žrosion.
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Figure 5.6: RŽsultats dÕŽrosion dÕun tube sous un Žcoulement de poiseuille cylindrique.

On observe une Žrosion symŽtrique et rŽguli•re le long du tube. Puis, on rŽp•te cette

simulation en variant la taille du maillage pour calculer le rayon moyen du cylindre ˆ la Þn

du test et pour estimer la radialitŽ en mesurant, dans le voisinage de lÕisocontour%= 0, la

variation de rayon le long dÕune section du tube. On calcule aussi la di!Žrence entre le rayon

exact rexc et le rayon approchŽrnum . Les rŽsultats sont donnŽs dans le tableau suivant :

Pas du maillage # rnum ! rexc ## La radialitŽ

1/ 20 8.42 10!3 2.42 10!3

1/ 40 4.06 10!3 6.51 10!4

1/ 80 2.01 10!3 1.58 10!4

1/ 160 9.94 10!4 3.92 10!5

Table 5.1: Variation du rayon et radialitŽ et pour di!Žrents maillages.

On obtient une radialitŽ dÕordre 2, ce qui conÞrme lÕŽrosion uniforme obtenue dans ce

test. On obtient aussi une convergence dÕordre 1 pour le rayon du tube et nous avons donc
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5 Applications ˆ lÕŽrosion

une validation dans le cas radial de lÕapproche de la correction du cisaillement qui consiste

ˆ calculer une extrapolation de la contrainte depuis lÕintŽrieur du domaine ßuide (ˆ environ

3 mailles de lÕinterface), en sÕa!ranchissant de la couche limite dÕinconsistance. Il reste ˆ

vŽriÞer sa validitŽ dans dÕautres cas.

5.3.4.2 Simulation RCT

On proc•de ˆ un test utilisant un Žcoulement rŽalisŽ dans lÕespace compris entre deux

cylindres coaxiaux, un Žcoulement de Couette. Le cylindre interne est animŽ dÕune vitesse de

rotation rigide et supposŽ constituŽ par un Žchantillon de sol Žrodable. Le cylindre externe

est Þxe. Cet essai est une variante du Rotating Cylinder Test (RCT) [70]. LÕŽcoulement

gŽnŽrŽ entre les deux surfaces cylindriques provoquera lÕŽrosion du cylindre interne.

Figure 5.7: ƒtat initial de la simulation de lÕŽcoulement de Couette.

Le domaine de calcul est! = [0 .1]2 (dans la pratique on utilise un domaine faux-2D). Le

cylindre interne a un rayon initial r i = 0.2 et il est entrainŽ par une vitesse angulaire3.

Le cylindre externe a un rayonre = 0.4. Initialement, lÕinterface" entre le cylindre interne

(sol) et le ßuide est reprŽsentŽe par lÕisocontour 0 de la fonction Level Set suivante (avec

x0 = y0 = 0.5) :

%0 =
+

(x ! x0)2 + ( y ! y0)2 ! r i .
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5.3 Calcul de la contrainte

En considŽrant la base polaire orthonormŽe(!" er , !" e, ) associŽe !̂, la solution de cet Žcou-

lement a une vitesse orthoradialeu = u, (r )!" e, telle que :

u, (r ) = Ar +
B
r

,

o• :

A = !
3r 2

i

r 2
e ! r 2

i
et B =

3r 2
i r 2

e

r 2
e ! r 2

i
.

La composante tangentielle de la contrainte de cisaillement (dans la direction de!" e, ) a comme

norme :

! = 2µ
B
r 2

,

et la vitesse pŽnalisŽe dans le cylindre en rotation (le solide) est la suivante :us = 3r !" e, .

La simulation numŽrique de ce test (cf. la Þgure 5.7 pour illustration), donne, comme

prŽvu, une couche limite dÕinconsistance pour le calcul de la contrainte de cisaillement! ˆ

lÕinterface ßuide/solide. Dans la Þgure suivante, on reprŽsente en fonction du rayonr , les

valeurs exactes (en bleu) et les valeurs numŽriques (en rouge) de! , en superposant toutes

les solutions prises dans la direction radiale. Ceci montre bien lÕinconsistance de la solution

approchŽe au niveau de lÕisocontour%0 = 0 (donnŽ en vert).

rayon r

ßuidesolide

ci
sa

ill
em

en
t!

Figure 5.8: Contrainte exacte et approchŽe en fonction du rayon.
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On proc•de ˆ la correction de la contrainte cisaillement comme nous lÕavons proposŽ dans

le paragraphe5.3.3, en utilisant les Žquations (5.10) ˆ (5.13), pour sÕa!ranchir de la couche

limite dÕinconsistance. Puis, on e!ectue une nouvelle simulation. Dans la Þgure suivante, on

donne les rŽsultats de la correction de la contrainte en comparaison avec le le rŽsultat exact.

Dans la loi dÕŽrosion nous utilisons donc la vitessev&
! e sÕappuyant la contrainte! &.

rayon r

ßuidesolide

! exact sur {! = 0 }
! & sur {! = ! 3h}

ci
sa

ill
em

en
t!

Figure 5.9: TracŽs de la contrainte exacte! exact et corrigŽe! & en fonction du rayonr .

Apr•s correction, on e!ectue des tests dÕŽrosion complets pour di!Žrentes tailles de maillage.

Ë la Þn de chaque simulation, faisant passer le rayon ri de 0.2 ˆ 0.1, on calcule la radialitŽ

dans le voisinage de lÕisocontour%= 0 ainsi que la di!Žrence entre le rayon exacterexc et le

rayon approchŽrnum . Les rŽsultats sont donnŽs dans le tableau ci-dessous et montrent quÕon

obtient lÕordre2 pour la radialitŽ et lÕordre 1 pour le rayon comme dans le cas prŽcŽdent.

Pas du maillage # rnum ! rexc ## La radialitŽ

1/ 40 1.88 10!2 4.79 10!3

1/ 80 9.03 10!3 1.30 10!3

1/ 160 4.47 10!3 3.22 10!4

1/ 320 2.21 10!3 8.04 10!5

Table 5.2: Variation du rayon et radialitŽ et pour di!Žrents maillages.
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On reprŽsente ci-dessous trois Žtapes dÕŽrosion o• lÕon observe lÕŽvolution du cylindre

interne sous lÕe!et de lÕŽcoulement de Couette. LÕŽtat initial est reprŽsentŽ dans la Þgure5.7.

Figure 5.10: RŽsultats dÕŽrosion du cylindre interne sous un Žcoulement de Couette.

Nous avons validŽ des processus complets dÕŽrosion dans les deux cas tests simulant les

essais HET et RCT. La couche limite dÕinconsistance observŽe lors du calcul de la contrainte

de cisaillement ˆ lÕinterface solide/ßuide a ŽtŽ corrigŽe par un nouveau calcul depuis lÕisocon-

tour %= ! 3h. Cette correction sÕappuie sur une extrapolation de la valeur de la contrainte

ŽvaluŽe en tout point. Il reste ˆ voir si ces corrections peuvent •tre validŽes dans autres cas.

5.3.5 Limites de la correction

Nous e!ectuons une simulation dans laquelle une bille de sol est placŽe au milieu dÕun canal

rectangulaire. Le syst•me dÕŽquations de Navier-Stokes (nombre de ReynoldsRe = 20) est

utilisŽ pour le calcul de lÕŽcoulement.

Figure 5.11: Cas test dÕune bille sous un Žcoulement au milieu dÕun canal.
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Le domaine de calcul est! = [0 , 2] & [0.1]2. La bille de sol est une sph•re de rayon

r0 = 0.1 et de centre(x0, y0, z0) = (0 .5, 0.5, 0.5). LÕinterface" est reprŽsentŽe initialement

par lÕisocontour 0 de la fonction Level Set suivante :

%0 = r0 !
+

(x ! x0)2 + ( y ! y0)2 + ( z ! z0)2.

Le but du test est dÕobserver les variations du cisaillement au voisinage de lÕinterface%= 0.

Au voisinage de la zone o• il y a une grande pression sur la bille, ˆ savoir la paroi face ˆ

lÕŽcoulement, un fort gradient est exercŽ sur lÕinterface par le ßuide qui est forcŽ dÕemprunter

un autre chemin en contournant lÕobstacle et ainsi le cisaillement varie rapidement spŽcia-

lement dans cette zone. Un zoom sur une partie de la zone en question est illustrŽ dans la

Þgure suivante o• on a"che les variations de la contrainte du cisaillement.

Figure 5.12:Zoom sur variations du cisaillement au voisinage de lÕinterface de la bille.

On remarque dans ce cas, quand on sÕŽloigne de lÕinterface% = 0 de trois mailles on

rencontre une variation dÕenviron 50% sur la valeur du cisaillement Ceci montre bien les

limites de la premi•re approche. En voulant sÕa!ranchir de la couche limite dÕinconsistance,

on perd beaucoup dÕinformations. Donc, il est prŽfŽrable dÕŽliminer cette couche plut™t que

de sÕen extraire.
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5.4 Nouvelle correction

Il sÕav•re donc quÕil est nŽcessaire dÕestimer les valeurs du cisaillement ˆ lÕinterface pour

obtenir une bonne Žrosion quelque soient les variations de lÕŽcoulement. En gardant un

maillage non body-Þtted, il est impossible que les points de grille soient situŽs exactement ˆ

la fronti•re de lÕobstacle constituŽ par le sol. Dans ce cas, la pŽnalisation classique ne peut

faire mieux que de proposer une approximation inconsistante du gradient de la vitesse ˆ

lÕinterface. Pour Žviter cet inconvŽnient, il convient de rechercher un moyen de forcer une

condition qui donne une discrŽtisation consistante de ce gradient ˆ la fronti•re de lÕobstacle.

J. Hovnanian [55] et M. Bergmannet al. [10] ont proposŽ, dans le cas dÕun probl•me

dÕinteraction ßuide/structure, une mŽthode IPC (Image Point Correction) en sÕappuyant sur

lÕapprocheGhost-Cell [35,36] pour corriger les valeurs de pŽnalisation de la vitesse dans

lÕobstacle. Par cette mŽthode, seuls les "Ghost nodes" subissent une correction, en imposant

ˆ la vitesse de ces nÏuds la valeur obtenue par un prolongement a" ne depuis valeurs de

la vitesse calculŽes autour des points symŽtriques des nÏuds en question par rapport ˆ la

fronti•re ; ˆ tous les autres points une pŽnalisation classique est appliquŽe.

Figure 5.13:SchŽma dŽcrivant les ŽlŽments utilisŽs par J. Hovnanian [55] pour la correction.

Dans lÕobjectif dÕapporter une correction de m•me type, mais sans avoir recours ˆ des

extrapolations dans une direction de grille, C. Galusinski [44] a proposŽ de modiÞer plut™t la

condition aux limites sur les bords du domaine approchŽ. Cette condition modiÞŽe sÕappuie

sur lÕinformation de la distance au bord du domaine exact. Mais sa mise en Ïuvre nÕest pas

compatible avec une approche par pŽnalisation de domaine.

127



5 Applications ˆ lÕŽrosion

Dans le cadre dÕoptimisation et de contr™le dÕŽcoulement, F. Chantalatet al. [20,21] avaient

proposŽ une mŽthode similaire pour trouver une extension pertinente de la vitesse dans un

obstacle. La solution est donc prolongŽe itŽrativement dans lÕobstacle ˆ lÕaide de fonctions

Level Set et dÕŽquations de transport et imposŽe par pŽnalisation dans lÕobstacle. Dans un

esprit analogue, nous proposons dans la suite une mŽthode itŽrative qui modiÞe le champ

de vitesse sur les points de grille ˆ lÕintŽrieur des obstacles et voisins de lÕinterface qui se

rŽv•le •tre un prolongementC1 dans le le sol. Il sÕagit donc dÕune alternative aux Immersed

Boundary Methods (IMB) [77].

5.4.1 Principe de la mŽthode

Notre objectif dans cette mŽthode est dÕimposer une vitesse non nulle dans le sol pour

obtenir un prolongementC1 de la vitesse de la vitesse du ßuide dans le solide. Dans les

travaux de F. Chantalat, le prolongement est construit dÕune fa•on a"ne. Ici, le prolongement

sera construit par un procŽdŽ de symŽtrisation moins cožteux ˆ mettre en Ïuvre. En prenant

un point M dans le sol, on cherche dÕabord son symŽtriqueMsym dans le ßuide par rapport

ˆ lÕinterface" . Et ˆ partir de la vitesse usym , on construit la vitesseus dans le pointM .

"

us

Sol

% > 0

Fluide

% < 0

M ¥

¥Msym D!

Figure 5.14:SchŽma donnant la reprŽsentation du point dans le solide et son symŽtrique.

La dŽtermination de la position des points symŽtriques est facilitŽ par la Level Set%.

Ainsi, en considŽrant le point deO, origine de la base associŽe au domaine, on a :

!!"
OM sym =

!!"
OM ! 2%

$%
#$%#

. (5.14)

Naturellement, le point symŽtrique ne co•ncide pas avec un nÏud de la grille. Il est ˆ

lÕintŽrieur dÕun diamantD! obtenu en cherchant le numŽro de la face( dont le centreF est
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donnŽ par le calcul de :

max
� "�

, !!"
� � 
��

#
!!"
� � 
�� #

á
$%

#$%#

.

� (5.15)

o• K est la cellule o• se trouve le point� 
�� . Dans le cas conforme cette cellules a six faces.

Nous devons donc interpoler sa vitesseu ˆ partir de six points de ce diamant. Dans le cas

particulier o• ce diamant est traversŽ par lÕinterface" , on utilisera donc le deuxi•me diamant

le plus proche dans la direction de!$ %; ceci permet dÕavoir un diamant compl•tement

immergŽ dans le ßuide.

On construit par la suite la vitesse symŽtrique ˆ imposer dans le solide, de telle sorte

que le gradient de vitesse ˆ lÕinterface reste identique lorsquÕil est ŽvaluŽ de chaque c™tŽ de

lÕinterface (voir la Þgure5.16). Elle est donnŽ par le prolongement suivant :

u
�� = u + $u á
!!"
� � 
�� � (5.16)

En notant u! la vitesse ˆ lÕinterface (qui peut •tre non nulle comme dans le cas du Rotating

Cylinder), la valeur de la nouvelle vitesse de pŽnalisation est :

u
 = ! u
�� + 2u! � (5.17)

Ce prolongement de la vitesse ˆ travers lÕinterface nÕa pas de sens physique en soit. Il sÕagit

dÕun outil numŽrique permettant dÕavoir un prolongement continu du gradient de la vitesse

ˆ lÕinterface. En pratique, on utilise juste une bande de nÏuds au voisinage de lÕinterface" .

Figure 5.15: SchŽma reprŽsentant la nouvelle vitesse symŽtrique ˆ imposer dans le sol.

Nous considŽrons un procŽdŽ itŽratif o• ˆ la premi•re Žtape, on pŽnalise avec la vitesse

nulle ou la vitesse rigide du solide en mouvement. Puis, dans les Žtapes qui suivent, nous uti-

lisons la vitesse prolongŽe pour imposer la nouvelle vitesse dans le sol. On it•re le processus
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qui se rŽv•le convergent. En comparant ˆ chaque fois la vitesseuk construite ˆ lÕŽtapek avec

la vitesse ˆ lÕŽtape qui la prŽc•de, et en utilisant la condition dÕarr•t#uk ! uk!1 # = O(h2),

o• h est le pas du maillage, 3 itŽrations su"sent. Ce procŽdŽ converge rapidement vers la so-

lution du probl•me souhaitŽe avec de plus un prolongementC1 de la solution dans lÕobstacle.

Remarque 15

Le syst•me dÕŽquation de Navier-Stokes ˆ rŽsoudre en utilisant cette correction est :

"
#$

#%

"
8
#tuk ! uk 2 rotu k

9
! µ# uk + µ

K s
H (%)(uk ! uk

s) = !$ p + f dans ]0, T[&!,

div(uk) = div( uk
s) dans ]0, T[&!,

(+C.L.) sur ]0, T[&#!.

5.4.2 Validation

Cette correction doit permettre dÕŽliminer la couche limite dÕinconsistance. Nous devons

donc obtenir une estimation correcte de la contrainte de cisaillement ˆ lÕinterface. Pour

valider la pertinence de cette nouvelle approche, nous reprenons le Rotating Cylinder Test (cf.

paragraphe5.3.4.2) et nous calculons la contrainte en utilisant le procŽdŽ itŽratif quÕon vient

dÕexposer. Le cylindre interne de rayonr i a une vitesse rigide u! = 3r i
!" e, . La pŽnalisation

du sol (cylindre interne) par la vitesse donnŽe dans (5.16), puis stabilisŽe par le processus

itŽratif, donne lÕŽcoulement reprŽsentŽ dans la Þgure suivante :

Figure 5.16: ƒcoulement entre deux cylindres avec une vitesse symŽtrique imposŽe au sol.
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Dans la Þgure ci-dessous, nous reprŽsentons en fonction du rayonr les valeurs exactes (en

bleu) et les valeurs numŽriques obtenues par la nouvelle approche (en rouge) de la contrainte

! en superposant toutes les solutions prises dans la direction radiale. On observe quÕau niveau

de lÕisocontour%0 = 0 (donnŽ en vert), la couche limite dÕinconsistance est ŽliminŽe. Nous

pouvons estimer avec precision la vitesse dÕŽrosion et lÕŽtendre ˆ partir de lÕinterface pour

faire des calculs dÕŽrosion comme nous lÕavons dŽcrit dans les Žquations du mod•le au dŽbut

de ce chapitre.

Le rayon r

Le ßuideLe solide

La contrainte corrigŽe! new sur {! = 0 }

Le
ci

sa
ill

em
en

t!

Figure 5.17: Contrainte exacte! exact et corrigŽe! new en fonction du rayonr .

On e!ectue plusieurs simulations en faisant varier la taille du maillage et ˆ chaque fois on

calcule les erreurs ErrL2 et ErrL # commises dans lÕestimation de la nouvelle contrainte! new

par rapport ˆ la contrainte exacte ! exact calculŽes ˆ lÕinterface. Ces erreurs sont obtenues en

calculant :

ErrL 2 =
#!exact ! ! new#2

#!exact#2
et ErrL # =

#!exact ! ! new##

#!exact##
,

o• #.#2 et #.## sont prise sur un voisinage de" . Dans la Þgure ci-apr•s, nous reprŽsentons

deux courbes qui donnent les tracŽs de ces erreurs cette en fonction du pas du maillageh.
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Figure 5.18:Courbes des erreurs sur#new en normes L2 et L# en fonction du pas du maillageh.

Nous remarquons donc quÕon peut atteindre3% dÕerreur sur le calcul de la contrainte du

cisaillement ˆ lÕinterface" en utilisant un maillage de pash = 1/ 500 (qui correspond ˆ 300

points de grille dans la zone dÕintŽr•t). Au delˆ de ce nombre, il est inutile de de prendre plus

de mailles et de ra"ner car lÕerreur nÕŽvolue plus. Mais ceci est largement su"sant pour nos

applications. LÕerreur est dÕordre 1 sur des grilles Þnes, mais par une raison non identiÞŽe

cet ordre est perdu sur des grilles extr•mement Þnes.
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5.5 Applications

Dans cette section, des simulations numŽriques dÕŽrosion compl•te, dont le calcul est basŽ

sur les algorithmes dŽveloppŽs prŽcŽdemment, sont prŽsentŽes. Nous nous intŽressons ˆ deux

cas applicatifs : lÕŽrosion dÕun cylindre et lÕŽrosion dÕune bille. Les deux obstacles sont placŽs

dans un canal rectangulaire et soumis ˆ des Žcoulements incompressibles. LÕŽrosion de la

bille a ŽtŽ dŽjˆ ŽvoquŽe dans le paragraphe5.3.5 pour montrer les limites de la premi•re

approche pour la correction de la contrainte. Ici, nous utiliserons ce test pour valider la

seconde approche et pour illustrer un cas 3D. Pour le cas de lÕŽrosion du cylindre, il sera

traitŽ en 2D. Ce cas test nous permet dÕexplorer les rŽsultats lÕŽrosion en fonction du nombre

de Reynolds, de la nature de lÕŽcoulement (conÞnŽ ou pas) et des param•tres de lÕŽrosion (le

coe"cient K d et le seuil ! c).

5.5.1 ƒrosion dÕun cylindre

5.5.1.1 ExpŽrimentation au laboratoire

Nous prŽsentons dÕabord une expŽrience de laboratoire (Þgure ci-dessous) menŽe par M.

Moore et al. [80,81], dans lequel un corps dÕargile sous forme cylindrique est maintenu Þxe

et soumis ˆ un Žcoulement dÕeau ˆ grande vitesse.

Figure 5.19: (A) : Le schŽma du dispositif expŽrimental utilisŽ pour lÕŽrosion dÕun cylindre en argile.

(B) et (C) : visualisation de lÕŽcoulement autour dÕun corps cylindrique ˆ des di!Žrents

instants dans le processus dÕŽrosion (extraits de M. Mooreet al. [81]).

Cet essai expŽrimental nous permet dÕavoir ˆ la fois la visualisation de lÕŽcoulement, ainsi

que le proÞl du cylindre qui change de forme au cours de lÕŽrosion. Dans [81], les auteurs ont

aussi ŽlaborŽ un mod•le numŽrique utilisant la loi dÕŽrosion interfaciale couplŽe ˆ un mod•le

asymptotique de couche mince. En ayant recours aux Žquations de Prandtl [85], ce mod•le

simpliÞe le syst•me dÕŽquations de Navier-Stokes en un syst•me dÕŽquations di!Žrentielles

ordinaires.
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5.5.1.2 Simulations numŽriques

Nous avons rŽalisŽ une sŽrie de tests pour observer lÕŽrosion dÕun cylindre sous lÕŽcoulement

incompressible ˆ Reynolds faibles ˆ modŽrŽs. Ce choix est lŽgitime Žtant donnŽ lÕŽchelle

dÕŽrosion ˆ concernŽe dans notre Žtude. Nous mettons en Žvidence lÕinßuence du nombre

de Reynolds sur le proÞl de lÕobjet ŽrodŽ et nous confronterons nos rŽsultats aux rŽsultats

expŽrimentaux et numŽriques obtenus par M. Mooreet al. [81]. Nous testerons Žgalement la

sensibilitŽ au type dÕŽcoulement et aux param•tres de la loi dÕŽrosion.

Description du cas

On consid•re un domaine rectangulaire!, o• on place un cylindre de rayon initial r 0 et

de centre(x0, y0). LÕŽcoulement incompressible est rŽsolu par les Žquations de Stokes, puis

par les Žquation de Navier Stokes avec les conditions aux bords suivantes :

Ð Sur le bord" + on impose une vitesse dÕentrŽeu0 par une condition de Dirichlet .

Ð Sur le bord" r on impose des conditions de "Neumann" pour avoir une sortie libre.

Ð Sur les deux autres bords," t et " b, on impose les conditions de Dirichlet ou de "Neu-

mann" pour avoir respectivement des Žcoulements conÞnŽs ou non conÞnŽs.

" t

" b

" + " r

sens de lÕŽcoulement

Figure 5.20: Cas test du cylindre en sol Žrodable placŽ au milieu dÕun Žcoulement.

Pour le calcul de la contrainte de cisaillement, nous utilisons la deuxi•me approche, qui

consiste ˆ Žliminer la couche limite dÕinconsistance et nous suivons le processus global alter-

nant les ŽtapesŽcoulementet Žrosion (voir les Žquations du mod•le dans la section5.1). Les

points suivants rŽsument les di!Žrents cas tests des simulations numŽriques e!ectuŽes :

Ð On traite deux types dÕŽcoulement, conÞnŽ par des parois et non conÞnŽ ;

Ð On fait varier le nombre de Reynolds (0 - Re - 100) ;

Ð On fait varier le seuil ! c et le coe"cient dÕŽrosionK d.
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Maillage utilisŽ

Nous utilisons un maillage DDFV non conforme comme illustrŽ dans la Þgure5.21 avec

trois niveaux de ra"nement. Le maillage est initialisŽ en tenant compte de la gŽomŽtrie

comme crit•re de ra"nement AMR (Adaptive Mesh ReÞnement) [48]. Puis, les informations

des di!Žrents volumes de contr™le nŽcessaires aux schŽmas DDFV sont calculŽes. LÕobstacle

est contenu dans la zone la plus ra"nŽe pour assurer une bonne estimation de la contrainte.

Figure 5.21:Visualisation du type de maillage utilisŽ pour la simulation numŽrique.

ƒtat initial

Dans la Þgure qui suit, on donne lÕŽtat initial des cylindres ˆ Žroder sous des Žcoulements

conÞnŽs. Ë gauche, il sÕagit dÕun Žcoulement de Stokes et ˆ droite dÕun Žcoulement de Navier-

Stokes (Re= 40).

Figure 5.22: Cylindres ˆ lÕŽtat initial sous des Žcoulements conÞnŽs (Stokes ˆ gauche,
Navier-Stokes ˆ droite).
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RŽsultats dÕŽrosion

Dans les Þgures suivantes, on a"che les proÞls de lÕinterface du cylindre ˆ di!Žrentes Žtapes

dÕŽrosion pour des simulations correspondants aux cas tests annoncŽs prŽcŽdemment. Pour

ces simulations, on utilise les param•tres de lÕŽrosion :K d = 10!7 cm3/N.s et ! c = 0 Pa.

¥ ƒcoulements de Stokes :

(a) Cylindre sous Žcoulement conÞnŽ (b) Cylindre sous Žcoulement non conÞnŽ.

Figure 5.23:ProÞls de lÕinterface du cylindre au cours de lÕŽrosion sous Žcoulements de Stokes.

¥ ƒcoulements de Navier-Stokes avec Re = 20 :

(a) Cylindre sous Žcoulement conÞnŽ. (b) Cylindre sous Žcoulement non conÞnŽ.

Figure 5.24:ProÞls de lÕinterface du cylindre au cours de lÕŽrosion sous Žcoulements de Navier-Stokes.
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¥ ƒcoulements de Navier-Stokes avec Re = 40 :

(a) Cylindre sous Žcoulement conÞnŽ. (b) Cylindre sous Žcoulement non conÞnŽ.

Figure 5.25:ProÞls de lÕinterface du cylindre au cours de lÕŽrosion sous Žcoulements de Navier-Stokes.

¥ ƒcoulements de Navier-Stokes avec Re = 50 :

(a) Cylindre sous Žcoulement conÞnŽ. (b) Cylindre sous Žcoulement non conÞnŽ.

Figure 5.26:ProÞls de lÕinterface du cylindre au cours de lÕŽrosion sous Žcoulements de Navier-Stokes.
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¥ ƒcoulement de Navier-Stokes avec Re = 80 :

(a) Cylindre sous Žcoulement conÞnŽ. (b) Cylindre sous Žcoulement non conÞnŽ.

Figure 5.27:ProÞls de lÕinterface du cylindre au cours de lÕŽrosion sous Žcoulement de Navier-Stokes.

Les rŽsultats que nous venons de prŽsenter montrent plusieurs aspects sur lÕŽvolution de la

section du cylindre sous lÕe!et de lÕŽrosion. Ainsi, nous pouvons faire une premi•re analyse

sur la forme de lÕobjet ŽrodŽ selon le type dÕŽcoulement :

Ð Sous lÕŽcoulement de Stokes, le cylindre ŽrodŽ a une forme ovale prŽsentant une parfaite

symŽtrie et garde le m•me centre de gravitŽ que le cylindre initial (Þgure5.23). Cette

forme se voit dÕavantage ŽrodŽe par lÕŽcoulement conÞnŽ pr•s des parois. On retrouve

ici les rŽsultats obtenus par D. Lachouette [60], avec plus de prŽcision.

Ð Sous lÕŽcoulement de Navier-Stokes, le cylindre ŽrodŽ ne prŽsente plus de symŽtrie

amont/aval et en sÕŽrodant, il prend en amont une forme plus ou moins triangulaire, qui

prŽsente un point dÕarr•t pointant vers lÕarrivŽe du ßux. On retrouve ici les rŽsultats

observŽs dans les expŽriences de M. Mooreet al. [80,81]. Par contre, en observant lÕobjet

ŽrodŽ en aval, on constate quÕavec des Žcoulements ˆ faibles Reynolds (< 50), il garde

une forme circulaire (Þgures5.24 et 5.25) ; et avec des Reynolds plus ŽlevŽs (> 50),

cet objet prend une forme triangulaire mais avec un angle di!Žrent de celui observŽ en

amont (Þgures5.24 et 5.25). Les simulations numŽriques de M. Mooreet al. nÕont pas

relevŽ cet aspect, parce quÕils ont considŽrŽ un mod•le sur couche mince. Le conÞnement

a ici, aussi, un e!et dÕŽrosion de lÕobjet, accentuŽe pr•s des parois.

Nos simulations ont permis de capter des informations sur la physique de lÕobjet ŽrodŽ.

Dans ce qui suit, nous mettons en exergue plus de dŽtails pour lÕanalyse de lÕŽrosion que

nous avons obtenu en fonction du nombre Reynolds.
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Dans la Þgure suivante on a"che les proÞls du cylindre ŽrodŽ, apr•s une durŽe dÕŽrosion

Žgale, sous Žcoulements de Stokes et de Navier-Stokes avec di!Žrents nombre de Reynolds :

ƒtat initial

Stokes

Re=20

Re=50

Re=80 ƒcoulements conÞnŽs

ƒcoulements non conÞnŽs

Figure 5.28:ProÞls des interfaces ŽrodŽes prises au m•me instant en fonction du Reynolds.

139



5 Applications ˆ lÕŽrosion

On constate, comme prŽvu, quÕen augmentant le nombre de Reynolds lÕŽrosion devient

plus rapide. Le conÞnement de lÕŽcoulement la rend encore plus rapide. La forme en amont,

que nous avons ŽvoquŽe avant, prŽsente une pointe avec un angle asymptotique atteint pour

des Reynolds de lÕordre de quelques dizaines. Cet angle est le m•me pour les nombres de

Reynolds que nous avons ŽtudiŽ et il est proche de90, . M. Moore et al. [81] ont trouvŽ

numŽriquement le m•me angle avec un mod•le asymptotique dÕŽcoulement valable ˆ haut

Reynolds. Mais, expŽrimentalement le temps dÕŽrosion nÕŽtait pas su"sant pour atteindre

un tel angle.

Figure 5.29: Exemples dÕangles asymptotiques avals et amont (Re=50).

Les formes triangulaires observŽes en aval, pour des Žrosions sous des Žcoulements ˆ Rey-

nolds ŽlevŽs, sont dues aux tourbillons derni•re lÕobstacle (voir Þgure5.30). Ces recirculations

sont plus importantes dans le cas dÕŽcoulements conÞnŽs, donc lÕŽrosion est plus forte ˆ cet

endroit. EnÞn, notons que lÕangle asymptotique atteint dans ce cas est120, .

Figure 5.30: ƒrosion en aval de lÕobstacle sous lÕe!et des tourbillons (Re = 50).

140



5.5 Applications

¥ ƒrosion avec ! c .= 0 :

Nous avons e!ectuŽ ce cas test pour mettre en Žvidence lÕe!et seuil de la loi dÕŽrosion. Pour

cela on consid•re un Žcoulement non conÞnŽ avecRe = 50. On Þxe le coe" cient dÕŽrosion

K d = 10!7 cm3/N.s . NumŽriquement, nous avons constatŽ que la contrainte de cisaillement

dans cette conÞguration est de lÕordre de2.5 Pa, on choisit donc pour ce cas test la contrainte

critique ! c = 1 Pa. Dans la Þgure suivante on donne les rŽsultats de la simulation, o• on

constate quÕˆ cause de ce nouveau seuil, la partie aval du cylindre ne sÕŽrode plus car le

cisaillement tr•s faible ˆ cet endroit.

Figure 5.31: ProÞls de lÕinterface du cylindre au cours de lÕŽrosion (!c = 1 Pa).

La partie amont sÕŽrode comme dans le cas sans seuil, sauf au dŽbut o• lÕŽrosion nÕop•re

pas au "nez" de lÕobstacle (voir la Þgure ci-dessous), car dans ce cas, le cisaillement est sous

le seuil critique.

Figure 5.32:Zoom sur les proÞls de lÕinterface au dŽbut de lÕŽrosion (! c = 1 Pa).
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¥ ƒrosion avec K d = 1 cm 3/N.s :

Ce dernier test ne correspond pas aux hypoth•ses du mod•le, puisquÕen prenantK d = 1

cm3/N.s les vitesses de lÕŽrosion et de lÕŽcoulement auront la m•me Žchelle. Mais, ce test nous

permet dÕobserver lÕinßuence dÕune Žrosion rapide par rapport ˆ lÕŽcoulement. Pour cela on

consid•re un Žcoulement non conÞnŽ, avecRe = 50 et on Þxe la contrainte critique! c ˆ 0.

Dans la Þgure5.33, on reprŽsente les proÞls de lÕinterface lors de lÕŽrosion avecK d = 1 cm3/N.s .

Pour comparaison, on a" che les proÞls des interfaces ŽrodŽes sous le m•me Žcoulement avec

K d = 0 cm3/N.s . Les interfaces ŽrodŽes gardent globalement les m•mes proÞls, mais avec

des Žrosions plus accentuŽes pour le casK d = 1 cm3/N.s . Sur la moitiŽ droite de lÕobjet,

en aval de lÕŽcoulement, ces proÞls perdent la particularitŽ rectiligne, ceci ressemble aux

proÞls constatŽs sous un Žcoulement ˆ bas Reynolds. Ceci peut sÕexpliquer par le fait que

lÕŽcoulement trouve un rŽgime asymptotique plus tard pr•s du "nez" de lÕobstacle.

Figure 5.33:ProÞls de lÕinterface du cylindre au cours de lÕŽrosion avecK d = 1 cm3/N.s.

Figure 5.34:ProÞls de lÕinterface du cylindre au cours de lÕŽrosion avecK d = 10! 7 cm3/N.s.
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5.5.2 ƒrosion dÕune bille

Pour illustrer un cas 3D, on reprend la simulation de la bille de sol placŽe au milieu dÕun

canal rectangulaire! = [0 , 2] & [0,1]2 que nous avons prŽsentŽe prŽcŽdemment. On utilise

deux Žcoulements conÞnŽs, lÕun est dŽcrit par les Žquations de Stokes et lÕautre est dŽcrit

par les Žquations de Navier-Stokes avecRe = 20.

Figure 5.35: Cas test dÕune bille sous un Žcoulement au milieu dÕun canal.

Le maillage utilisŽ est reprŽsentŽ dans la Þgure5.36. CÕest un maillage DDFV non conforme,

initialisŽ, comme dans le cas prŽcŽdent, en tenant compte de la gŽomŽtrie comme crit•re de

ra"nement AMR. Les informations nŽcessaires aux schŽmas DDFV sont calculŽes ensuite.

LÕobjet ˆ Žroder est contenu dans la zone la plus ra"nŽe.

Figure 5.36:Visualisation du maillage utilisŽ et de la bille ˆ Žroder.
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Dans les deux Þgures ci-dessous on reprŽsente la norme de la contrainte du cisaillement

exercŽe par le ßuide sur la bille. Cette contrainte est parfaitement symŽtrique dans le cas

dÕun Žcoulement de Stokes comme le montre la Þgure5.37. Dans le cas de Navier-Stokes, la

symŽtrie est perdue ; lÕinertie du ßuide impose un fort cisaillement sur la partie de la bille

se trouvant en amont du ßux. En observant les proÞls de ces contraintes, on constate quÕils

prŽsentent autour de la bille des valeurs tr•s importantes sur les cotŽs qui sont faces aux

parois et moins importantes dans les parties face aux angles du canal qui est une rŽgion

moins conÞnŽe. Dans les parties amont et aval, les valeurs du cisaillement sont quasi nulles.

Figure 5.37:Contrainte de cisaillement dÕune bille soumise ˆ un Žcoulement de Stokes conÞnŽ.

Figure 5.38:Contrainte de cisaillement dÕune bille soumise ˆ un Žcoulement de Navier-Stokes conÞnŽ.
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Nous donnons, sur les Þgures qui suivent, quelques rŽsultats de la simulation numŽrique

de lÕŽrosion de la bille sous un Žcoulement de Navier-Stokes (Re = 20). Pour les param•tres

de lÕŽrosion on prend :K d = 10!7 cm3/N.s et ! c = 0 Pa.

Figure 5.39:La bille au dŽbut de lÕŽrosion.

Figure 5.40:La bille en Žrosion ˆ un temps intermŽdiaire.
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Figure 5.41:La bille en Žrosion ˆ un autre temps intermŽdiaire.

Figure 5.42:La bille ˆ la Þn de lÕŽrosion.
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5.6 Conclusion

5.6 Conclusion

Ë travers ce chapitre, nous avons prŽsentŽ deux approches pour donner un calcul pertinent

de la contrainte de cisaillement ˆ lÕinterface solide/ßuide. La premi•re approche consiste ˆ

sÕextraire de la couche limite dÕinconsistance. Une approche qui fonctionne bien dans le cas

radial mais qui montre ses limites quand lÕŽcoulement prŽsente des grandes variations de

cisaillement au voisinage de lÕobstacle. La deuxi•me approche permet dÕŽliminer la couche

limite dÕinconsistance et de donner un calcul consistant de la contrainte ˆ lÕinterface. CÕest

ainsi que les limites de la premi•re sont corrigŽes .

Par la suite, nous avons assemblŽ les outils numŽriques dŽveloppŽs tout au long de la th•se

pour prŽsenter des applications dŽcrivant des processus complets dÕŽrosion. Des validations

ont ŽtŽ prŽsentŽes dans les cas simulant lÕŽrosion dÕun trou (HET) et lÕŽrosion dÕun cylindre

tournant (RCT). Les simulations numŽriques du cas de lÕŽrosion du cylindre, tel que dŽcrit

dans lÕexpŽrience de M. Mooret al. [80,81], permettent dÕexplorer en dŽtails plusieurs as-

pects physiques. Nous avons menŽ ces simulations en variant les param•tres dÕŽcoulement

(le nombre de Reylonds et le conÞnement ou pas de lÕŽcoulement) et les param•tres de la loi

dÕŽrosion (le seuil! c et le coe"cient K d). Les rŽsultats ont ŽtŽ confrontŽs aux expŽrimenta-

tions rŽelles et ont montrŽ que notre mod•le donne une description riche du phŽnom•ne. Le

cas de lÕŽrosion de la bille, bien quÕil reste purement acadŽmique, montre bien la capacitŽ du

code ˆ fournir de simulations totalement 3D.
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LÕŽrosion hydraulique des sols, quÕelle soit interne ou de surface, implique des phŽnom•nes

complexes et variŽs qui dŽpendent de nombreux param•tres, tels que la nature et lÕŽtat du

sol, ainsi que le type dÕŽcoulement subit par le sol. Plusieurs travaux de recherche ont ŽtŽ

menŽs pour reproduire ces phŽnom•nes en laboratoire, puis les modŽliser numŽriquement.

LÕŽtude que nous avons prŽsentŽe dans ce manuscrit apporte une contribution ˆ la simulation

numŽrique de lÕŽrosion interfaciale de sol cohŽsif.

Nous avons commencŽ par prŽsenter un Žtat de lÕart qui aborde le contexte gŽnŽral de lÕŽro-

sion dans les ouvrages hydrauliques et qui dresse un bref bilan des Žtudes expŽrimentales

de ce phŽnom•ne. Par la suite, nous avons dŽcrit lÕŽrosion depuis un mod•le dÕŽcoulement

incompressible et dÕune loi dÕŽrosion interfaciale. Notre intŽr•t sÕest portŽ sur la phase dÕini-

tialisation du phŽnom•ne o•, ˆ cette Žchelle, les Žcoulements considŽrŽs sont laminaires. La

modŽlisation sÕappuie sur les hypoth•ses dÕun sol cohŽsif et impermŽable soumis ˆ un Žcou-

lement diluŽ. De ce point de vue, la dynamique de lÕŽrosion est dŽcrite par lÕŽvolution de

lÕinterface sol/ßuide supposŽe Þne. Ainsi, lÕŽrosion est pilotŽe par une loi empirique ; une

relation ˆ seuil basŽe sur la contrainte de cisaillement ˆ lÕinterface. La modŽlisation numŽ-

rique que nous avons choisie est basŽe sur une approche eulŽrienne, qui consiste ˆ dŽÞnir

les milieux eau et sol dans un domaine discrŽtisŽ par un maillage Þxe, puis, ˆ rŽsoudre les

Žquations de lÕŽcoulement sur le domaine eau/sol uniÞŽ par la technique des domaines Þctifs

et ˆ dŽterminer enÞn lÕŽvolution de lÕinterface parLevel Set. Cette approche a ŽtŽ analysŽe

et validŽe par D. Lachouette [60] par la m•me modŽlisation que nous considŽrons. Elle sÕest

rŽvŽlŽe moins couteuse que lÕapproche lagrangienne, utilisŽe par F. Mercier [67] pour la mo-

dŽlisation de lÕŽrosion par un Žcoulement turbulent, qui consiste ˆ ne modŽliser que la partie

ßuide en remaillant ˆ chaque dŽplacement de lÕinterface.

Les premi•res modŽlisations ont mis en exergue lÕimportance du calcul de la contrainte

et de la discrŽtisation au niveau de lÕinterface eau/sol [60]. La bonne prŽdiction de la vi-

tesse dÕŽrosion repose sur ce point essentiel. La nŽcessitŽ dÕe!ectuer des adaptations locales

de maillage a ŽtŽ mise en Žvidence, aÞn de gagner en prŽcision, tout en autorisant des si-

mulations tridimensionnelles rŽalistes. Or, le schŽma de discrŽtisation cartŽsien sur grille
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dŽcalŽe nÕautorisait pas une telle amŽlioration. CÕest pourquoi, pour rŽsoudre les Žquations

de Navier-Stokes, nous proposons une nouvelle formulation par schŽma DDFV (Discrete Dua-

lity Finite Volume), avec laquelle nous pouvons rŽaliser des ra"nements locaux sur maillages

non-conformes et non-structurŽs. De plus, nous avons Žtabli la stabilitŽ inconditionnelle de

ce schŽma associŽ ˆ une discrŽtisation temporelle adaptŽe et sÕappuyant sur les mŽthodes

de projection. DÕautre part, lÕapproche par pŽnalisation a mis en Žvidence une couche limite

dÕinconsistance ˆ lÕinterface ßuide/solide lors du calcul de la contrainte de cisaillement in-

duisant ainsi ˆ un probl•me ˆ fronti•re libre. Nous avons donc proposŽ deux solutions pour

dŽterminer cette contrainte dÕune fa•on consistante. Dans la premi•re, il su"t de sÕextraire de

la couche limite dÕinconsistance pour trouver une estimation correcte de la contrainte. Dans

la seconde, on Žlimine cette couche limite par un procŽdŽ de prolongementC1 du champ

de la vitesse (pŽnalisŽe) dans le sol. Ainsi, le calcul de la contrainte ˆ lÕinterface devient

consistant ; il sÕagit donc dÕune alternative aux mŽthodes de fronti•res immergŽes.

Au Þnal, apr•s les premi•res validations par des tests simulant lÕŽrosion dÕun trou (HET)

et lÕŽrosion dÕun cylindre tournant (RCT), deux applications ont ŽtŽ menŽes. La premi•re,

concerne lÕŽrosion dÕun cylindre dont les rŽsultats ont ŽtŽ comparŽs aux tests expŽrimen-

taux [80,81], ce qui a permis de conÞrmer la validitŽ de notre mod•le. Cette application

a mis en lumi•re plusieurs param•tres montrant la pertinence de lÕapproche. LÕanalyse de

lÕinßuence du nombre de Reynolds conduit a une meilleure Žvaluation et comprŽhension des

phŽnom•nes dÕŽrosion. Par ce mod•le, nous pouvons balayer une large palette dÕŽcoulement,

allant du rŽgime de Stokes au rŽgime transitoire. Le test avec un coe"cient dÕŽrosion su" -

samment grand montre que le mod•le peut donner des rŽsultats qualitativement Þables m•me

dans le cas dÕŽcoulement en rŽgime asymptotique. Quant au test portant sur la contrainte

critique, il a permis de mettre en Žvidence lÕinßuence du seuil sur les proÞls dÕŽrosion. La

seconde application, qui concerne lÕŽrosion dÕune bille, a montrŽ la capacitŽ du code ˆ fournir

des simulations 3D.

Perspectives

Plusieurs axes peuvent •tre approfondis et explorŽs ˆ lÕissue de ce travail. Il sera intŽressant

dÕamŽliorer et dÕoptimiser lÕoutil numŽrique et de donner des pistes aÞn dÕŽlargir le champ

dÕapplication du mod•le. Dans la suite, nous allons prŽciser successivement ces points.
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Ð Maillage avec ra!nement dynamique

LÕinitialisation du maillage est faite en tenant compte de la gŽomŽtrie comme crit•re

de ra"nement AMR. Une conÞguration qui reste Þxe durant le processus de lÕŽrosion.

Un maillage dynamique pourrait •tre rŽalisŽ en ra"nant selon un crit•re qui prend en

compte la position de lÕinterface par la valeur de la fonctionLevel Set. Ce procŽdŽ al-

lŽgera la taille du syst•me mais gŽnŽrera un cožt supplŽmentaire lors des calculs des

informations nŽcessaires, ˆ chaque itŽration, aux schŽmas DDFV tels que la numŽrota-

tion, les volumes de contr™le et lÕassemblage du syst•me.

Ð ModiÞcation de la loi dÕŽrosion

La loi dÕŽrosion, que nous avons utilisŽe, est une loi basŽe sur le calcul du cisaillement.

Les expŽrimentations en laboratoire lÕont validŽe dans les cas dÕessais HET. Cela per-

met de prendre en compte le fait que les particules se dŽtachent du sol dans la direction

normale. Cela est valable dans le cas des Žcoulements tangentiels ˆ interface planes,

mais est-ce le cas en gŽnŽral ? Des Žtudes expŽrimentales pourraient •tre menŽes pour

prendre en compte lÕinßuence dÕautres termes que la contrainte de cisaillement.

Ð ƒcoulements ˆ haut Reynolds

Le cadre de notre Žtude couvre le traitement de lÕŽrosion dans les rŽgimes de Stokes,

laminaire et stationnaire. Ë une autre Žchelle, lÕŽrosion pourrait se dŽclencher ˆ cause

des variations locales de pression dans un Žcoulements turbulent [67]. La loi utilisŽe

ne couvre pas ce cas de Þgure. Mais lÕobservation des e!ets dÕun Žcoulements ˆ haut

Reynolds sur lÕŽrosion, en restant dans le m•me cadre, pourra •tre envisagŽ en rŽsolvant

les Žquation de Navier-Stokes par un schŽma explicite.

Ð Solveur avec parallŽlisation MPI

La parallŽlisation du solveur du syst•me linŽaire basŽ sur les directives OpenMP donne

une scalabilitŽ correcte, mais la gestion de la mŽmoire partagŽe reste une limite pour

une parallŽlisation massive. LÕutilisation dÕun solveur avec la librairie MPI permettra

de palier ˆ cette limitation.

Ð Couplage avec dŽferlement de vagues

Le mod•le que nous avons prŽsentŽ tient en compte deux milieux sol/ßuide. Un couplage

avec le mod•le eulŽrien des milieux air/sol ouvrira la voie ˆ une simulation de lÕŽrosion

dans les zones de surf.
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ModŽlisation et simulation numŽriques de lÕŽrosion par DDFV 

 

       LÕobjectif de cette Žtude est de simuler lÕŽrosion dÕun sol cohŽsif sous lÕeffet dÕun Žcoulement incompressible. 
Le mod•le ŽlaborŽ dŽcrit une vitesse dÕŽrosion interfaciale qui dŽpend de la contrainte de cisaillement de 
lÕŽcoulement. La modŽlisation numŽrique proposŽe est une approche eulŽrienne, o•  une mŽthode de pŽnalisation de 
domaines est utilisŽe pour rŽsoudre les Žquations de Navier-Stokes autour dÕun obstacle. LÕinterface eau/sol est 
dŽcrite par une fonction Level Set couplŽe ˆ une loi dÕŽrosion ˆ seuil. 

       LÕapproximation numŽrique est basŽe sur un schŽma DDFV (Discrete Duality Finite Volume) autorisant des 
raffinements locaux sur maillages non-conformes et non-structurŽs. LÕapproche par pŽnalisation a mis en Žvidence 
une couche limite d'inconsistance ˆ l'interface fluide/solide lors du calcul de la contrainte de cisaillement. Deux 
approches sont proposŽes pour estimer prŽcisŽment la contrainte de ce ˆ fronti•re libre. La pertinence du mod•le ˆ 
prŽdire lÕŽrosion interfaciale du sol est confirmŽe par la prŽsentation de plusieurs rŽsultats de simulation, qui offrent 
une meilleure Žvaluation et comprŽhension des phŽnom•nes d'Žrosion. 

 
Mot  clŽs : Žrosion interfaciale, Žcoulement incompressible, Navier-Stokes, domaines ficifs, Level Set, Discrete 
Duality Finite Volume, Adaptative Mesh Refinement, algorithme de projection, probl•me ˆ fronti•re libre. 
  

 
Modelling and numerical simulations of erosion by DDFV scheme 

 

       This study focuses on the numerical modelling of the interfacial erosion occurring at a cohesive soil undergoing 
an incompressible flow process. The model assumes that the erosion velocity is driven by a fluid shear stress at the 
water/soil interface. The numerical modelling is based on the eulerian approach: a penalization procedure is used to 
compute Navier-Stokes equations around soil obstacle, with a fictitious domain method, in order to avoid body-
fitted unstructured meshes. The water/soil interfaceÕs evolution is described by a Level Set function coupled to a 
threshold erosion law. 

       Because we use adaptive mesh refinement, we develop a Discrete Duality Finite Volume scheme (DDFV), 
which allows non-conforming and non-structured meshes. The penalization method, used to take into account a free 
velocity in the soil with non-body-fitted mesh, introduces an inaccurate shear stress at the interface.  We propose 
two approaches to compute accurately the erosion velocity of this free boundary problem. The ability of the model 
to predict the interfacial erosion of soils is confirmed by presenting several simulations that provide better 
evaluation and comprehension of erosion phenomena. 

 
Keywords: interfacial erosion, incompressible flow, Navier-Stokes, fictitious domains, Discrete Duality Finite 
Volume, Adaptative Mesh Refinement, Level Set, projection algorithm, free boundary problem. 
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